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1 主定理

複素 $n$ 次元のトーリック多様体とは， $\mathbb{C}$ 上の正規代数多様体 $X$ であって，代数的トー

ラス $(\mathbb{C}^{*})^{n}$ を稠密な開集合として含み， $(\mathbb{C}^{*})^{n}$ の自分自身への自然な作用を $X$ 全体への

作用に拡張するものをいう．
$\mathbb{R}^{n}$ の有理強凸多面錐とは， $\mathbb{Z}^{n}$ の有限個のベクトルではられる錐体 $\sigma$ であって， $\mathbb{R}^{n}$ の

$0$ でないいかなる線形部分空間も含まないものをいう． $\mathbb{R}^{n}$ の扇とは，有理強凸多面錐か

らなる空でない有限集合であって，次の条件を満たすものをいう :

1. $\sigma\in\triangle$ ならば， $\sigma$ の各面もまた $\triangle$ に属する ;

2. $\sigma,$
$\tau\in\triangle$ ならば， $\sigma\cap\tau$ はそれぞれの面である．

トーリック幾何の基本定理より，複素 $n$ 次元のトーリック多様体の同型類と， $\mathbb{R}^{n}$ の扇

は 1対 1に対応する．この対応により，トーリック多様体の多くの幾何的な性質を扇の

言葉に翻訳することができる．
$\mathbb{Z}^{n}$ の基底の一部ではられる錐体を非特異な錐体という．扇 $\triangle$ が非特異であるとは， $\triangle$

の各錐体が非特異であることをいう． $\triangle$ が完備であるとは， $\triangle$ の錐体たちが $\mathbb{R}^{n}$ を覆う

ことをいう : $\bigcup_{\sigma\in\triangle}\sigma=\mathbb{R}^{n}$ . すると，トーリック多様体が滑らか，コンパクトであるため

の必要十分条件は，対応する扇がそれぞれ非特異，完備であることである．

そこで，滑らかでコンパクトなトーリック多様体が対応する，非特異で完備な扇に注
目する． $\triangle$ を $m$ 本の edge vectors $v_{1}$ , . . . , $v_{m}$ ではられる非特異な扇とする．抽象的単体

複体 $K_{\triangle}$ を

$\{I\subset\{1$ , . . . , $m\}|\{v_{i}|i\in I\}$ は $\triangle$ の錐体をはる $\}$
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で定め， $\triangle$ の underlying simplicial complex とよぶ． $\triangle$ が $\mathbb{R}^{n}$ の非特異で完備な扇

ならば， $K_{\triangle}$ は単体的 $n-1$ 球面，すなわち $n-1$ 次元球面の三角形分割になる．

任意の単体的 1球面は， $\mathbb{R}^{2}$ のある非特異で完備な扇の underlying simplicial complex
になる．一方，各 $n\geq 4$ に対し，単体的 $n-1$ 球面で， $\mathbb{R}^{n}$ のいかなる非特異で完備な扇

の underlying simplicial complex $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim}^{\vee}$ もならないものが無限に存在する [3, Corollary 1.23].
そこで，次の問題が自然に考えられる :

問題 1.1. 任意の単体的 2球面は， $\mathbb{R}^{3}$ のある非特異で完備な扇の underlying simplicial
complex になるか．

問題 1.1の反例は知られていない．今回，問題 1.1の部分的な肯定的結果を得た．単
体的 2球面 $K$ の頂点の次数とは，その頂点を端点にもつ辺の個数をいう． $K$ がもつ次

数 $k$ の頂点の個数を $p_{K}(k)$ で表す．

定理 1.2 (Suyama [6]). $K$ を $m_{K}$ 頂点の単体的 2球面とする．$p_{K}(3)+p_{K}(4)+18\geq m_{K}$

ならば， $K$ は $\mathbb{R}^{3}$ のある非特異で完備な扇の underlying simplicial complex になる．特

に，18頂点以下のすべての単体的 2球面は，非特異で完備な扇の underlying simplicial
complex になる．

2 主定理の証明

単体的 2球面の数は表 1の通りである．オイラーの多面体定理より $\sum_{k\geq 3}(6-k)p_{K}(k)=$

$12$ (たとえば [5, p.190]) だから，単体的 2球面の最小次数は 3, 4, 5のいずれかである．

このうち，最小次数が 5のものの数は Brinkmann-McKay [1] により求められた．これに

より，ほとんどの単体的 2球面の最小次数は 3または 4であり，定理 1.2より，19頂点
の単体的 2球面も，7,475,907,149種類のうち少なくとも 7,475,907,126種類は，非特異
で完備な扇の underlying simplicial complex になることがわかる．

補題 2.1. $K$ が $\mathbb{R}^{3}$ のある非特異で完備な扇の underlying simplicial complex ならば，
$K$ に操作 (i), (ii), $C_{k}(k\geq 3)$ を施して得られる単体的 2球面も非特異で完備な扇の
underlying simplicial complex になる (図 1)

(操作 $C_{k}$ において，図の中心の頂点の次数は $k$ であるものとする)

図 1: 操作 (i), (ii), $C_{k}.$
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証明．$K$ の面の 3頂点が edge vectors $v_{1},$ $v_{2},$
$v_{3}\in \mathbb{Z}^{3}$ に対応していたとすると，$\det(v_{1}, v_{2}, v_{3})$

$=1$ である．操作 (i) で加えられる新しい点に $v_{1}+v_{2}+v_{3}$ を対応させると，$\det(v_{1},$ $v_{2},$ $v_{1}+$

$v_{2}+v_{3})=\det(v_{2}, v_{3}, v_{1}+v_{2}+v_{3})=\det(v_{3}, v_{1}, v_{1}+v_{2}+v_{3})=1$ だから，対応する扇は非

特異で完備である．ゆえに補題は操作 (i) に対し成り立つ (図 2)

図 2: 操作 (i).

$K$ が図 3のような部分複体を含み，その頂点に edge vectors $v_{1},$ $v_{2},$ $v_{3},$
$v_{4}\in \mathbb{Z}^{3}$ が図 3

のように対応していたとすると， $\det(v_{1}, v_{2}, v_{3})=\det(v_{4}, v_{3}, v_{2})=1$ である．操作 (ii) で

加えられる新しい点に $v_{2}+v_{3}$ を対応させると， $\det(v_{1}, v_{2}, v_{2}+v_{3})=\det(v_{3}, v_{1}, v_{2}+v_{3})=$

$\det(v_{2}, v_{4}, v_{2}+v_{3})=\det(v_{4}, v_{3}, v_{2}+v_{3})=1$ だから，対応する扇は非特異で完備である．

ゆえに補題は操作 (ii) に対し成り立つ．

図 3: 操作 (ii).

$K$ が図 4のような部分複体を含み，その頂点に edge vectors $v,$ $v_{1}$ , . . . , $v_{k}\in \mathbb{Z}^{3}$ が図 4

のように対応していたとすると，各 $i=1$ , . . . , $k$ に対し $\det(v, v_{i}, v_{i+1})=1$ である (ただ

し $v_{k+1}=v_{1})$ . 各 $i=1$ , . . . , $k$ に対し，操作 $C_{k}$ で $v$ と $v_{i}$ の間に加えられる点に $v+v_{i}$ を

対応させると， $\det(v, v+v_{i}, v+v_{i+1})=\det(v_{i}, v+v_{i+1}, v+v_{i})=\det(v_{i}, v_{i+1}, v+v_{i+1})=1$

だから，対応する扇は非特異で完備である．ゆえに補題は操作 $C_{k}$ に対し成り立つ． $\square$

図 4: 操作 $C_{k}.$
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定理 1.2は $m_{K}$ に関する帰納法で示される． $m_{K}=4$ の場合， $K$ は正四面体の境界で，

これは $\mathbb{C}P^{3}$ の扇の underlying simplicial complex になる． $m_{K}\geq 5$ を仮定する．

(1) $K$ が次数 3の頂点をもつ場合．その頂点に接する頂点はすべて次数 4以上であ

る (2個の次数 3の頂点が接していたとすると， $K$ は正四面体の境界でなければなら

なくなり， $m_{K}\geq 5$ に反する) ゆえに， $K$ に操作 (i) の逆操作ができて，単体的 2球

面 K’を得る．$p_{K’}(3)+p_{K’}(4)\geq p_{K}(3)+p_{K}(4)-1$ だから， $p_{K’}(3)+p_{K’}(4)+18\geq$

$p_{K}(3)+p_{K}(4)+18-1$ $\geq$ mK–1 $=$ mK’である．帰納法の仮定より，K’は非特異で完

備な扇の underlying simplicial complex だから，補題 2.1より $K$ もそうである．

(2) $K$ が次数 3の頂点をもたず，次数 4の頂点をもつ場合．仮定より，その頂点に接

する頂点はすべて次数 4以上だから，操作 (ii) の逆操作ができて，単体的 2球面 $K’$ を

得る． $p_{K’}(3)+p_{K’}(4)\geq p_{K}(3)+p_{K}(4)-1$ だから，(1) と同様の議論で $K$ は非特異で

完備な扇の underlying simplicial complex になることがわかる．

(3) $K$ が次数 3, 4の頂点をもたない場合 (最小次数 5の場合) 定理 1.2の仮定より

$m_{K}\leq p_{K}(3)+p_{K}(4)+18=18$ だから，表 1より， $K$ は 22種類のいずれかになる．

次数 $k\geq 5$ の頂点 $v$ であって， $v$ に接する頂点がすべて次数 5で，さらにそれらに

接する頂点がすべて次数 5以上であるものが存在する場合，操作 $C_{k}$ の逆操作ができて，

単体的 2球面 K’を得る． $m_{K’}=m_{K}-k<18\leq p_{K’}(3)+p_{K’}(4)+18$ だから，帰納法
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の仮定より， $K’$ は非特異で完備な扇の underlying simplicial complex になる．ゆえに補

題 2.1より $K$ もそうである．

22種類の単体的 2球面をリストアップすると，そのような単体的 2球面は 22種類の

うち 12種類であることがわかる．残りの 10種類に対しては，補題 2.1の操作のいかな

る逆操作もできない．そこで 10種類の単体的 2球面のそれぞれに対し，コンピュータで

ベクトルをランダム生成することにより，それを underlying simplicial complexにもつ

非特異で完備な扇を具体的に構成した (詳細は [6]). これで定理 1.2の証明が完成した．

3 種数が正の閉曲面の場合

さらに，種数が正の向きづけ可能な閉曲面の場合でも，扇を多重扇に置き換えることで

同様の問題が考えられる．多重扇とは，錐体の重なりや表裏も考えたような概念である．
$\mathbb{R}^{n}$ の有理強凸多面錐全体を Cone $(\mathbb{Z}^{n})$ で表す．Cone $(\mathbb{Z}^{n})$ 上の狭義の順序 $\prec$ を， $\tau$ が

$\sigma$ の真の面であるとき $\tau\prec\sigma$ とすることにより定める． $\Sigma$ を，狭義の順序 $<$ をもつ有限

集合で，これに関し最小元 $*$ をもつものとする． $C$ : $\Sigmaarrow Cone(\mathbb{Z}^{n})$ を，次を満たす写

像とする :

1. $C(*)=\{0\}$ ;

2. $I<J\Rightarrow C(I)\prec C(J)$ ;

3. 各 $J\in\Sigma$ に対し， $C$ の $\{I \in\Sigma|I\leq J\}$ への制限は Cone $(\mathbb{Z}^{n})$ の中への順序同型．

各 $0\leq m\leq n$ に対し， $\Sigma^{(m)}=\{I\in\Sigma|\dim C(I)=m\}$ とおき， $w^{+},$ $w^{-}:\Sigma^{(n)}arrow \mathbb{Z}_{\geq 0}$ を，

$w^{+}$ と $w^{-}$ の値が同時に $0$ になることがないような写像の組とする．

定義 3.1 (Hattori-Masuda [4]). $\triangle=(\Sigma, C, w^{\pm})$ を $n$ 次元の多重扇とよぶ．

多重扇 $\triangle=(\Sigma, C, w^{\pm})$ が非特異であるとは， $C(\Sigma)$ のすべての錐体が非特異であるこ

とをいう． $\Sigma$ を $\triangle$ の underlying simplicial complex とよぶ．

Cs\’asz\’ar 多面体 [2] は 7個の頂点，21本の辺，14個の面をもつ多面体で，その境界は

トーラスの三角形分割を与える．これは，トーラスの三角形分割で 7頂点をもつ，唯一
のものである．Cs\’asz\’ar 多面体の境界は，頂点集合 {1, . . . , 7} 上の，次の 14個の単体と

その面単体からなる単体複体である :

{1, 2, 6}, {2, 3, 5}, {3, 5, 6}, {3, 4, 6}, {4, 6, 7}, {2, 3, 7}, {2, 6, 7},

{1, 5, 6}, {2, 4, 5}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 3, 7}, {4, 5, 7}, {1, 5, 7}.

これが我々の問題に対する反例を与える．

定理 3.2. Cs\’asz\’ar 多面体の境界は，3次元の非特異な多重扇の underlying simplicial

complex にならない．
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注意 3.3. 多重扇 $\triangle$ が多様体などの幾何的な対象と対応するのは $\triangle$ が完備 ([4]) な場合

であるが，この条件は証明には不要なので，ここでは仮定しない．

証明．そのような多重扇 $\triangle$ は，Cs\’asz\’ar多面体の各面に対して，その 3頂点に対応する

edge vectors を並べた行列の行列式が $\pm 1$ でなければならない．Cs\’asz\’ar 多面体の面は 14

個あるから， $\triangle$ の edge vectors の成分は，Cs\’asz\’ar 多面体の面に対応する 14個の連立方

程式を満たさなければならないことになる．しかし，この連立方程式の解が mod2で存

在しないことを示すことができるので，これは整数解ももたない．ゆえに，そのような
$\triangle$は存在しない．口

トーラスの三角形分割で，3次元の非特異な多重扇の underlying simplicial complexに

ならないものが他にもあるかどうかは未解決である．一方，種数 2以上ではそのような

ものが無限に存在する．

定理 3.4. 各 $g\geq 2$ に対し，種数 $g$ の向きづけ可能な閉曲面 $gT$ の三角形分割であって，

3次元のいかなる非特異な多重扇の underlying simplicial complexにもならないものが

無限に存在する．

証明．頂点集合 {1, . . . , 10} 上の，次の 24個の単体とその面単体からなる単体複体 $K$ は

$2T$ の三角形分割を与える :

{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 6}, {1, 5, 7}, {1, 6, 8}, {1, 7, 9}, {1, 8, 9},

{2, 3, 6}, {2, 4, 8}, {2, 5, 7}, {2, 5, 9}, {2, 6, 9}, {2, 7, 8}, {3, 5, 6}, {4, 5, 8},

{4, 5, 9}, {4, 6, 7}, {4, 7, 10}, {4, 9, 10}, {5, 6, 8}, {6, 7, 9}, {7, 8, 10}, {8, 9, 10}.

まず， $K$ が 3次元の非特異な多重扇の underlying simplicial complex にならないこと

が Csaszar 多面体の場合と同様の議論で示せる．この証明では，24個の面に対応するす

べての方程式を使う必要はない．たとえば，面{8, 9, 10} に対応する方程式がなくても解
をもたないことが示せる．よって，任意の $n\geq 0$ と， $nT$ の任意の三角形分割 K’に対し，

$K$ から面 {8, 9, 10} を取り除いたものと，K’から面を 1個取り除いたものとを境界で貼

り合わせて得られる三角形分割もまた，3次元の非特異な多重扇の underlying simplicial

complex にならない．これの実現の種数は $n+2$ だから，各 $g\geq 2$ に対し， $gT$ の三角形

分割であって，3次元の非特異な多重扇の underlying simplicial complexにならないもの
が無限に存在することになる．口
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