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1序

この論文では，波動方程式によって支配される波の散乱の逆問題についての著者の最近

の研究の概要と，今後の解決すべき問題について論じる．

1.1 問題

ここで考える問題はきわめて素朴であり，次のように述べられる．壁面で囲まれた閉じ

た領域内において，ある瞬間に波を発生させる．波は壁へ向かって進み，やがて壁面にぶ

つかり反射波を生成する．反射波の一部は，波を発生させた場所にやがて戻ってくる，そ

の戻ってきた波の波形に，壁面の場所や形状についてのどんな情報が埋もれているだろう
か．これについては部屋の幾何を音波を用いて推測する問題を論じている [35] が興味深

い．しかし，冒頭から，用いるデータは TOA(time of arrival)のみで，そのデータを使って

部屋の形状をどう推測するかという話に問題が置き換えられ，音波の支配方程式の解を用

いた議論は一切あらわれない．また，壁面の形状については，平坦であるとかいろいろ単
純な設定に置き換えて議論しているようである．詳しくは [35] およびそこにある文献を参

照していただきたい．

我々は，正面からこれを偏微分方程式に対する逆問題として定式化する．壁面で囲まれ

た閉じた領域として，$R^{3}$ 内の滑らかな境界をもつ有界かつ連結な開集合 $D$ を考える．こ
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の論文では，波は次の初期境界値問題の解 $u=u_{f}(x, t)$ を意味する:

$\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ in $D\cross]O,$ $T[,$

$u(x, 0)=0,$ $\partial_{t}u(x, 0)=f(x)$ in $D,$

$\frac{\partial u}{\partial v}=0on\partial D\cross]0, T[.$

ここで，$0<T<\infty,$ $v$ は $\partial D$ 上の外向き単位法線ヴエクトル場，波は初期データ $f$ によっ

て発生したとし $f\in L^{2}(D)$ かつその台 snpp $f$ は $D$ の中に含まれるとする．境界条件は壁

面が音響的に硬いことを意味する．他の境界条件も考えられるが (例えば [28]), 今回はこ

れに限定する．解のクラスは弱解とするが，すでに出来上がっていることであり，ここで

はその詳細の叙述は省略する ([3] および [14, 17] を参照せよ).

すると問題は，与えられた $f$ に対する $u_{f}(x, t)$ の $x\in$ sllpp $f$ および $t\in$ ] $O$ , T[における
値から $\partial D$ についての情報を抽出することと述べられる．ここでは，$f$ として，その閉包が
$D$ に含まれる開球 $B$ の特性関数 $\chi_{B}$ で与えられる場合に限ることにする :

$f(x)=\chi_{B}(x)$ .

$B$ の中心を $p$ , その半径は $\eta$ とする． $\eta$ は非常に小さいことを想定していて、点 $\rho$ に集中

した Dirac の delta- 関数 $\delta(x-p)$ の不連続性に重点を置いた荒い近似が f(の定数倍) と考

えればよい (軟化子では不連続性がないので我々の目的には適当ではない). distribution
$\delta(x-\gamma))$ をそのまま実現することは現実には不可能であるから，この関数 $f$ でどうなるか

を考えるほうがより実際的ではないかと考えている．

まず気になるのは一意性があるかということである．$f=\chi_{B},$ $D=D_{1},$ $D_{2}$ に対する $u_{f}$

をそれぞれ $u_{f}^{1},$ $u_{f}^{2}$ と書く．十分大きい $T<\infty$ を固定したとき $u_{f}^{1}=u_{f}^{2}$ on $B\cross$ ] $O$ , T[から
$D_{1}=D_{2}$ が言えるかが問題である．これに対してはまだ結果はないと思う．一つの部屋内

の固定した一点近くにおける有限時間での観測データからそれに蟻の巣のようなトンネ

ルでつながったすべての部屋の情報を完全に抽出することは極めて難しいと思う．数学的

には何らかの超越的な論法が必要になるであろう．[22, 23, 31, 32] ではさまざまな一意性

の定理が証明されているがそこで展開されている証明の議論がこの問題に適用できるの

か筆者にはわからない．

この論文では，全体についての再構成は目的とせず，問い方を控え目にする．$\partial D$ のどん

な情報が $u_{f}$ on $B\cross$ ] $O$ , T[に含まれているのか？

この問題に対して著者が創始した囲い込み法を適用してみる．その前に囲い込み法につ

いてのここ五年間ぐらいにおける研究状況について簡単に振り返ってみよう．

1.2 時間に依存したデータを用いた囲い込み法概観

囲い込み法は，支配方程式が楕円型である場合における逆問題が出発点であった [5, 7].

現在でもその適用範囲は拡大するとともに深化し続けており (例えば [19,16,34 止まる

ことはないであろう．しかし，時間に依存した観測データがあらわれる，熱方程式あるい
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は波動方程式に対する逆問題のように，支配方程式が楕円型でない重要で興味深い逆問題
がたくさん存在し，これらに対して囲い込み法がどうなるかは，筆者にとって，当初から興
味のあるところであった．そのとっかかりになったのが，次に述べる逆源泉問題である．

1.2.1 逆源泉問題

熱方程式に対する逆源泉問題は基本的な問題であり，さまざまな応用が期待される．熱

伝導体中の未知熱源の場所や形についての情報を，物体表面における有限観測時間におけ
る温度および熱流束の組から抽出する逆問題は基本的で重要な逆問題で逆源泉問題と呼

ばれる．[10] では，囲い込み法が熱方程式に対する逆源泉問題へ適用できることを指摘し
た．この論文の意義は，逆向き熱方程式の指数関数解の，熱方程式に対する逆問題への応
用の方法を与えた点にある．指数関数解とは

$v(x, t)=e^{-\tau t}e^{x\cdot z}$

という形の解で，$\tau$ はパラメータ，$z$ は $x\in R^{n}$ および $t\in R$ に独立なヴエクトルで，

$z=\sqrt{\tau}\omega, \tau>0$ (1.1)

または

$z=c\tau(\omega+i\sqrt{1-\frac{1}{c^{2_{T}}}}\omega^{\perp}) , \tau>1/c^{2}$ (1.2)

という形で与えられる．ただし，$i=\sqrt{-1},$ $\omega$ は実の単位ウ
$\grave{}\grave{}$

エクトル，$\omega^{\perp}$ は $\omega$ に直交する

実の単位ヴエクトルである．$c>0$ は後に [15] で仮想 slownessと呼んだパラメータである．

そう呼んだ理由は，(1.2) の $z$ に対して，等式 $|v(x, t)|=e^{\tau(-t+c’c\cdot\omega)}$ が成り立ち，この右辺に

あらわれた関数は，波動方程式 $c^{2}\partial_{t}^{2}u-\triangle u=0$ を満たすからである．

(1.1) および (1.2) で与えられる $z$ は方程式 $z\cdot z=\tau$ を満たし，したがって $v$ は，熱方程

式の形式的共役である逆向き熱方程式 $\partial_{t}v+\triangle v=0$ を全時空で満たすことに注意しよう．

この源泉問題の結果を受けて，囲い込み法の可能性を追求するために次に進むべきは，
Laplace方程式に対する Canchy 問題の熱方程式版を考えることである．それは $[6J$ から [9]

をたどることに対応する．それが次に述べる熱伝導における非適切問題と呼ばれる問題で

ある．

1.2.2 熱伝導における非適切問題

熱伝導体の表面の一部における有限観測時間における温度および熱流束の組から，その

表面からできるだけ離れた，内部の指定した点における温度の時間発展についての情報を
抽出する問題は，応用上重要な典型的な逆問題である．[13] では，支配方程式が熱方程式に

帰着される場合においてこの問題を考察し，囲い込み法の考え方による具体的な抽出公式
を確立した．その核心は，逆向き熱方程式の通常の基本解とは異なる，大きなパラメタを
持った特別な基本解を構成しパラメタを無限大にしたときの挙動を調べることでなされ
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た．副産物として熱方程式に対する Carleman型の公式も得られたが，これは Laplace方
程式の場合の Yarnllkhamedov の結果 [36] の熱方程式版になっている．

さて，ここまで来ると，楕円型方程式に対する境界値逆問題における囲い込み法の展開

[5, 7, 8] に対応して，本丸である，熱や波動方程式における不連続性の抽出問題への囲い込

み法の可能性を追求したくなる．

1.2.3 熱伝導体内の不連続性の抽出

熱伝導体中の未知の介在物，あるいは中に発生した，腐食による空洞，亀裂の場所や形に
ついての情報を物体表面における有限観測時間における温度および熱流束の有限個の組

から抽出する逆問題もまた基本的で重要な逆問題で熱方程式等を使って定式化される．こ

の問題を，まずは空間 1次元の場合について考察し，囲い込み法を使ったそれらの情報の
抽出公式を [11] で確立した．

この論文で提出された鍵となるアイデアは，一般に複素数 $z$ をパラメタとする，解の時
間に関する次の積分変換を考えることである:

$w(x, Z)= \int_{0}$

ア

$e^{-zt}u(x, t)dt$

こうすることで，非同次変形 Helmholtz方程式に対する逆問題へ帰着されるのであるが，
${\rm Re} zarrow\infty$ のとき非同次項が熱の場合は任意の $T$ , 波動の場合は十分大きい $T$ に対して

無視できることがわかり囲い込み法が適用できるということである．

さらに進んで，このアイデアは空間二，三次元の場合にも適用できることが分かり [20],

空洞の凸包および物体外部の任意の点と空洞との距離の情報を抽出する公式を得た．この

結果は $[12J$ で提起したいくつかの予想に答えている．

一方 [21] では，[20] の方法を介在物の場合へ適用し，介在物の凸包，物体外部の任意の点

と介在物との距離および物体内の任意の点を中心とし介在物を含む最小の球の情報を抽

出する公式を確立するとともに，後述する [14] のアイデアを取り入れ，一組の境界上の温
度および熱流束から介在物の表面からの ‘(深さ $\rangle$

,
という新たな情報も抽出できることがわ

かった．この最後に述べた結果はおおむね [8] に対応していると言えよう．

これらの研究から，時間に依存したデータを使った逆問題における，囲い込み法の応用

において，変形 Helmholtz 方程式の解の漸近挙動が，大きな役割を果たすことを理解でき
た．それらを踏まえて一般的枠組みに纏め上げたのが [15] である．さらにこの論文では，

背景となる物体が非均質かつ等方的で既知の場合に，その中に埋め込まれた非均質かつ非
等方的な介在物の凸包の抽出公式を変形 Hehnholtz方程式の複素幾何光学解を構成して与

えた．その際，仮想 slowness というパラメタを導入し，それを大きくとってゼロ階項の増

大を防ぐ，というアイデアを導入して，予想された解の構成の困難を克服した．

1.2.4 物体による波の散乱の逆問題

物体から離れた場所で，初期データを与えて波を発生させ，その波を物体に当て散乱さ
せる．散乱された波を物体から離れた場所で有限時間観測し，得られたデータから物体の
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位置あるいは形状についての情報を抽出する問題は典型的な逆問題である．[14] では，この

問題に対して，未知の物体を囲む既知の曲面上における，有限観測時間における波形デー
タから，曲面の外部においた初期データの台 (発信源) と物体との距離を，陽に与える簡潔

な公式を確立した．さらに進んで $[17J$ では，初期データを発生させた場所で観測された波，
すなわち，後方散乱データから物体のどんな情報が抽出できるかについて考察した．その
結果，この場合でも囲い込み法が適用できて，物体の表面における境界条件が消散的または
物体の内と外で屈折率が異なる場合について，ある一定時間以上観測された後方散乱デー
タから，初期データの台と物体との距離が抽出できることがわかった．データを発生させ
る場所と観測する場所が局所化されている場合における囲い込み法の新しい展開を与え

た点にこの結果の意義がある．

これらはすべて外部問題あるいは全空間における問題であったのだが，ここで展開した

方法は，今後この型の逆問題への基本的方法を与えると期待される．

2 アイデアと獲得した知見

次の二つからなる．

(1) 次の $x\in D$ の関数を導入する:

$w_{f}(X| \tau)=\int_{0}$

ア

$e^{-\tau t}u_{f}(x, t)dt,$ $\mathcal{T}>0$

$?t)f$ の支配方程式は次のようになる．

$(\triangle-\tau^{2})?1J+f(x)=e^{-\tau T}(\partial_{t}u_{f}(x, T)+\tau u_{f}(x, T))$ in $D,$

$\frac{\partial w}{\partial v}=0on\partial D.$

非同次項 $e^{-\tau T}(\partial_{t}u_{f}(x, T)+\tau u_{f}(x, T))$ および $w_{f}$ の定義域の境界 $\partial D$ が未知となる．

(2) 囲い込み法を $w=w_{f}$ に適用する．もちろんここが工夫を要するところである．

結果として得られた知見は主に次の二つである:
$\bullet$ データから，$\partial D$ と supp f との距離 dist $(\partial D,$ snpp $f)$ $= \inf_{x\in\partial D,y\in StPPf}|x-y|$ を抽

出できる．このとき $R^{3}\backslash$万は dist $(\{x\},$ supp f$)>$ dist $(\partial D,$ supp f $)$ を満たす $x\in R^{3}$ に含

まれる．これが $R^{3}\backslash \overline{D}$ の上からの評価である．これは外部問題において展開した [17] の

アイデアをほぼ踏襲して得られる．

$\bullet$ データから，波が最初にあたる $\partial D$ 上の点における Gauss曲率と平均曲率を含んだ量

を抽出できる．これが主結果であるが，[17] よりも踏み込んだ考察が必要になる．

ところで，なぜ囲い込み法を用いるのか？ 例えば，もともとの時間依存の問題の解の固有
関数展開から $\partial D$ の情報を抽出してはどうか．これは大変困難な接近の方法であると思わ

れる．熱方程式に対する類似の問題に対してその方法を適用した経験からすると，固有値，

固有関数から作られるある特殊関数の漸近挙動を調べることになるが，一次元の問題です

ら ([11] の Appendix) すでに固有値，固有関数の詳しい知識を使ってようやくなされる．
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また，例えば [33] の第三章で展開されている，時間依存の問題の解を振動積分で書く方
法 ( $C^{\infty}$ を法として) を応用してはどうかについては検証したわけではないが，その適用に
かなり制限があると思う．

3 距離の抽出

まず特別な解 $v$ を用意する．$f\in L^{2}(D)$ の $R^{3}$全体への $0$拡張を $\tilde{f}$ によってあらわす．こ

のとき次の方程式の弱解 $v=v_{f}(x;\tau)\in H^{1}(R^{3})$ がただ一つ存在する:

$(\triangle-\tau^{2})v+\tilde{f}(x)=0$ in $R^{3}$

実際 $v$ は次の積分表示をもつ．

$v_{f}(x)=v_{f}(x; \tau)=\frac{1}{4\pi}\int_{D}\frac{e^{-\tau|x-y|}}{|x-y|}f(y)dy, x\in R^{3}.$

$f=\chi_{B}$ としていたからより具体的に

$v_{f}(x)=v_{f}(x, \tau)=\frac{1}{4\pi}\int_{B}\frac{e^{-\tau|x-y|}}{|?_{ノ}^{\backslash }-y|}d_{l/}, ?_{ノ}\in R^{3}$

と書かれる．$v_{f}$ はすべての $x\in R^{3}$ において $\tauarrow\infty$ のとき $0$ に収束する．この点は楕円型

方程式において用いた複素指数関数解 [5] とは決定的に違うところである．しかも固定し

た初期データ $f$ に依存して定めていることに注意されたい．このアイデアは [14] に始まる．

この節では次の定理を説明する．

定理 $A([18])$ . 観測時間 $T$ は

$T>2$dist $(\partial D, B)$ (3.1)

を満たすとせよ．このとき $\tau_{0}>0$ が存在してすべての $\tau\geq\tau_{0}$ に対して

$\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx>0.$

そして公式

$\lim_{\tauarrow\infty}\frac{1}{2\tau}\log\int_{B}(S1)f-v_{f})dx=-dist(\partialD, B)$ (3.2)

が成り立つ．

いくつかの注意を述べる．

$\bullet$ (3.2) は，$B$ と $\partial D$ との距離 dist $(\partial D, B)$ を $B$上の $w_{f}$ から，したがって $B\cross$ ] $O$ , T[上の吻．
から抽出する．単に波形を ‘見る’ のではなく，その処理の仕方を与えている．dist $(\partial D, B)$

が得られれば $R^{3}\backslash \overline{D}$の上からの評価 (囲い込み) が得られるのは言わずもがなである．$B$

の場所を少し変えて同じ観測をすればその評価はよりよくなるはずである (図 1を見よ).
$\bullet$ $T$ の下からの制限 (3.1) は自然である．なぜなら，$2$dist ( $\partial D, B)$ は $t=0$ において $\partial B$

上の点を発し，$\partial D$ 上の点で反射し，$\partial B$ 上の点に戻ってくる，速さが 1の信号の最短到達
時間であるから．
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図 1: 黒丸は球の中心の位置をあらわす．

定理 $A$ の応用として，初期データを $B$ で与えるだけでなく，さらに点の近くで無限個

与えて同じ場所で波を観測することをすれば，もとの $B$ から発した波が最初にぶつかる
$\partial D$ 上の点の位置をすべて抽出できることを述べよう．

点 $\rho$ に最も近い $\partial D$ 上の点全体の集合を $\Lambda_{\partial D}(\rho)$ であらわす．すなわち， $d_{\partial D}$ $=$

$\inf_{x\in\partial D}|x-p|$ とおいたとき，$\Lambda_{\partial D}(\rho)\equiv\{x\in\partial D||x-\rho|=d_{\partial D}(p)\}$ と書ける． $B$ か

ら発した波が最初にぶつかる $\partial D$ 上の点は $\Lambda_{\partial D}(\rho_{J}’)$ の各点である．

$T$ は (3.1) を満たすとする．まず $f=\chi_{B}$ に対する惣を $B\cross$ ] $0$ , T[上で観測して得られ

たデータから，$(A\rangle により$ dist $(\partial D, B)$ を得る．簡単な公式

$d_{\partial D}(\rho)=$ dist ( $\partial D, B)+\sqrt{\frac{|\partial B|}{4\pi}},$

により $d_{\partial D}(\rho)$ が得られたと言ってもよい．問題は，$\Lambda_{\partial D}(\rho)$ 上の各点の位置の決定である．

アイデアは，点 $\rho$ から各方向 $\omega\in S^{2}$ に向かって進んで，その方向に $\Lambda_{\partial D}(p)$ 内の点がある

かどうかを判定することである．その手続きは以下のようである．

叙述の簡単のため $T$ は十分大きいとする．

(i) $\omega\in S^{2}$ を選ぶ．$\rho$ から $\omega$ 方向へ少し進んだ点 $p+s\omega(0<s<d_{\partial D}(\rho)/2)$ を考える．

(ii) 点 $\rho+s\omega$ を中心とする，十分小さい半径を持つ開球 $B’$ の特性関数を初期データ

f $=\chi$B’として波を発生させ，$u_{f}$ を $B‘\cross$ ] $0$ , T[上で観測する．そして定理 $A$ と上の説明に

より $d_{\partial D}(p+s\omega)$ を抽出する．

(iii) このとき次のことがわかる (図 2を見よ):

もし $\rho+d_{\partial D}(p)\omega$ が $\partial D$ 上にあれば，$d_{\partial D}(p+s\omega)=d_{\partial D}(\rho)-s$ が成り立つ;

もし $P+d_{\partial D}(p)\omega$ が $\partial D$ 上になければ，$d_{\partial D}(p+s\omega)>d_{\partial D}(\rho)-s$ が成り立つ．
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したがって $d_{\partial D}(\rho+s\omega)=d_{\partial D}(\rho)-s$ かどうかで $\rho+d_{\partial D}(p)\omega\in\Lambda_{\partial D}(p)$ かどうかが判

定できる．任意の $\Lambda_{\partial D}(p)$ 上の点 $q$ はかならず適当な方向 $\omega$ を用いて $q=\rho+d_{\partial D}(p)\omega$ と書

けるからこれで完全に $\Lambda_{\partial D}(p)$ の各点をとらえることができる．

$q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ がわかれば，$\nu_{q}=(q-\rho)/d_{\partial D}(p)$ より $\nu_{q}$ がわかり，したがって $q$ における

$\partial D$ の接平面が決定される．$p$ に最も近い $\partial D$ 上の点とその点における $\partial D$ の (線形近似’ が

わかるということである．

$\overline{f\theta}$ 二
$\overline{Pl}’=d_{\partial b}C\prime J$

図 2: 黒い線であらわされる 2本の閉曲線は $p+s\omega$ を中心とする二つの球面の断面である．

3.1 定理 $A$の証明の概略

定理 $A$ は次の評価からの直接の帰結である．

定数 $C_{i}>0,$ $\mu_{i}\in R,$ $i=1$ , 2および $\tau_{0}>0$ が存在してすべての $\tau\geq\tau_{0}$ に対して

$C_{1} \tau^{\mu_{1}}\leq e^{2\tau}dis^{1}t_{(\partial D,B)}\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx\leq C_{2}\tau^{\mu_{2}}$ . (3.3)

証明は [17] と同じ線に沿ってなされる．特に下からの評価が本質的で工夫を要するとこ

ろである．

下からの評価は次のようになされる．

$\bullet$ 指示関数

$\tau\mapsto\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx,$
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の積分表現と $v_{f}\in H^{1}(R^{3})$ であることを使って，すべてを次の積分の下からの評価に帰着
させる:

$J_{f} \cdot(\tau)=\int_{R^{3}\backslash \overline{D}}(|\nabla v_{f}|^{2’}+\tau^{2}|v_{f}|^{2})dx.$

$\bullet$ 部分積分により $J_{f}(\tau)$ を

$J_{f}( \tau)=-\int_{\partial D}\frac{\partial v_{f}}{\partial\nu}v_{f}dS$

と書き Laplace の方法を適用する．その際あくまで下からの評価で十分であることに注意

する．

ではもう少し具体的にみよう．まず上からの評価を簡単に説明しよう．指示関数の積分

表現とは次のような等式である:

$\int_{B}^{\backslash }(w_{f}-v_{f})dx=J_{f}(\tau)+/D\backslash (|\nabla\epsilon_{f}|^{2}++\tau^{2}|\epsilon_{f}|^{2})dx$

(3.4)

$-e^{-\tau T} \int_{D}F_{\tau}(x, T)(v_{f}(x)-\epsilon_{f}(x))dx.$

ここで $\epsilon_{f}=w_{f}-v_{f}$ および $F_{\tau}(x, T)=\partial_{t}u_{f}(x, T)+\tau u_{f}(x, T)$ である．この右辺に，$\tauarrow\infty$

のときの以下の評価を適用する:

$\int_{D}’\},’.\cdot$

$/D\backslash (|\nabla v_{f}|^{2}+\tau^{2}|v_{f}|^{2})dx=O(\tau^{-2})$ .

すると次の評価を得る．

$e^{2_{\mathcal{T}}}$dist (
$\partial D,B)\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx=e^{2\tau}tJ(\tau)dis(\partial D,B)$

$+O(\tau^{2}+e^{-2\tau(T}$-dist $(\partial D,$ $B$

$+O(\tau^{-1}e-\tau(T-2$dist ( $\partial D,$ $B$

$+O(\tau e^{-\tau(T}-$
dist $(\partial D,B))+e-2\tau(T-$dist $(\partial D,B))$

).

これと

$|J_{f}(\tau)|=O(\tau e^{-2_{\mathcal{T}}})$
dist ( $\partial D,B)$

を使うと，$T\geq 2$dist ( $\partial D, B)$ であれば

$\lim_{\tauarrow}\sup_{\infty}\tau^{-2}e^{2_{\mathcal{T}}}$

dist (
$\partial D,B)\int_{B}(w_{f}-v_{f})d\prime r<\infty$

を結論する．これが指示関数の上からの評価である．

下からの評価は (3.4) において正の部分を落として

$e^{2_{\mathcal{T}}}\}$dist (
$\partial DB)\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx\geq e^{2_{\mathcal{T}}}(\partial D,B)J_{f}(\tau)+O(\tau^{-1}e^{-\mathcal{T}(T-2})$

dist d $ist(\partial D,B))$

$+O(\tau e^{-\tau(T}-$dist $(\partial D,B))+e-2\tau(T-$dist ( $\partial D,B))$

).
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ここでこの右辺の $J(\tau)$ を部分積分で

$J_{f}( \tau)=\frac{\tau}{(4\pi)^{2}}\int_{\partial DxB\cross B}K_{\tau}(x, y, y’)dS(x)dydy’$

と書く．ここで

$K_{\tau}(x, y, y’)=( \frac{1}{|x-y|}+\frac{1}{\tau|x-y|^{2}})\frac{(y-/r,)\cdot(-v_{x})}{|x-y||x-y’|}e^{-\tau(|_{1\prime}\cdot-y|+|x-y’|)}.$

これに Laplace の方法を適用するのであるが，下からの評価のみでよく，例えば [21] の

Appendix の論法で $\mu\in R$ が存在して

$\lim_{\tauarrow}\inf_{\infty}\tau^{\mu}e^{2_{\mathcal{T}}}J_{f}(\tau)$
dist ($\partial D,B)>0$

が成り立つことがわかる．よって $T>2$dist ( $\partial D, B)$ であれば指示関数の下からの次の評

価を得る :
$\lim_{\tauarrow}\inf_{\infty}\tau^{\mu}e^{2_{\mathcal{T}}}$

dist (
$\partial D,B)\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx>$ O.

以上が (3.3) の証明の概略である．

なお定理 $A$ と変形 Helmholtz 方程式に対する平均値定理を使うと (例えば [1]), $\uparrow 1$)
$f$
を $B$

の中心に局所化した公式も得られる．

系 $A([18])$ . 観測時間 $T$ は

$T>2$dist $(\partial D, B)+\eta$ (3.5)

を満たすとする．このとき $\tau_{0}>0$ が存在してすべての $\tau\geq\tau_{0}$ に対して

$(w_{f}-v_{f})(\rho))>0$

が成り立つ．そして公式

$\lim_{\tauarrow\infty}\frac{1}{\tau}\log(\uparrow I1f-v_{f})(\rho)=-(2dist (\partial D, B)+\eta)$

が成り立つ．

楕円型方程式の解の内部正則性と Sobolevの埋め込みにより，？$1$)
$f$ の一点における値は意

味があることに注意しておく．$T$ についての下からの制限 (3.5) は自然であろう．なぜな

ら，(3.5) の右辺は，$t=0$ において $\partial B$ 上の点を発し，$\partial D$ 上の点で反射し，点 $p$ に戻ってく

る，速さが 1の信号の最短到達時間であるから．

4 波と幾何

この節では前節よりもさらに踏み込んだ結果を述べる．問題は次の積分の $\tauarrow\infty$ の

主要項を決定することである:

$e^{2\tau} dist_{(\partial D,B)}\int_{B}\uparrow 1)f\cdot\cdot$
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前節によればこれは $\tau$ の代数罧であることが期待でき，その係数にどんな情報が入ってい
るかを明らかにすることである．

結論は，$\rho$ を中心とする球面 $S(\rho)$ : $|x-p|=d_{\partial D}(\rho)$ の $\partial D$ 上の接触点 $q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ にお

ける $\partial D$ の幾何と $S(p)$ の幾何との (ずれ’ をあらわす量があらわれるということである．$\rho$

を中心とする球面を基準にして，$\partial D$ の幾何を調べているのである．

4.1 主結果

結果を述べるため，唐突ではあるが，次の $\lambda$ の 2次多項式を導入する:

$P_{\partial D}(\lambda;q)=\lambda^{2}-2H_{\partial D}(q)\lambda+K_{\partial D}(q) , q\in\partial D.$

ここで，$K_{\partial D}(q)$ および $H_{\partial D}(q)$ は，それぞれ，$q\in\partial D$ における，$-v_{q}$ に関する Gauss 曲率お

よび平均曲率である ( $v_{q}$ は $D$ に対して外向きであったことに注意). $k_{1}(q)$ および $k_{2}(q)$ は，

$-v_{q}$ に関する $q\in\partial D$ における主曲率とする．等式 $K_{\partial D}(q)=k_{1}(q)k_{2}(q)$ および $H_{\partial D}(q)=$

$(k_{1}(q)+k_{2}(q))/2$ によれば，等式

$P_{\partial D}(\lambda;q)=(\lambda-k_{1}(q))(\lambda-k_{2}(q))$

を得る． $q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ であれば $k_{j}(q)\leq 1/d_{\partial D}(\rho)$ であることは容易に見てとれるから
$\rangle$

$P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p), q)\geq 0$ が成り立つ．

定理 $B([18])$ . $\partial D$ は $C^{3}$ であると仮定する．$\Lambda_{\partial D}(\rho)$ は有限集合で，すべての $x\in\Lambda_{\partial D}(\rho)$

において

$P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(\rho);x)>0$

であると仮定する．観測時間 $T$ は (3.1) を満たすとせよ．このとき公式

$\tauarrow\infty lin1\tau^{4}e^{2\tau}dist(\partial D,B)\int_{B}(\uparrow 0_{ff}-\uparrow))dx=\frac{\pi}{2}(\frac{diamB}{2d_{\partial D}(\rho)})^{2}\sum_{x\in\Lambda_{\partial D}(p)}\frac{1}{\sqrt{P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(\rho);\tau)}}$

が成り立つ．

球面 $S(p)$ の $-v_{q}$ に関する主曲率は $1/d_{\partial D}(\rho)$ , そしてすべての $q$ における $S(p)$ の接ヴェ

クトルが主曲率方向であるから，等式

$P_{\partial D}(1/d_{\partial D}( \rho);q)=(\frac{1}{d_{\partial D}(p)}-k_{1}(q))(\frac{1}{d_{\partial D}(p)}-k_{2}(q))$

に注意すると，定理 $B$ の公式の右辺の各項は，$q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ において，曲面 $\partial D$ の球面 $S(p)$

からの ‘ずれ’ の情報を与えているとみれる (図 3を見よ). 波が最初に当たる壁面上の点に

おける幾何学的な情報を得たことになる．

数 $($diam $B/2d_{\partial D}(p))^{2}$ も $\partial B$ の面積と $S(\rho)$ の面積の比の 2乗と解釈し，球面波の強さの
広がりかたを思い出すとなるほどと思われる．

次の系は系 $A$ のより踏み込んだ版で，やはり変形 Helmholtz方程式に対する平均値定理
と定理 $B$ からの帰結である．
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系 $B([18])$ . $\partial D$ は $C^{3}$ であると仮定する． $\Lambda_{\partial D}(p)$ は有限集合で，すべての $x\in\Lambda_{\partial D}(p)$ に

おいて

$P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);x)>0$

であると仮定する．観測時間 $T$ は (3.5) を満たすとせよ．このとき公式

$\lim_{\tauarrow\infty}\tau^{4}e^{\tau(dist(\partial D,B)+\eta)}2(w_{f}-v_{f})(\rho)=\frac{\pi}{2}(\frac{\eta}{d_{\partial D}(p)})^{2}\sum_{x\in\Lambda_{\partial D}(p)}\frac{1}{\sqrt{P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);x)}}$

が成り立つ．

$fl^{(\prime}/d_{\partial F^{t}}/\prime jf11$虞 $tl^{e}$

図 3: 点線であらわされる図形は $S(p)$ の断面である．

定理 $B$ および系 $B$ にあらわれた次の数は，熱方程式の解を用いた球面の特徴づけの問
題にもあらわれる:

$\frac{1}{\sqrt{P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);x)}}, x\in\Lambda_{\partial D}(l))$
.

詳しくは [25, 26, 27] を参照せよ．
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4. 2 Gauss曲率と平均曲率の抽出

定理 $B$ はいろいろ条件がついていてあまり有用ではないように見えるかもしれない．実

は，$\Lambda_{\partial D}(p)$ 上の点 $q$ が既知である場合，その点における Gauss 曲率と平均曲率を抽出でき

る ([18]). ただし 2個の初期データを使う．これを説明しよう．
$q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ であるから $v_{q}=(q-\rho)/|q-\rho|.$ $\omega=V_{q}$ ととる． $s>0$ を十分小さ
くとると $d_{\partial D}(\rho+\prime 9\omega)=d_{\partial D}(\rho)-{}_{c}S$ でかつ $\Lambda_{\partial D}(\rho+s\omega)=\{q\}$ である (図 4を見よ).
$d_{\partial D}(p+s\omega)<d_{\partial D}(\rho)$ より $S(p+{}_{e}S^{\backslash }\omega)_{q}=(1/d_{\partial D}(\rho+_{(9}\omega))I>(1/d_{\partial D}(p))I=S(1))_{q}$ . いつ

でも $S(\rho)_{q}\geq S_{q}(\partial D)$ であったから $S(\rho+9\omega)_{q}-S_{q}(\partial D)$ は正定値となる．よって定理 $B$

の条件が $\rho$ を $\rho+$ s$\omega$ に置き換えた場合について成り立つ．したがって $T$ を十分大きくとっ

て，$p+_{t}9\omega$ を中心とする十分小さい半径を持つ開球の特性関数を初期データとして波を発

生させると同じ場所における観測データから定理 $B$ により量

$P(1/(d_{\partial D}(\rho)-I9);q)$

を得る．これを異なる二つの $\mathcal{S}=.9_{1},$ $s_{2}$ に対して得れば，$K_{\partial D}(q)$ および $H_{\partial D}(q)$ を未知数

とする連立一次方程式を得る．それはいつでも一意可解で，それを解いて $K_{\partial D}(q)$ および

$H_{\partial D}(q)$ を得る．したがって，微分幾何学の教えるところによれば，$q$ における接平面より

も踏み込んだ情報を得ることが出来る．

$?\epsilon\Lambda_{ap^{C}P^{r_{J}}}$

$\parallel_{ap^{C}\ell+\sigma\iota_{e)=}}(f\}_{J}$

$d_{9\rho^{(_{-}}[+sl_{1})=}J_{\partial p^{c/)-S}}.$

図 4: $q\in\Lambda_{\partial D}(p)$ が孤立点の場合の例である．
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4.3 定理 $B$ の証明の概略

証明は，指示関数の $\tauarrow\infty$ のときの次の漸近表現を基礎としている:

$\int_{B}(w_{f}-v_{f})dx=2J_{f}(\tau)(1+O(\tau^{-1/2}))+O(\tau e^{-\mathcal{T}}\tau e^{-\mathcal{T}})$
dist ($\partial D,B)+O(\tau^{-1}e^{-\tau T})$ .

この概略をまず説明しよう．(3.4) を次のように書き換える:

$\int_{B}\uparrow 1)ffJ_{f}(\tau)+\int_{D}(|\nabla\epsilon_{0}|^{2}+\tau^{2}|\epsilon_{0}|^{2})dx$

$-e^{-\tau T}( \int_{\partial D}\frac{\partial v_{f}}{\partial\nu}\rho dS+\int_{D}^{\backslash }F_{\tau^{\eta)}f}dx)$

ここで $\epsilon_{0}\in H^{1}(D)$ は次の境界値問題

$(\triangle-\tau^{2})\epsilon_{0}=0$ in $D,$

$\frac{\partial\epsilon_{0}}{\partial\nu}=-\frac{\partial v_{f}}{\partial v}$ on $\partial D$

の解で，$\rho\equiv e^{\tau T}(\epsilon_{f}-\epsilon_{0})$ である．$\rho$ は方程式

$(\triangle-\tau^{2})\rho=F_{\tau}$ in $D,$

$\frac{\partial\rho}{\partial\nu}=0$ on $\partial D.$

を満たすので，$\Vert\rho\Vert_{H^{1}(D)}=O(1)$ であることは容易にわかる．他の項の評価も容易である．

そこで問題は

$\int_{D}(|\nabla\epsilon_{0}|^{2}+\tau^{2}|\epsilon_{0}|^{2})dx=J_{f}(\tau)(1+O(\tau^{-1/2}))$ (4.1)

を示すことである．

これのより一般的な示し方を考えることは，他の問題への適用を考えると，今後の目標
の一つであるがここでは Lax-Phiilips[24] による折り返しの論法を使う．ちなみに Lax-

Phillipsはそこで何をやったかというと，無限の彼方 $\omega$ 方向から入射した平面波が，物体に
あたって生成された反射波の $\theta$ 方向の成分を，無限の彼方から観測すると，その中に，法線
ヴエクトルが $\theta-\omega$ 方向にむいている物体表面上の点の情報が入っているということを示

した．これは，幾何光学における反射の Snellの法則の波動版とみれるであろう．
では Lax-Phillips の折り返しの論法とはなにかを説明しよう．それは部分積分によって

得られる次の等式が出発点である:

$\int_{D}(|\nabla\epsilon_{0}|^{2}+\tau^{2}|\epsilon_{0}|^{2})dx=J_{f}(\tau)+\int_{D^{\epsilon_{0}(\triangle-\tau^{2})?)^{r}}}d_{X}$ . (4.2)

ここで

$\bullet$ $v^{r}(x)=\phi(x)v(x^{r})$ , $\epsilon_{0}^{r}(x)=\phi(x)\epsilon_{0}(x^{r})$ ;
$\bullet$ 十分小さい固定した $\delta_{0}>0$ に対して $x^{r}=2q(x)-x,$ $d_{\partial D}(x)<2\delta_{0;}$
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$\bullet$ $q(x)\in\partial D$ は $|q(x)-x|=d_{\partial D}(x)$ を満たすただ一つの $\partial D$上の点，ただし $d_{\partial D}(x)<2\delta_{0}.$

例えば [4] を参照せよ．
$\bullet$ $\phi(x)=\phi_{\delta}(x)$ は $0<\delta<\delta_{0}$ を満たす $\delta$ をパラメータにもつ隆起関数で次の条件を

満たす: $0\leq\phi(x)\leq 1;d_{\partial D}(x)<\delta$ ならば $\phi(x)=1;d_{\partial D}(x)>2\delta$ ならば $\phi(x)=0$ ;
$|\nabla\phi(x)|=O(\delta^{-1});|\nabla^{2}\phi(\prime r_{-})|=O(\delta^{-2})$ .

(4.2) の証明には折り返しの次の性質を使っていることに注意しよう:

$\frac{\partial v^{r}}{\partial\nu}=-\frac{\partial v}{\partial v},$ $\uparrow)^{r}=?)$ $on$
$\partial D.$

次に $\delta=\tau^{-1/2}$ とおくと，次の評価が得られることを示す:

$| \int_{D}\epsilon_{0}(\triangle-\tau^{2})v^{r}dx|\leq O(\tau^{-1/2})J_{f}(\tau)^{1/2}(\int_{D}(|\nabla\epsilon_{0}|^{2}+\tau^{2}|\epsilon_{0}|^{2})dx)^{1/2}$ (4.3)

(4.1) はこれと (4.2) より少しの議論で従う．

では (4.3) はどうやって示すのかを簡単に説明しよう．まず等式

$( \triangle-\tau^{2})(v^{r})=\phi(x)\sum_{i,j}a_{ij}(x)(\partial_{i}\partial_{j}v)(x^{r})+\sum_{j}b_{j}(x)(\partial_{j}v)(x^{r})+(\triangle\phi)(x)v(x^{r})$

を使って左辺の被積分関数を具体的に書く．ここで注意すべきは $a_{ij}(x)=O(d_{\partial D}(x))$ とと

れていることである．2階微分の項が $\partial D$ 上消えそれが $O(\delta)$ で評価されていることであ

る．次に変数変換 $x=y^{r}$ をし，$v$ の 2階微分を含む項を部分積分して 1階微分におとし，
それぞれを上から素直に $J_{f}(\tau)$ と $\epsilon_{0}$ のエネルギーに関係づけて評価すると (4.3) を得る．

以上より定理 $B$ は $J_{f}(\tau)$ の漸近展開を計算することに帰着された．$f=\chi_{B}$ であること

を使うと $v_{f}$ が詳しくわかり，その結果，$\tauarrow\infty$ のとき

$]_{f}( \mathcal{T})=\frac{1}{4\tau^{3}}(\eta-\frac{1}{\tau})^{2}\int_{\partial D}\frac{e^{-2\tau d_{B}(x)}}{|x-p|^{2}}(1+\frac{1}{\tau|x-p|})\frac{p-x}{|\rho-x|}\cdot(-v_{x})dS(x)$

$+O(\tau^{-1}e^{-2_{\mathcal{T}}}e^{-\mathcal{T}})dist_{(\partial D,B)}$dist ( $\partial D,B)C_{2}$

と書けることがわかる．ここで $d_{B}(x)=|x-\rho|-$ $C_{2}$ は正の定数である．後は Laplace

の方法をこの右辺第一項に適用する．定理 $B$ の条件はそのためのものである．

詳しくは，局所座標で，$q$ において接平面上の関数 $z=f(\sigma)$ のグラフとして $\partial D$ を $x=$

$x_{q}(\sigma)=q+\sigma_{1}e_{1}+\sigma_{2}e_{2}-f(\sigma)v_{q}$ と表現する $(e_{1}\cross e_{2}=-\nu_{q};e_{1},$ $e_{2}$ は長さが 1の互いに

直交する $q$ における $\partial D$ の接ヴエクトル; $f(0)=\partial f/\partial\sigma_{j}(0)=0,$ $i=1$ , 2). このとき相関

数の Hesse行列は

$\frac{\partial^{2}}{\partial\sigma_{k}\partial\sigma_{j}}(|x_{q}(\sigma)-p|)|_{\sigma=0}=\frac{1}{d_{\partial D}(p)}\delta_{kj}-\frac{\partial^{2}f}{\partial\sigma_{k}\partial\sigma_{j}}(0)$

となる．$S(p)$ の $-v_{q}$ に関する $q$ における Shape $opel\cdot atol\cdot(Weingal\cdot ten$ map$)$ は

$S( \rho)_{q}\sim(\frac{1}{d_{\partial D}(\rho)}\delta_{kj})$
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という局所表現をもち，$\partial D$ のー $V_{q}$ に関する $q$ における Shape operatorは

$S_{q}( \partial D)\sim(\frac{\partial^{2}f}{\partial\sigma_{k}\partial\sigma_{j}}(0))$

という局所表現をもつ．主曲率 $k_{1}(q)$ , $k_{2}(q)$ はこの固有値であるから，$P_{\partial D}(1/d_{\partial D}(p);q)$ は

相関数の Hessianである．

5 いくつかの未解決問題

この節では，時間に依存したデータを用いた逆問題における囲い込み法についていくつ
か問題を述べよう．

$\bullet$ この論文で取り上げた問題で境界条件 $\partial u/\partial v=0$ on $\partial D$ を $\partial D$ 上エネルギーが失わ

れる次の型の境界条件で置き換えたらどうか:

$\frac{\partial u}{\partial v}+\gamma(x)\partial_{t}u+\beta(x)u=0$ $on$ $\partial D\cross]0,$ $T[.$

ただし $\gamma$ は $\gamma\geq 0$ および $\gamma\not\equiv O$ を満たす．定理 $A$ については，外部問題において [17] で展

開した方法でうまくゆくと思う．しかし定理 $B$ については，$\gamma\not\equiv 0$ の場合には，考える必

要がある．筆者は，$\gamma$ の $\Lambda_{\partial D}(p)$ における値が抽出できると予想しているが今後の課題であ

る．nlenlory 型の境界条件等 ([28]) についてはどうかというのも，興味ある問題である．
$\bullet$ [29, 30, 37] では，Colton-Kirsch の linear sanmpling $method[2]$ を使って frqllency don.la.in

での電磁波をもちいた類似の問題を考察している．時間領域での問題でここで展開した囲

い込み法を実現してみよ．定理 $B$ に相当する定理を確立することが主問題となろう．

$\bullet$ 波を発生させる場所と受け取る場所が異なる場合，得られたデータは bistatic data$|$ と

呼ばれる．この場合にも，内部，外部それぞれで，類似の問題を考えることが出来る．どん
な情報が bistatic data には含まれているだろうか．興味ある問題である．球面が演じた役

割を今度は回転楕円面が演じることになろう．
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