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1 序．

本稿は，久村裕憲氏 (静岡大理) との共同研究 「 $[AK]$ , Geometric relative Hardy inequalities

and the discrete spectrum of Schr\"odinger operators on manifolds, Calc. Var. Partial Differential
Equations 48 $(2013)$ , 67-88. $\rfloor$ の研究動機および結果の簡潔な解説である．

量子力学における 2体問題で，一つの粒子は十分に重くて動かない場合を考えると，もうーつの
粒子に対する振る舞いはシュレーディンガー作用素 $-\Delta+V(x)$ (x $\in \mathbb{R}$n)(特にそのスペクトル) の

数学的解析により理解される．その離散固有値は束縛状態にある粒子のエネルギーに対応し，(絶
対 $)$ 連続スペクトルは粒子の散乱状態に深く関係する (cf. [7, 10, 15, 20, 21, 22 本稿では，束縛

状態の粒子が異なる無限個のエネルギーレベルを持つかどうか$\searrow$ すなわち離散固有値の取る値が無

限個あるかどうかを与えられたポテンシャル $V(x)$ の減衰オーダーで判定することを話題にする．

また以下，背景の空間の次元は $n\geq 2$ とする．

先ず次の決定的な結果から紹介する．

定理RSK (Reed-Simon [22], Kirsch-Simon [11]). ポテンシャルを $V\in C^{0}(\mathbb{R}^{n})$ とする $L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ 上

のシュレーディンガー作用素 $-\Delta+V(x)$ を考える． $(-\Delta+V(x))|_{C_{\epsilon}^{\infty}(R^{n})}$ は本質的に自己共役で，
その本質的スペクトルは $\sigma_{ess}(-\Delta+V(x))=[O$ , oo) を満たしているとする．

(i) ある琉 $>0$ が存在して $V(x)$ が

$V(x) \geq-\frac{(n-2)^{2}}{4r^{2}}$ for $r:=|x|\geq R_{0}$

を満たしているとすると，離散固有値の集合 $\sigma_{disc}(-\Delta+V(x))$ は有限集合である．

(ii) ある $\delta>0$ と $R_{1}>0$ が存在して $V(x)$ が

$V(x) \leq-(1+\delta)\frac{(n-2)^{2}}{4r^{2}}$ for $r\geq R_{1}$
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を満たしているとすると， $\sigma_{disc}(-\triangle+V(x))$ は無限集合である．

ここで次の二つの基本的な事実を述べておく．一つは， $\sigma_{ess}(-\triangle)=[0, \infty$ ). もう–つは， $V(x)\in$

$C^{0}(\mathbb{R}^{n})$ で $V(x)arrow 0(|x|arrow\infty)$ であるならば， $(-\triangle+V(x))|c_{c}\infty(R^{n})$ は本質的に自己共役で

$\sigma_{ess}(-\Delta+V)=[0, \infty)$ となる (cf. [7]). よって無限遠における $V(x)$ の漸近挙動で $\sigma_{disc}(-\Delta+V(x))$

は有限か無限かを判定することにのみ興味を持つならば，上記の定理 RSK の $V(x)$ に関する仮定は

理にかなったものである． $(V(x)$ が非動径的な減衰をする場合や $n=2$ の場合には，文献 [9], [19]

などがある．)

集合 $\sigma_{disc}(-\triangle+V(x))$ が有限か無限かを判定する $V(x)$ のボーダーラインの減衰を知るために

は，次のハーディの不等式 (不確定性原理の補題とも呼ばれる cf. [21, 7]) が必須である．

ハーディの不等式．

(1) $\int_{\mathbb{R}^{n}}|\nabla u|^{2}dx\geq\frac{(n-2)^{2}}{4}\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{u^{2}}{r^{2}}dx$ for $u\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ .

以上の話は，背景空間が平坦で重力を考慮していない．重力を考慮すると，集合 $\sigma_{disc}(-\triangle+V(x))$

の有限性無限性は重力からどのように影響を受けるか$\searrow$ このことに興味を持って考えたのが本稿

の内容 (i.e., 久村氏との共同研究) である．

2 幾何的相対ハーディ不等式とその応用．

宇宙レベルで考えると量子力学における 2体問題は短時間の現象を扱っているので，背景の $(n+1)$

次元時空は静的 (あるいはそれに十分近い) と仮定することは理にかなっており，その時間スライ

スである非コンパクトな $n$ 次元完備リーマン多様体 $(M^{n}, g=(gij))$ 上でシュレーデインガー作用

素 $-\triangle_{9}+V(x)$ を考えることになる．ここでー $\triangle_{g}$ は $(M, g)$ 上のラプラスベルトラミ作用素

$- \triangle_{g}u(x) :=-\frac{1}{\sqrt{|g|}}\partial_{x^{:}}(\sqrt{|g|}g^{ij}\partial_{x^{j}}u(x)) , |g|:=\det(g_{i}j)$

を表す．もちろんユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上では $\Delta_{g}=\Delta$ である．古典的な (量子重力ではないとい

う意味) 重力は弱いがロングレンジでの力であり，他方量子力学における 2体問題で扱う背景場は

強いがショ $-$ トレンジの力である．このようなものを同時に扱うことにいかほどの物理的意味があ

るのか躊躇するところであるが，ここでは純粋に数学の問題として考えることにする．ハーデイの

不等式の証明には，物理的 (i.e., 作用素論的) な証明と数学的な証明の二つがある．後者の証明は，

次の 1次元の古典的ハーディの不等式 [8, Theorem327] を使うものである．

$\int_{0}^{\infty}|f’(t)|^{2}dt\geq\int_{0}^{\infty}\frac{f(t)^{2}}{4t^{2}}dt$ for all $f\in C_{c}^{1}(0, \infty)$ .

この不等式を使うと，背景空間がユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}=$ $(\mathbb{R}^{n} , g_{E})$ から極を持つリーマン多様体

へと自然に拡張できる．ただし $(M, g)$ が極 $p_{0}\in M$ を持つリーマン多様体であるとは， $p_{0}$ におけ

る指数写像 $\exp_{p0}:T_{p0}Marrow M$ が微分同相写像になるときにいう．このとき $M$ は指数写像 $\exp_{p0}$

により $\mathbb{R}^{n}$ と微分同相になり，それによる極座標 $x=(r, \theta)\in[0, \infty$ ) $\cross S^{n-1}(1)\cong \mathbb{R}^{n}$ を使うと
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$g(x)=dr^{2}+r^{2}\cdot h(r, \theta)$ , $h(r, \theta):=g|_{S^{n-1}(r)}$ と表される．

幾何的ハーディ不等式． $(M,g)$ を極 $p_{0}\in M$ を持つリーマン多様体とし， $r(x)$ $:=dist_{9}(x,p_{0})$ , $x\in$

$M$ とおく．このとき任意の $u\in C_{c}^{\infty}(M)$ に対して，次が成立する．

(2) $\int_{M}|\nabla u|^{2}d\mu_{g}\geq\int_{M}\{\frac{1}{4r^{2}}+\frac{1}{4}(\Delta_{g}r)^{2}-\frac{1}{2}|\nabla dr|^{2}-\frac{1}{2}Ric_{g}(\nabla r, \nablar)\}u^{2}d\mu_{g}.$

ここで $d\mu_{9},$ $Ric_{g}$ は，それぞれ $g$ のリーマン体積測度およびリッチ曲率を表す．

上記の被積分関数の各項の幾何的意味に関しては，この後の幾何的相対ハーディ不等式のところ

で解説する．また上で ‘自然に拡張できる ’と述べたが，微分幾何におけるボホナー公式を非自明

に使う箇所があり，そこがこの不等式の証明のキーポイントである．

注意． $(M,g)=\mathbb{R}^{n}$ の場合は，

$\Delta r=\frac{n-1}{r}, |\nabla dr|^{2}=\frac{n-1}{r^{2}}, Ric_{g_{E}}(\nabla r, \nabla r)=0$

となり，不等式 (2) は不等式 (1) と一致する．

さて重力は空間を歪め，空間のトポロジーチェンジを引き起こす．極を持つリーマン多様体は
$\mathbb{R}^{n}$ と微分同相であるので，このままでは適応できるリーマン多様体の範囲が広いとは言えない．

非常に一般的な設定では Carron[4] による次の結果がある．

定理 $C.$ $(M, g)$ を完備リーマン多様体とする．ある関数 $\rho\in W^{1,2}(M)$ と正定数 $C$ が存在し， $M$

上で $\rho\geq 0,$ $|\nabla\rho|=1,$ $\Delta_{g}\rho\geq\frac{C}{\rho}$ が満たされているとする．このとき，

(3) $\int_{M-\rho^{-1}(0)}|\nabla u|^{2}d\mu_{g}\geq\int_{M-\rho^{-1}(0)}\frac{(C-1)^{2}}{4\rho^{2}}u^{2}d\mu_{g}$ for $u\in C_{c}^{\infty}(M-\rho^{-1}(O))$

が成立する．

注意．特別な状況でない限り，定理 $C$ 内の関数 $\rho$ としてはある点 $p\in M$ からの距離関数 $r(x):=$

$dist_{g}(x,p)$ , $x\in M$ を考えることになる． $(M, g)$ が極を持つリーマン多様体でなくても， $g$ の断面曲

率 $K_{g}$ が非正 $K_{g}\leq 0$ であれば不等式 $\Delta_{g}r\geq\frac{C}{r}$ は成立する．また $(M, g)=\mathbb{R}^{n}$ のとき， $\Delta_{9}r=\frac{n-1}{r}$

となり不等式 (3) は不等式 (1) と一致する．しかしながら後で述べるように， $(M, g)$ が例えば双曲

空間の場合には不等式 (3) はよい評価を与えない．その他の結果 [12, 13] もあるが状況は同様であ

る．

そこで十分広いクラスのリーマン多様体上で成立し，かつ集合 $\sigma_{disc}(-\Delta_{g}+V(x))$ の有限性・無

限性を判定するための精密な評価を導くハーディ型不等式を考える．幾何的ハーディ不等式 (2) は，

古典的ハーディの不等式を使う箇所以外は，等式変形で得られる精密な不等式である．したがって

この不等式を十分広いクラスのリーマン多様体上で適応出来るように改良することを試みる．

古典的ハーディの不等式における許容関数 $f$ は $C_{c}^{\infty}(0, \infty)$ で $f(0)=0$ となる制限がつぃてい

る．これが， $(M, g)$ を極を持つリーマン多様体に制限しなければならない，技術的な理由である．

$f(0)=0$ の制限を外すと，古典的ハーディの不等式は次のようになる．

(4) $\int_{R}^{\infty}|f’(t)|^{2}dt\geq\int_{R}^{\infty}\frac{f(t)^{2}}{4t^{2}}dt-\frac{f(R)^{2}}{2R}$ for $f\in C_{c}^{1}[0, \infty$ ), $R>$ O.
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他方，集合 $\sigma_{disc}(-\triangle_{g}+V(x))$ の有限性無限性の判定のためには，ハーディ型不等式は $M$ 上全

体で成立する必要はなく， $M$ の無限遠を含む部分領域上のみで成立していればよい．つまりハー

ディ型不等式の相対化が出来ればよいことになる．このことにより $M$ のトポロジーの自由度が拡

がる．ただしこの場合でも，ハーディ型不等式で扱う許容関数 $u$ はあくまで $u\in C_{c}^{\infty}(M)$ であり，

考えている部分領域の境界でゼロとなる関数ではない．不等式 (4) における右辺の項 $- \frac{f(R)^{2}}{2R}$ は，

ハーディ型不等式の相対化の試みにおいてネガティブな効果をもたらし，相対化は一見不可能にも

思える．しかし実は考えている部分領域の境界に対する十分にマイルドな幾何的条件設定の下でこ

の困難は克服できる．次が我々が得た幾何的相対ハーディ不等式である．

幾何的相対ハーディ不等式． $(M, g)$ を非コンパクトな $n$次元完備リーマン多様体とする．$M$ の一つ

のエンド $E$ はコンパクトで連結な $C^{\infty}$ の境界 $W:=\partial E$を持ち，外向き法写像 $\exp_{W}$ : $\mathcal{N}^{+}(W)arrow E$

は微分同相写像であると仮定する (see Fig. 1). ここで

$\mathcal{N}^{+}(W):=$ { $v\in TM|w|v$ は $W$ に対する外向き法ベクトル}

である．さらにある正数 $R>0$ 存在して，

$H_{W}:= trace(\nabla\nu)\geq\frac{1}{R}$ on $W$

となることを仮定する．ここで $H_{W},$ $\nabla,$ $\nu$ は，それぞれ $W(\subset(M,g))$ の平均曲率， $g$ に関する共

変微分， $W$ に対する外向き単位法ベクトル場を表す．いま $\rho(x)$ を

$\rho(x):=dist_{g}(x, W)$ , $r(x):=\rho(x)+R$ for $x\in E$

とおくと，任意の $u\in C_{c}^{\infty}(M)$ に対して次の不等式が成立する．

(5) $\int_{E}|\nabla u|^{2}d\mu_{g}$

$\geq\int_{E}$ $\{\frac{1}{4r^{2}}+\frac{1}{4}(\Delta_{g}r)^{2}-\frac{1}{2}|\nabla dr|^{2}-\frac{1}{2}Ric_{g}(\nabla r, \nabla r)\}u^{2}d\mu_{g}+\frac{1}{2}\int_{W}(\triangle_{9}r-\frac{1}{R})u^{2}d\sigma_{g}$

$\geq\int_{E}$ $\{\frac{1}{4r^{2}}+\frac{1}{4}(\Delta_{g}r)^{2}-\frac{1}{2}|\nabla dr|^{2}-\frac{1}{2}Ric_{g}(\nabla r, \nabla r)\}u^{2}d\mu_{9}.$

ただし $d\sigma_{g}$ は， $(n-1)$ 次元リーマン多様体 $(W, g|_{W})$ のリーマン体積測度を表す．特に $(M, g)$ が

極 $p_{0}\in M$ を持つリーマン多様体のときは，$E=M,$ $r(x)$ $:=dist_{g}(x,p_{0})$ とおくと不等式 (5) は不

等式 (2) と一致する．
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注意．(i) 点 $x_{0}\in E$ に対して， $(\nabla dr)(x_{0})$ , $(\Delta_{9}r)(x_{0})$ はそれぞれ距離関 $r$ の $x_{0}$ におけるレベル

超曲面 $r^{-1}(r(x_{0}))=\{x\in E|r(x)=r(x_{0})\}$ の第 2基本形式および平均曲率と一致する．したがっ

て幾何的 (相対) ハーディ不等式の右辺の被積分関数に現れる項は， $1/4r^{2}$ を除けば，すべて $(M,g)$

およびレベル超曲面 $r^{-1}(r(x_{0}))$ の曲率にかかわるものである．よって集合 $\sigma_{disc}(-\triangle_{9}+V(x))$ の

有限性無限性は，ポテンシャル $V(x)$ および背景空間の重力の効果による減衰オーダーのみで

判定できることとなる．

(ii) $(M, g)$ を $n$ 次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}=(\mathbb{R}^{n}, g_{E})$ (resp. 定負曲率 $-\kappa$ の $n$ 次元双曲空間

$\mathbb{H}^{l}(-\kappa)=(\mathbb{H}^{1}(-\kappa), g_{\kappa}))$ とする．任意の $R_{1}>0$ に対して， $\mathbb{R}^{n}$ 内の (resp. $\mathbb{H}^{l}(-\kappa)$ 内の)半径 $R_{1}$

の $0$ 中心の測地的開球体を $B_{R_{1}}(0)$ とおく． $E_{R_{1}}$ $:=\mathbb{R}^{n}-B_{R_{1}}(O)$ $($resp. $E_{R_{1}}$ $:=\mathbb{H}^{l}(-\kappa)-B_{R_{1}}(O))$

および $W:=\partial B_{R_{1}}(0)$ とおくとき，

$H_{W}=\{\begin{array}{ll}\frac{n-1}{R_{1}} if (M, g)=\mathbb{R}^{n},(n-1)\sqrt{\kappa}\coth(\sqrt{\kappa}R_{1}) if (M, g)=\mathbb{H}^{l}(-\kappa)\end{array}$

となる．したがって幾何的相対ハーディ不等式においては， $E:=E_{R_{1}}$ とおくとき，任意の $x\in$

$E_{R_{1}}=\mathbb{R}^{n}-B_{R_{1}}(O)$ $($resp. $E_{R_{1}}=\mathbb{H}^{1}(-\kappa)-B_{R_{1}}(O))$ に対して，

$R:=\{\begin{array}{ll}\frac{R_{1}}{n-1} if (M, g)=\mathbb{R}^{n},\frac{\tanh(\sqrt{\kappa}R_{1})}{(n-1)\sqrt{\kappa}} if (M, g)=\mathbb{H}^{l}(-\kappa)\end{array}$
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および

$r(x):=\rho(x)+R=\{\begin{array}{ll}dist_{g}(x, \partial B_{R_{1}}(0))+\frac{R_{1}}{n-1} if (M, g)=\mathbb{R}^{n},dist_{g}(x, \partial B_{R_{1}}(0))+\frac{\tanh(\sqrt{\kappa}R_{1})}{(n-1)\sqrt{\kappa}} if (M, g)=\mathbb{H}^{\iota}(-\kappa)\end{array}$

とおけばよいことが分かる．このとき項 $( \triangle_{9}r-\frac{1}{R_{1}})|_{\partial B_{R_{1}}(0)}$ は非負となり，不等式 (5) における境

界積分は無視できることとなる．ここで挙げた例は全て空間が一様に拡がっている例である．平均

曲率はあくまで第 2基本形式の平均なので，空間のある方向には拡がり残りの方向には縮んでいる

例で項 $( \triangle_{g}r-\frac{1}{R_{1}})|_{\partial B_{R_{1}}(0)}$ が非負となるものは多数存在する (cf. [AK, \S 3 要はそれら拡大縮

小の比率の問題である．

(iii) Kombe-Ozaydin [12, 13] は，非コンパクト完備リーマン多様体上でハーディ型不等式を得て

いる．しかし彼らの結果は Fabes-Kenig-Serapioni [5] による (ユークリッド的) ウエイト付きポア

ンカレおよびソボレフ不等式に強く依存しているので，例えば彼らの得た $(\mathbb{H}^{z}(-1), g_{1})$ 上の標準的

ハーデイ型不等式は $(see$ Theorem 3$.1 in [12] and$ Theorem 2$.4 in [13] for the$ case $\alpha=0, q=2)$ :

$\int_{\mathbb{H}^{n}(-1)}|\nabla u|^{2}d\mu_{g_{1}}\geq\int_{\mathbb{H}^{n}(-1)}\{\frac{(n-2)^{2}}{4r^{2}}+\frac{c}{(1+\cosh r)^{n}}\}u^{2}d\mu_{g_{1}}$

となり，以下で述べる $(\mathbb{H}^{\iota}(-1), g_{1})$ 上の幾何的相対ハーディ不等式ほどよい評価を与えない．ま

た以下の幾何的相対ハーディ不等式で， $r\nearrow\infty$ とするとき，右辺の被積分関数は $\sigma_{ess}(-\triangle_{91})$ の

ボトム $(n-1)^{2}/4$ に単調収束するのは意味深長である．

幾何的相対ハーディ不等式を $(\mathbb{H}^{1}(-\kappa), g_{\kappa})$ 上で考えると，次が得られる．

$\mathbb{H}^{n}(-\kappa)$ 上の幾何的相対ハーディ不等式．任意の $u\in C_{c}^{\infty}(\mathbb{H}^{?}(-\kappa))$ と $R>0$ に対して次が成立

する．

(6) $\int_{\mathbb{H}^{n}(-\kappa)-B_{R}(O)}|\nabla u|^{2}d\mu_{g_{\kappa}}$

$\geq\int_{\mathbb{H}^{n}(-\kappa)-B_{R}(0)}\{\frac{(n-1)^{2}\kappa}{4}+\frac{1}{4(r-R+\frac{\tanh(\sqrt{\kappa}R)}{(n-1)\sqrt{\kappa}})^{2}}+\frac{(n-1)(n-3)\kappa}{4\sinh^{2}(\sqrt{\kappa}r)}\}u^{2}d\mu_{g_{\kappa}}.$

特に，

(7) $\int_{H^{n}(-\kappa)}|\nabla u|^{2}d\mu_{g_{\kappa}}\geq\int_{\mathbb{H}^{n}(-\kappa)}\{\frac{(n-1)^{2}\kappa}{4}+\frac{1}{4r^{2}}+\frac{(n-1)(n-3)\kappa}{4\sinh^{2}(\sqrt{\kappa}r)}\}u^{2}d\mu_{g_{\kappa}}.$

ここで， $r(x):=dist_{g_{\kappa}}(x, 0)$ .

注意．

$\lim_{\kappa\searrow 0}\frac{\sinh(\sqrt{\kappa}r)}{\sqrt{\kappa}r}=1,$

なので，不等式 (7) において $\kappa\searrow 0$ とすると， $\mathbb{R}^{n}$ 上のハーディの不等式 (1) が再生される．

以下ポテンシャル $V(x)$ は， $V(x)\in C^{0}(M)$ でかつ $(-\Delta_{g}+V(x))|_{C_{c}^{\infty}(M)}$ は本質的に自己共役と

する．上記の結果を使うと次の $\mathbb{H}^{1}(-\kappa)$ 上の精密な判定が得られる．
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定理 1. $L^{2}(\mathbb{H}^{n}(-\kappa))$ 上のシュレーデインガー作用素 $-\Delta_{g_{\kappa}}+V(x)$ は， $\sigma_{ess}(-\Delta_{g_{\kappa}}+V(x))=$

$[ \frac{(n-1)^{2}\kappa}{4}, \infty)(=\sigma_{ess}(-\Delta_{g_{\kappa}}))$ を満たしていると仮定する．

(i)ある埼 $>0$ が存在して， $V(x)$ は

$V(x) \geq-\{\frac{1}{4(r-R_{0}+\frac{\tanh(\sqrt{\kappa}R_{0})}{(n-1)\sqrt{\kappa}})^{2}}+\frac{(n-1)(n-3)\kappa}{4\sinh^{2}(\sqrt{\kappa}r)}\}$ for $r\geq R_{0}$

を満たしているとすると， $\sigma_{disc}(-\Delta_{g_{\kappa}}+V(x))$ は有限集合である．

(ii) ある $\delta>0$ と $R_{1}>0$ が存在して， $V(x)$ は

$V(x) \leq-(1+\delta)\frac{1}{4r^{2}}$ for $r\geq R_{1}$

を満たしているとすると， $\sigma_{disc}(-\Delta_{g_{\kappa}}+V(x))$ は無限集合である．

注意．Carron [4]や $Kombe-\ddot{O}$zaydin [12, 13] 以外にも次が知られている． $\mathbb{H}^{1}(-1)$ のポテンシャル

$V(x)$ は， $0\geq V\in L^{n/2}(\mathbb{H}^{1}(-1))$ を満たしているとする．このとき双曲版 Rozenblum-Lieb-Cwikel
不等式 (cf. [22, p. 101]) が Levin-Solomayak [17, Theorem 4.1] により得られている．しかし無限遠

の近傍でー Cl $r^{-2}\leq V(x)\leq-c_{2}r^{-2}$ (for some $c_{1}\geq c_{2}>0$ ) を満たすポテンシャル $V(x)$ は決して

$L^{n/2}(\mathbb{H}(-1))$ に属さない．したがって定理 1はこの結果より決して復元できない．定理 1の有限

性無限性の判定は真にシャープである．

幾何的相対ハーディ不等式において，「外向き法写像 $\exp_{W}$ : $\mathcal{N}^{+}(W)arrow E$ は微分同相写像」 と

の仮定がある．この条件はデリケートな条件で強い条件と感じるられるかもしれない．しかし幾

何的相対ハーディ不等式を近似の意味で使うことにより，このデリケートな条件が除外できるケー

スがある．つまりその証明において，距離関数 $r(x)$ のかわりに，例えば ALE 空間 (漸近的に局

所的ユークリッド空間) では無限遠における漸近的座標 $x=(x^{1}, . . . , x^{n})$ を用いた近似的距離関数

$\rho(x):=|x|=\sqrt{\Sigma_{i=1}^{n}(X^{i})^{2}}$ を使うのである．次の二つの結果はそのようなケースの典型である．

定理 2. $(M, g)$ をオーダー $\tau(0<\tau<1)$ の ALE 空間とする．ある点 $p_{0}\in M$ を取り， $r(x):=$

$dist_{9}(x,po)$ , $x\in M$ とおく．ポテンシャル $V(x)$ は $\sigma_{ess}(-\Delta_{g}+V(x))=[0, \infty$ ) を満たしていると

すると，次が成立する．

(i) ある $\delta_{0}>0$ と $R_{0}>0$ が存在して， $V(x)$ は

$V(x) \geq-(1-\delta_{0})\frac{(n-2)^{2}}{4r^{2}}$ for $r\geq$ 石 b

を満たすとき， $\sigma_{disc}(-\Delta_{g}+V(x))$ は有限集合である．

(ii) ある $\delta_{1}>0$ と $R_{1}>0$ が存在して， $V(x)$ は

$V(x) \leq-(1+\delta_{1})\frac{(n-2)^{2}}{4r^{2}}$ for $r\geq R_{1}$

を満たすとき， $\sigma_{disc}(-\Delta_{g}+V(x))$ は無限集合である．

注意．ALE 空間 $(M, g)$ 上では $\sigma_{ess}(-\Delta_{g})=[0, \infty$ ) であることが容易に分かる．また $V(x)$ に関

する減衰条件 (ii) は，ある一つのエンドで成立していさえすればよいことも分かる．
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定理 3. $(M_{9})$ を $C^{2}$ クラスの $n$ 次元 AH(漸近的に双曲的) 多様体とし，

$\sigma_{ess}(-\Delta_{g}+V(x))=[\frac{(n-1)^{2}}{4}, \infty)$

を仮定する．ある点 $p_{0}\in M$ を取り， $r(x)$ $:=dist_{9}(x,p_{0})$ , $x\in M$ おくと，次が成立する．

(i) ある $\delta 0>0$ と $R0>0$ が存在して， $V(x)$ は

$V(x) \geq-(1-\delta_{0})\frac{1}{4r^{2}}$ for $r\geq R_{0}$

を満たすとき， $\sigma_{disc}(-\Delta_{g}+V(x))$ は有限集合である．

(ii) ある $\delta_{1}>0$ と $R_{1}>0$ が存在して， $V(x)$ は

$V(x) \leq-(1+\delta_{1})\frac{1}{4r^{2}}$ for $r\geq R_{1}$

を満たすとき， $\sigma_{disc}(-\triangle_{9}+V(x))$ は有限集合である．

注意． $\overline{M}$ を $\partial\overline{M}\neq$ $\emptyset$ (連結でなくてもよい) であるコンパクト $C^{\infty}$ 級 $n$ 次元多様体とする．また

$M:=Int(\overline{M})$ とする． $M$ 上のリーマン計量 $g$ は，次を満たすときクラス $C^{2}$ の AH(漸近的に双

曲的) 多様体という :境界 $\partial$ の定義関数 $\lambda\in C^{\infty}(M)$ が存在して， $g$ を共形的にリスケールした

リーマン計量 $\overline{g}:=\lambda_{9}^{2}$ は $\overline{M}$ 上へ $C^{2}$ 級拡張され，かつ $\partial\overline{M}$ 上 $|d \lambda|\frac{2}{g}=1$ となる (cf. [18,6,16

このとき $(M, g)$ は， $g$ の断面曲率が $\partial\overline{M}$ の近傍で一様に $-1$ に近づく完備多様体となる (cf. [18]).

さらに， $\sigma_{ess}(-\triangle_{g})=[\frac{(n-1)^{2}}{4}, \infty)$ である (cf. [3, 14

3 追加コメント．

定理 3に現れる AH 多様体は，最初から境界付きコンパクトリーマン多様体 $(\overline{M},\overline{g})$ を与えてい

るので，無限遠の近傍の構造があらかじめよく分かっていると言える．これと対照的な結果として

は，例えば次のものが得られる．仮定はやや複雑である力$\searrow$ 無限遠の近傍に課している条件はマイ

ルドである．

命題 1. $(M, g)$ を非コンパクトな $n$ 次元完備リーマン多様体とする $(n\geq 2)$ . また滑らかな境界
$\partial$U(連結とは限らない) を持つ相対コンパクトな開集合 $U$ が存在して，その外向き法写像 $\exp_{\partial U}$ :

$\mathcal{N}^{+}(\partial U)arrow M-U$ は微分同相写像となると仮定する． $r(x):=dist_{g}(x, \partial U)$ , $x\in M-U$ とおく

とき，条件

$\nabla dr\geq 0$ on $\partial U,$

“radial curvatures”’ $\leq 0$ on $M-U$

が満たされているとする．さらに正定数 $\kappa,$ $R_{0}>0$ と定数 $\delta_{1},$ $\delta_{2}(\delta_{1}\geq\delta_{2})$ が存在して，不等式

$-(\kappa+\delta_{1}r^{-2})\leq$ “radial curvatures”’ $\leq-(\kappa+\delta_{2}r^{-2})$ for $r\geq R_{0}$

が満たされているとする．このとき

$1-(2n-5)\delta_{1}+(n^{2}-4)\delta_{2}>0$
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ならば， $\sigma_{ess}(-\Delta_{9})=[\frac{(n-1)^{2}\kappa}{4}, \infty)$ かつ $\sigma_{disc}(-\Delta_{g})$ は有限集合である．

次にエンドが一つで，ある方向には拡大していて残る方向には縮小している多様体で，幾何的相

対ハーディ不等式が適用可能な例を与える．Hopf束 $\pi$ : $S^{3}(1)arrow \mathbb{C}\mathbb{P}^{1}$ を考え， $\xi$ を $Kerd\pi=\mathbb{R}\cdot\xi$

なる $S^{3}(1)$ 上の単位キリングベクトル場，$\omega_{\xi}$ を標準計量 $g_{S^{3}(1)}$ に関する双対 1-形式とする．また

$S^{3}(1)$ 上の対称 $(0,2)$-テンソル $g_{h}$ を $g_{h}:=-\omega\otimes\omega_{\xi}$ とおく．このとき爬上の対称 $(0,2)-$

テンソル $g$ を

$g:=dr^{2}+\mu(r)^{2}g_{h}+\nu(r)^{2}\omega_{\xi}\otimes\omega_{\xi}$

おく．ただし $r$ は $\mathbb{R}^{4}$ の原点からのユークリッド距離とし， $\mu,$ $\nu$ は $[0, \infty$ ) 上の滑らかな正値関数で，

次を満たしているものとする．

$\mu(0)=\nu(0)=0,$ $\mu’(0)=\nu’(0)=1,$ $\mu>0,$ $\nu>0$ on $(0, \infty)$ .

このとき， $g$ は爬上の完備なリーマン計量となる．特にある $R_{0}>1$ が存在して，

$\mu(r)=e^{r},$ $\nu(r)=e^{-r}$ for $r\geq R_{0}$

となるように $\mu,$ $\nu$ をとっておく．

命題 2. 上記の設定の下，ポテンシャル $V$ に関して $(-\Delta_{g}+V)|_{C_{c}^{\infty}(\mathbb{R}^{4})}$ は本質的に自己共役で，か

つ $\sigma_{ess}(-\Delta_{9}+V)=[\frac{1}{4}, \infty)$ と仮定する．

(i)ある正定数 $R_{1}\geq$ 恥 $(>1)$ が存在して，

$V(x) \geq-\frac{1}{4(r(x)+1-R_{1})^{2}}$ for $r(x)\geq R_{1}$

を満たしているとすると， $\sigma_{disc}(-\triangle_{g}+V)$ は有限集合である．

(ii) ある正定数 $\delta>0$ および $R_{2}\geq R_{0}(>1)$ が存在して，

$V(x) \leq-(1+\delta)\frac{1}{4r(x)^{2}}$ for $r(x)\geq R_{2}$

を満たしているとすると， $\sigma_{disc}(-\triangle_{g}+V)$ は無限集合である．

最後に以上の内容とは直接関係しないが，拙著 [1, 2] を紹介しておく．これらの論文では，特異

空間 (特に iterated edge 空間) 上の山辺の問題の解の存在およびシュレーディンガー型方程式の解

の正則性 (ヘルダー連続性など) を議論している．
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