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1 序文

等質錐は，$N$ 次の正定値実対称行列全体からなる開凸錐 $\mathcal{P}(N, \mathbb{R})$ の一般化であ

り，等質錐を $\mathcal{P}(N, \mathbb{R})$ のスライスとして記述する方法は，Rothaus [5] を始めとして，

Graczyk-Ishi [2], Chua [1], Xu [7], Ishi-Nomura [3] などで扱われている．

例．Vinberg錐 $\Omega$

vin は 5次元の等質錐であり，Vinberg [6, p. 397] では次のような 2

次対称行列の順序対の集合として記述されている :

$\Omega_{Vin}\cong\{[(\begin{array}{ll}\lambda_{1} x_{21}x_{21} \lambda_{2}\end{array}),$ $(\begin{array}{ll}\lambda_{1} x_{31}x_{31} \lambda_{3}\end{array})]$ 共に正定値 $\}$ . (1.1)

この $\Omega_{Vin}$ は [5], [2] によると

$\Omega_{Vin}\cong\Vert_{X}\lambda_{1}00^{21}$ $x_{31}\lambda_{1}00$ $x_{0}\lambda_{2}021$
$x_{0}\lambda_{3}o_{31})\gg 0\}\subset \mathcal{P}(4, \mathbb{R})$ (1.2)

と実現され，[3] の方法では次のように書かれる :

$\Omega_{Vi}n\cong\{$ diag [ $(\lambda_{1})$ , $(\begin{array}{ll}\lambda_{1} X_{21}X_{21} \lambda_{2}\end{array})$ , $(\begin{array}{ll}\lambda_{1} X_{31}X_{31} \lambda_{3}\end{array})]\gg 0\}\subset \mathcal{P}(5, \mathbb{R})$ . (1.3)

[7] の記述では (1.3) で現れる 3つの行列で正定値なものの組からなる集合として得

られる．[1] の実現法では，(1.3) または次の表記を選ぶことができる:

$\Omega_{Vi}n\cong\{$ diag [ $(\begin{array}{ll}\lambda_{1} X_{2l}X_{21} \lambda_{2}\end{array}),$ $(\begin{array}{ll}\lambda_{1} X_{31}X_{31} \lambda_{3}\end{array})]\gg 0\}\subset \mathcal{P}(4, \mathbb{R})$ . (1.4)

本研究は科研費 (課題番号:24540177) の助成を受けたものである．
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これら $(1.2)-(1.4)$ はいずれも 1枚の行列によって $\Omega_{Vin}$ を実現できているが，Vinberg
の記述 (1.1) より大きなサイズの行列が必要である．本稿では，一般の等質錐から描
かれる向き付けグラフを通して，(1.1) を一般化する実現を与える．この実現は，最小
な数の行列の組の集合として書かれ，さらにそれぞれの行列のサイズも最小となっ
ている．

本稿は，第一著者が [8] として講究録に発表したものを，クランにょる再定式化で
書き直し，グラフ理論や情報理論で使われる用語を使って内容を大幅に改良して洗
練された形で著した論文 [9] に基づくものである．詳細は [9] を参照してほしい．

2 準備

まず，等質錐と同型を除いて 1対 1に対応する非結合的代数であるクランを定義す
る． $V$ を双線型な積 $\triangle$ を持つ有限次元ベクトル空間として，$x\in V$ にょる左乗法作
用素を $L(x):y\mapsto x\triangle y$ と書く ( $\triangle$ は結合的とは限らない). $(V, \triangle)$ がクランである

とは，次の 3条件を満たすことをいう:

(C1) $[L(x), L(y)]=L(x\triangle y-y\triangle x)(x, y\in V)$ ,

(C2) ある $s_{0}\in V^{*}$ が存在して $s_{0}(x\triangle y)$ が $V$ に内積を定義する，
(C3) すべての $x\in V$ に対して，$L(x)$ は実の固有値のみを持つ．
条件 (C1) は $x,$ $y,$ $z\in V$ に対して $x\triangle(y\triangle z)-(x\triangle y)\triangle z=y\triangle(x\triangle z)-(y\triangle x)\triangle z$

が成り立つことと同値であり，この条件を満たす代数を左対称代数と呼ぶ．本稿では
常にクランは単位元を持つと仮定する．

$(V, \triangle)$ を単位元 $e_{0}$ を持つクランとして，(C2) を満たす $s_{0}\in V^{*}$ をとって内積
$\langle x|y\rangle:=so(x\triangle y)$ を固定する．このとき $r$ 個の直交原始幕等元 $c_{1}$ , . . . , $c_{r}$ が存在

して，$V$ は次のように分解される:

$V= \bigoplus_{1\leq j\leq k\leq r}V_{kj}$
, (2.1)

$V_{kk}=\mathbb{R}c_{k}, V_{kj}:=\{x\in V|L(c_{i})x=2^{-1}(\delta_{ji}+\delta_{ki})x, R(c_{i})x=\delta_{ji}x\}.$

この分解を $c_{1}$ , .. . , $c_{r}$ に関する正規分解という．$V_{kj}$ につぃて，次の乗法則が成り立つ:

$V_{ji}\triangle V_{lk}=\{0\} (if i\neq k, l) , V_{kj}\triangle V_{ji}\subset V_{ki},$

(2.2)
$V_{ji}\triangle V_{ki}\subset V_{jk}$ or $V_{kj}$ (according to $j\geq k$ or $j\leq k$).

条件 (C1), (C3) によって，$V$ の左乗法作用素全体の空間り $:=\{L(x)|x\in V\}$ は分

裂可解リー環である．$H:=\exp \mathfrak{h}$ を $\mathfrak{h}$ に対応する連結かつ単連結なリー群とすると，
$V$ の単位元 $e_{0}$ を通る $H$-軌道 $\Omega:=He_{0}$ は $H$ が単純推移的に作用する等質錐となる．

等質錐と単位元を持つクランは，この対応によって同型を除いて 1対 1に対応する．
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正定値対称行列全体からなる等質錐 $\mathcal{P}(N, \mathbb{R})$ には，次のように定義されるクラン
$Sym(N, \mathbb{R})$ が対応する $A\in Sym(N, \mathbb{R})$ の狭義下三角部分を $X$ , 対角部分を $T$ と

して，$\underline{A}=X+2^{-1}T$ とおく すると双線型積 $A\triangle B=\underline{A}B+B^{t}\underline{A}$ と線型形式

$s_{Tr}(A)=Tr(A)$ によって，$Sym(N, \mathbb{R})$ のクラン構造が与えられる

3 等質錐のグラフの頂点に対応する部分錐

等質錐 $\Omega$ に対して，対応するクラン $V$ の正規分解 (21)からグラフ $\Gamma$ を描く 頂点

集合 (vertex $set$ ) $\mathcal{V}$ と弧集合 $($ arc $set)\mathcal{A}$ をそれぞれ

$\mathcal{V}=\{1, 2, , r\},$ $\mathcal{A}=\{[Jarrow?]|\gamma>\iota$ and $d_{1}mV_{J^{\iota}}>0\}$

とすると，任意の $\iota,$
$\gamma\in \mathcal{V}$ に対して $[\gammaarrow\iota]\in \mathcal{A}$ ならば $[?arrow J]\not\in \mathcal{A}$ となる よっ

て， $\Gamma=(\mathcal{V}, \mathcal{A})$ は向き付け (orlented) グラフである さらに，容量 (capaclty) 関数

$c\mathcal{A}arrow \mathbb{R}$ を $c([J^{arrow?])}=d_{1}mV_{J^{t}}$ で定義すると，$\Gamma$ は重み付き (welghted) 向き付けグ

ラフとなり，$\Omega$ (または $V$ ) のグラフと呼ばれる

$k=1$ , , $r$ に対して $k$ の出先隣接頂点 $(out_{-ne1}$ghbor) 全体を $N^{out}(k)$ , つまり

$N^{out}(k)=\{\gamma|[karrow\gamma]\in \mathcal{A}\}$ とする さらに $N^{out}[k]=\{k\}\cup N^{out}(k)$ とおき，

$V_{[k]}= \bigoplus_{\leq J,\iota g\in^{l}N^{out}[k]}V_{g\iota}, E_{[k]}=\bigoplus_{\iota\in N^{out}[k]}V_{k\iota}$

と定義する するとクランの乗法則 (22) から $V_{[k]}$ は $V$ の部分代数 (出先隣接部分ク

ラン，out-nelghbor subclan と呼ぶ) であり，$E_{[k]}$ は $V_{[k]}$ の両側イデアルである

$V_{[k]}$ に対応する等質錐 $\Omega_{[k]}$ を出先隣接等質錐 ($out_{-ne1}$ghbor homogeneous cone) と

呼んで，まず $\Omega_{[k]}$ を実現する $x\in V_{[k]},$ $\eta\in E_{[k]}$ に対して $\varphi_{[k]}(x)\eta=\eta\triangle x$ とおくと，

$c_{k}\in E_{[k]}$ のノルムを調整することで各 $\varphi_{[k]}(x)$ は自己共役作用素となり，さらに $\varphi_{[k]}$

はクラン $V_{[k]}$ の忠実な表現となっている

定理 3.1. $x\in V_{[k]}$ とすると，$x\in\Omega_{[k]}\Leftrightarrow$ 自己共役作用素 $\varphi_{[k]}(x)$ が正定値

さらに $\varphi_{[k]}$ は， $V_{[k]}$ 上の $H_{[k]}=\exp L(V_{[k]})$ の作用と $V_{[k]}^{0}=\varphi_{[k]}(V_{[k]})$ 上の $H_{[k]}^{0}=$

$\exp L(V_{[k]}^{0})$ の作用との間で共変である また，任意の左対称代数としての単射準同型
$\Phi$ $V_{[k]}arrow Sym(N, \mathbb{R})$ に対して $N\geq dlmE_{[k]}$ となり，この意味で $\varphi_{[k]}$ は最小である

4 等質錐の実現

向き付けグラフ $\Gamma=(\mathcal{V}, \mathcal{A})$ に対して，$\Gamma$ の源頂点 (source), つまりすべての $J\in \mathcal{V}$

に対して $\gammaarrow\omega\not\in \mathcal{A}$ となる $\omega$ 全体を $S$ とする 常に $r\in S$ であることに注意する

$\pi_{[k]}$ を $x\in V$ の $V_{[k]}$ への直交射影とすると，次の定理が成り立つ
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定理 4.1. $x\in\Omega\Leftrightarrow\pi_{[\omega]}(x)\in\Omega_{[\omega]}$ $(\forall\omega\in S)$ .

$S=\{r\}$ のとき，$\Omega=\Omega_{[r]}$ であり，前節で与えた $\Omega_{[r]}^{0}:=\varphi_{[r]}(\Omega_{[r]})$ が $\Omega$ の実現とな

る．よって，$S=\{\omega_{1}, . . . , \omega_{s}\}(s\geq 2)$ として，前節で実現した各 $\Omega_{[\omega_{t}]}^{0}$ を綴じ合わせ

てもとの $\Omega$ を実現する方法を述べる．源頂点に対応する出先隣接等質錐 $\Omega_{[\omega_{t}]}^{0}$ は源等

質錐 (source cone) と呼ばれる．

$V_{[\omega_{\iota}]}^{0}:=\varphi_{[\omega_{\iota}]}(V_{[\omega_{v}]})$ の外部直和 $V^{0}:=V_{[\omega_{1}]}^{0}\oplus\cdots\oplus V_{[\omega_{s}]}^{0}$ を考えて，その部分空間 $V_{S}^{0}$

を次のように定義する:

$V_{S}^{0}$

$:=\{(X_{1}, \ldots, X_{s})\in V^{0}|\pi_{[\omega_{\mathcal{J}}]}\circ\varphi_{[\omega_{l}]}^{-1}(X_{i})=\pi_{[\omega_{t}]}\circ\varphi_{[\omega_{J}]}^{-1}(X_{j})$ for any $i\neq j\}.$

この $V_{S}^{0}$ を $[V_{[\omega]}^{0_{1}}, \ldots , V_{[\omega_{s}]}^{0}]$ と書き，$\Omega_{[\omega_{t}]}^{0}$ についても同様に綴じ合わせることで本稿の
実現 $\Omega_{S}^{0}:=[\Omega_{[\omega 1]}^{0}, . . . , \Omega_{[\omega_{s}]}^{0}]$ を得る．

相異なる源頂点 $\omega_{i},$ $\omega_{j}\in S$ に対して $\mathcal{J}(\omega_{i}, \omega_{j})$ $:=N^{out}[\omega_{i}]\cap N^{out}[\omega_{j}]$ を合流頂点

(junction) の集合と呼び，これによって

$V_{[\omega_{\iota}]} \cap V_{[\omega_{J}]}= \bigoplus_{b>a,b,a\in \mathcal{J}(\omega_{i},\omega_{J})}V_{ba}$

と書ける．また，$\mathcal{J}(\omega_{i}, \omega_{j})$ を頂点集合とする $\Gamma$の部分グラフの源頂点集合をあ $(\omega_{i}, \omega_{j})$

とおいて，$\Omega_{[\omega_{t}\omega_{J}]}$ を $V_{[\omega_{t}]}\cap V_{[\omega_{J}]}$ に対応する等質錐とすると，$\Omega_{[\omega_{\iota}\omega_{J}]}$ は茜 $(\omega_{i}, \omega_{j})$ の各

頂点に対応する源等質錐を綴じ合わせた等質錐 $\Omega_{[\mathcal{J}_{0}(\omega_{z},\omega_{J})]}^{0}$ として実現される．よっ

て，$\Omega_{[\omega_{\iota}]}^{0}$ と $\Omega_{[\omega_{J}]}^{0}$ は $\Omega_{[J_{0}(\omega_{\iota},\omega_{J})]}^{0}$ において綴じ合わされるといえる．

注意．(1) Chua [1] による記述は，ある条件を満たす添字集合 $I$ のとり方によって定

まり，その条件は $S$ を用いて表すと $S\subset I$ が成り立つという条件と同値である．こ

のとき，$I$ #こ対する Chuaの実現は，本稿においてすべての $i\in I$ につぃて $\Omega_{[j]}^{0}$ を綴じ

合わせて得られる実現に対応する．定理 4.1は Chuaの条件を満たす最小の $I$ を与え

ている．

(2) $V$ の原始幕等元 $c_{1}$ , . . . , $c_{r}$ の番号付けは一意的ではなく，異なる番号付けをとる

と異なるグラフが得られる可能性がある．しかし，異なる番号付けで得られたグラフ
の源頂点は，もとのグラフの源頂点と 1対 1に対応しており，対応する頂点から得ら
れる 2つの源等質錐は線型同値となる．この意味で本稿の実現は一意的である．

例．次の $e_{ji}^{p}$ を基底ベクトルとするベクトル空間の直和を考える:

$V:= \bigoplus_{1\leq i\leq j\leq 5}V_{ji}$
; $\{\begin{array}{l}V_{j_{i}}:=\mathbb{R}e_{j}^{1_{i}}((j, i)\neq(2,1), (5,1), (5,4V_{51}:=\mathbb{R}e_{51}^{1}\oplus \mathbb{R}e_{51}^{2}, V_{21}=V_{54}=\{0\}.\end{array}$

この $V$ に次のように双線型積 $\triangle$ を定義する．

$e_{kj}^{1}\triangle e_{ji}^{1}=e_{ki}^{1} (i<j<k) , e_{kj}^{p}\triangle e_{kj}^{q}=2\delta_{pq}e_{kk}^{1} (j<k)$ ,

$e_{ji}^{1}\triangle e_{ki}^{1}=e_{ki}^{1}\triangle e_{ji}^{1}=e_{kj}^{1} (j<k)$ .
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ただし，左辺は $e_{ts}^{p}$ について $(t, s)\neq(2,1)$ , $(5, 4)$ となるものだけを考え，右辺に $e_{21}^{1}$

または $e_{54}^{1}$ が現れた場合は $e_{21}^{1}=e_{54}^{1}=0$ とする．すると $(V, \triangle)$ は $c_{i}:=e_{ii}^{1}$ を直交原

始幕等元の完全系とするクランになり，グラフは次のうち左の $\Gamma$ として得られる:

$\Gamma_{[4]}$
$\Gamma$

$\Gamma_{[4]}$ $\Gamma_{[5]}$

弧 $5arrow 1$ の容量は 2で，その他の何も書かれていない弧の容量はすべて 1である．こ
のとき $S=\{4$ , 5 $\}$ であり，$\Gamma_{[4]},$ $\Gamma_{[5]}$ はそれぞれ $N^{out}[4],$ $N^{out}[5]$ に対応する $\Gamma$ の部分

グラフである．これらの部分グラフは Kaneyuki-Tsuji [4] によって，共に $S_{4}^{5}$ 型と分

類されており，それぞれ対応する等質錐が一意に存在することが分かつている．源等
質錐 $\Omega_{[4]},$ $\Omega_{[5]}$ は次のように実現される :

$\Omega_{[4]}^{0}=\{$ $\gg 0\},$ $\Omega_{[5]}^{0}=\{(\mathfrak{X}^{t_{\mathfrak{X}_{:}\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}_{:}\ovalbox{\tt\small REJECT}\lambda}}{\}Xt.|\lambda_{X}I_{\mathfrak{B}_{:}^{1_{=}}}.\fbox{Error::0x0000}.\cdot\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}.\cdot.x..{\}.\backslash \cdot\epsilon_{s}txxx_{53}ta.\lambda_{=}ae{\}{\}\fbox{Error::0x0000}.x_{51}x_{53}x_{52}\lambda_{5})\gg 0\}.$

$\mathcal{J}(4,5)=\{1$ , 2, 3 $\},$ $\mathcal{J}_{0}(4,5)=\{3\}$ より，実現 $\Omega_{[S]}^{0}=[\Omega_{[4]}^{0}, \Omega_{[5]}^{0}]$ は $\Omega_{[3]}^{0}$ において綴じ

合わされており，色付きの部分にはともに $\Omega_{[3]}^{0}$ を実現する行列が現れている．

5 百値な源等質錐を持つ非百値な 2つの等質錐の例

前節の注意 (2) で述べたように，線型同値な 2つの等質錐の源等質錐の間には，そ
れぞれ線型同値となるような対応が存在する．しかし，同じグラフを持つ 2つの等質
錐について，同じ源頂点に対応する 2つの源等質錐は線型同値となるが，もとの等質
錐は線型同値ではないものが存在する．本節ではその例を与える．

次のうち左のグラフ $\Gamma$ を考える:

$\Gamma_{[3]}$

$5$

$\Gamma$ $\Gamma_{[4]}$
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$S=\{3$ , 4 $\}$ で，[4] によって $\Gamma$ は $S_{4}^{5*}$ 型，$\Gamma_{[3]}$ と $\Gamma_{[4]}$ は $S_{3}^{2}$ 型とそれぞれ分類されてい

る．この $\Gamma$ が得られる 2つのクラン $V,$ $W$ を以下のように構成する．

まず前節の例と同様にして，基底ベクトル $e_{ji}^{p}$ によってクラン $(V, \triangle)$ を定義する:

$V= \bigoplus_{1\leq i\leq j\leq 4}V_{ji}, \{\begin{array}{l}V_{ji}=\oplus_{p=1}^{d_{ji}}\mathbb{R}e_{ji}^{p}((j, i)\neq(4,3V_{43}=\{0\}.\end{array}$

ただし啄は $\Gamma$ の弧 $jarrow i$ の容量とする．

(5.1)

(5.2)

上の 2つの表は，例えば $e_{42}^{1}\triangle e_{21}^{1}=e_{41}^{1}$ とすることを指しており，表 (5.2) による積

は可換，つまり例えば $e_{41}^{1}\triangle e_{21}^{1}=e_{21}^{1}\triangle e_{41}^{1}=e_{42}^{1}$ となる．さらに，$i<k$ に対して
$e_{kj}^{p}\triangle e_{kj}^{q}:=2\delta_{pq}e_{kk}^{1}$ とすると，$(V, \triangle)$ はクランとなる．

続いて同様に基底ベクトル $f_{ji}^{p}$ によってクラン $W$ を定義する:

$W= \bigoplus_{1\leq i\leq j\leq 4}W_{ji}, \{\begin{array}{l}W_{ji}=\oplus_{p=1}^{d_{ji}}\mathbb{R}f_{ji}^{p}((j, i)\neq(4,3W_{43}=\{0\},\end{array}$
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すると，$V_{[3]}$ と $W_{[3]},$ $V_{[4]}$ と $W_{[4]}$ はそれぞれ互いに左対称代数として同型だが，$V$ と

$W$ は互いに同型ではない．よって，対応する源等質錐 $\Omega_{[3]}^{V}$ と $\Omega_{[3]}^{W},$ $\Omega_{[4]}^{V}$ と $\Omega_{[4]}^{W}$ は線型

同値だが，$\Omega^{V}$ と $\Omega^{W}$ は線型同値でない．この例は，グラフと源等質錐のみが与えら

れたとき，それらの異なる綴じ合わせ方によって非同値な等質錐が得られる場合が

あり，源等質錐の綴じ合わせには基底のとり方に注意しなければならないことを示
している．
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