
正則凸錐上の Riesz超函数

名古屋大学大学院多元数理科学研究科伊師英之 (Hideyuki ISHI)
Graduate School of Mathematics

Nagoya University

Marcel Riesz [11] はローレンツ錐 $\Lambda_{n}=\{y\in \mathbb{R}^{n}; y_{n}>\sqrt{y_{1}^{2}++y_{n-1}^{2}}\}$ 上の

ガンマ型積分の公式

$\int_{\Lambda_{n}}e^{-y\eta}(y_{n}^{2}-y_{1}^{2}-\cdots-y_{n-1}^{2})^{\alpha-n/2}dy=\Gamma_{\Lambda_{n}}(\alpha)(\eta_{n}^{2}-\eta_{1}^{2}-\cdots-\eta_{n-1}^{2})^{-\alpha}t$

$( \Re\alpha>\frac{n-2}{2}, \eta\in\Lambda_{n})$ , (1)

ただし $\Gamma_{\Lambda_{n}}(\alpha)$ $:= \pi^{(n-2)/2}2^{2\alpha-1}\Gamma(\alpha)\Gamma(\alpha-\frac{n-2}{2})$ ,

をふまえ，$\Lambda_{n}$ 上の測度 $\mathcal{R}_{\alpha^{n}}^{\Lambda}:=\Gamma_{\Lambda_{n}}(\alpha)^{-1}(y_{n}^{2}-y_{1}^{2}-\cdots-y_{n-1}^{2})^{\alpha-n/2}1_{\Lambda_{n}}(y)d_{-}y$ がパ

ラメータ $\alpha\in \mathbb{C}$ に関して超函数として解析接続されること，そして $\mathcal{R}_{m^{n}}^{\Lambda}(m\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$

が微分作用素 $(( \frac{\partial}{\partial y_{n}})^{2}-(\frac{\partial}{\partial y_{1}})^{2}-\cdots-(\frac{\partial}{\partial y_{n-1}})^{2})^{m}$ の基本解であることを示した ([1]

も参照). この構成法から $\alpha=m$ が $\Gamma_{\Lambda_{n}}(\alpha)$ の極であるとき基本解 $\mathcal{R}$鎌の台が境界
$\partial\Lambda_{n}$ に含まれることが容易に分かり，とくに $m=1$ の場合から，$n$ が 4以上の偶数

のときに限り波動方程式のホイヘンスの原理が成立することが説明できる．

Garding [3] は類似の考察を正定値実 $r$ 次対称行列のなす錐 $Sym^{+}(r, \mathbb{R})$ について

行った．すなわち Siegel の積分公式 ([6,14,16])

$\int_{Sym^{+}(r,\mathbb{R})}e^{-trx\xi}(\det x)^{\alpha-(r+1)/2}dx=\Gamma_{r}(\alpha)(\det\xi)^{-\alpha}$

$( \Re\alpha>\frac{r-1}{2}, \xi\in Sym^{+}(r, \mathbb{R}$ (2)

ただし $\Gamma_{r}(\alpha):=\pi^{r(r-1)/4}\Gamma(\alpha)\Gamma(\alpha-\frac{1}{2})$ $\Gamma(\alpha-\frac{r-1}{2})$ ,

から出発して，ベクトル空間 $Sym(r, \mathbb{R})$ 上の微分作用素 $\det(\frac{\partial}{\partial x})^{m}$ の基本解を構成し

た．二つの錐 $\Lambda_{n}$ と $Sym^{+}(r, \mathbb{R})$ 上の解析は対称錐の理論に統合され ([2,9 さらに

は Gindikin [4, 5] により等質錐上の解析へと一般化されている．

我々は等質錐とは限らない一般の正則凸錐上で Rieszのアイディアを展開したい．
詳しい設定は以下のとおりである．一般に函数の組 $\psi=(\psi_{1}, \ldots, \psi_{r})$ と複素数の組

$\underline{s}=(s_{1}, \ldots, s_{r})$
$\in \mathbb{C}$ぴに対し，べき乗の積 $\prod_{k=1}^{r}\psi_{k}^{s_{k}}$ を $\psi^{\underline{s}}$ と書くものとする．有限次

元実ユークリッド空間 $V$ の中の正則凸錐 $\Omega$ 上の正値連続函数の組 $f=(f_{i}, \ldots, f_{r})$

と $V$ 上の斉次多項式函数の組 $F=(F_{1},$
$\ldots$ , F勃について

$\int_{\Omega}e^{-(x|\xi)}f^{\underline{s}}(x)d\mu_{\Omega}(x)=\Gamma_{f}(\underline{s})F^{-\underline{s}}(\xi)$ $(\xi\in\Omega^{*}, \Re s_{k}>M_{k}, k=1, \ldots, r)$ (3)
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が成り立つとする．ただし $d\mu_{\Omega}$ は $\Omega$ 上の標準測度で $\Omega^{*}\subset V$ は $\Omega$ の双対錐 (これ

らの詳しい説明は \S 1を参照), $\Gamma_{f}(\underline{s})$ は $\underline{s}$ の有理型函数，$M_{k}(k=1, . . . , r)$ は或る正

数である．たとえば $\Omega$ が等質錐のときは，$F$ が双対錐 $\Omega^{*}$ に付随する基本相対不変

多項式の組となるように $f$ をとることができる ([4, 8 一般に (3) が成り立つとき，
$V$ 上の測度とみなした $\Gamma_{f}(\underline{s})^{-1}f^{\underline{s}}d\mu_{\Omega}$ を $\underline{s}$ について解析接続することにより，Riesz
超函数 $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}\in S’(V)$ が全ての $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ について定義できる (\S 3). このとき非負整数

の組 $\underline{m}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}$ について $\mathcal{R}_{f,\underline{m}}$ は微分作用素 $F^{\underline{m}}( \frac{\partial}{\partial x})$ の基本解である (定理 8).

我々の主結果は，(3) を満たす一つの例から，$\Omega$ の Rothaus拡大なる高次元の錐上

で別の例を構成する系統的な方法を与えたことである (\S 2). 最も単純な錐である半

直線上の積分公式

$\int_{0}^{\infty}e^{-x\xi}x^{\alpha-1}dx=\Gamma(\alpha)\xi^{-\alpha} (\Re\alpha>0, \xi>0)$ (4)

から出発し，我々の方法を繰り返し適用することによって，(1), (2) はもとより全て

の等質錐上のガンマ型積分公式が得られる．さらには数理統計において知られてい

る ([10, 12]) 以下のような非等質錐上のガンマ型積分公式も，我々の方法で得られる

ことが分かった (\S 2, 例 2). すなわち

$V:=\{x=(\begin{array}{llll}x_{1} x_{5} 0 0x_{5} x_{2} x_{6} 00 x_{6} x_{3} x_{7}0 0 x_{7} x_{4}\end{array})\in Sym(4, \mathbb{R})\}\simeq \mathbb{R}^{7},$

$\Omega:=\{x\in V;x_{1}>0, x_{1}x_{2}-x_{5}^{2}>0, x_{2}x_{3}-x_{6}^{2}>0, x_{3}x_{4}-x_{7}^{2}>0\}$

としたとき，

$\int_{\Omega}e^{-trx\xi}(x_{1}x_{2}-x_{5}^{2})^{\alpha-3/2}(x_{2}x_{3}-x_{6}^{2})^{\alpha-3/2}(x_{3}x_{4}-x_{7}^{2})^{\alpha-3/2}x_{2}^{-\alpha+1}x_{3}^{-\alpha+1}dx$

$=\pi^{3/2}\Gamma(\alpha)\Gamma(\alpha-1/2)^{3}(\det\xi)^{-\alpha}$
(5)

$(\Re\alpha>1/2, \xi\in V\cap Sym^{+}(4, \mathbb{R}$

この例から，$V$ 上の微分作用素

$\det(\frac{\partial}{\partial x})=\frac{\partial^{4}}{\partial x_{1}\partial x_{2}\partial x_{3}\partial x_{4}}-\frac{1}{4}\frac{\partial^{4}}{\partial x_{1}\partial x_{2}\partial x_{7}^{2}}-\frac{1}{4}\frac{\partial^{4}}{\partial x_{1}\partial x_{4}\partial x_{6}^{2}}-\frac{1}{4}\frac{\partial^{4}}{\partial x_{3}\partial x_{4}\partial x_{5}^{2}}-\frac{1}{16}\frac{\partial^{4}}{\partial x_{5}^{2}\partial x_{7}^{2}}$

の基本解の台は $\partial\Omega$ に含まれることが分かる．

\S 1. 準備．

有限次元実ベクトル空間 $V$ 中の直線を含まない開凸錐 $\Omega\subset V$ を正則凸錐とい
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う．ベクトル空間 $V$ の内積 $(\cdot|\cdot)_{V}$ を一つ固定し，この内積に関する $\Omega$ の双対錐

$\{\xi\in V;(x|\xi)_{V}>0\forall x\in\overline{\Omega}\backslash \{O\}\}$ を $\Omega^{*}$ と書く．正則凸錐 $\Omega$ の特性函数 $\chi_{\Omega}$ :
$\Omegaarrow \mathbb{R}_{>0}$ を $\chi_{\Omega}(x):=\int_{\Omega^{*}}e^{-(x|\xi)_{V}}d\xi$ $(x\in\Omega)$ と定め，$\Omega$ 上の標準測度 (canonical
measure) $d\mu_{\Omega}$ を $d\mu(x):=\chi_{\Omega}(x)dx$ と定義する．ここで $d\xi$ および $dx$ は内積 $(\cdot|\cdot)v$

から定まる $V$ 上のユークリッド測度である．

補題 1. ユークリッド空間巧，$V_{2}$ の中の正則凸錐 $\Omega_{i}\subset V_{i}(i=1,2)$ について，線形
同型写像 $\Phi$ : $V_{1}arrow V_{2}$ により $\Phi(\Omega_{1})=\Omega_{2}$ となるならば，$\Phi_{*}d\mu_{\Omega_{1}}=d\mu_{\Omega_{2}}$ が成り

立つ．

証明．それぞれの内積に関する巧，$V_{2}$ の正規直交基底をとり，それらに関する $\Phi$

の行列表示を $M$ とする．このとき $x_{2}=\Phi(x_{1})\in V_{2}(x_{1}\in V_{1})$ ならば，それぞれの
ユークリッド測度の間に $dx_{2}=|\det M|\Phi_{*}(dx_{1})$ の関係がある．これから

$(\Phi_{*}d\mu_{\Omega_{1}})(x_{2})=\chi_{\Omega_{1}}(\Phi^{-1}(x_{2}))|\det M|^{-1}dx_{2}$ . (6)

共役作用素 $\Phi^{*}$ : $V_{2}arrow V_{1}$ を $(x_{1}|\Phi^{*}(x_{2}))_{V_{1}}=(\Phi(x_{1})|x_{2})_{V_{2}}(x_{1}\in V_{1}, x_{2}\in V_{2})$ とな

るように定義すると $\Phi^{*}(\Omega_{2}^{*})=\Omega_{1}^{*}$ となる．一方 $\xi_{1}=\Phi^{*}(\xi_{2})\in V_{1}(\xi_{2}\in V_{2})$ のとき

$d\xi_{1}=|\det M|(\Phi^{*})_{*}d\xi_{2}$ である．よって $x_{1}\in\Omega_{1}$ について

$\chi_{\Omega_{2}}(\Phi(x_{1}))=\int_{\Omega_{2}}e^{-(\Phi(x_{1})|\xi_{2})_{V_{2}}}d\xi_{2}=\int_{\Omega_{2}}e^{-(x|\Phi^{*}(\xi_{2}))_{V_{1}}}1d\xi_{2}=\int_{\Omega_{1}}e^{-(x_{1}|\xi_{1})_{V_{1}}}|\det M|^{-1}d\xi_{1}$

$=|\det_{\mathfrak{l}}M|^{-1}\chi_{\Omega_{1}}(x_{1})$

であるから，$x_{2}=\Phi(x_{1})$ とすると $\chi_{\Omega_{1}}(\Phi^{-1}(x_{2}))=|\det M|\chi_{\Omega_{2}}(x_{2})$ . これと (6) を組

み合わせて主張を得る．口

補題 1より，正則凸錐 $\Omega\subset V$ の標準測度 $d\mu_{\Omega}$ は内積のとり方に依らずに定ま

り，しかも $\Omega$ の線型自己同型群 $GL(\Omega):=\{g\in GL(V);g\Omega=\Omega\}$ の作用に関して

不変であることが分かる．なお 1次元の錐 $\Omega=\mathbb{R}_{>0}$ については $\chi_{\Omega}(x)=\frac{1}{x}$ であり，
$d \mu_{\Omega}(x)=\frac{dx}{x}$ である．

\S 2. 正則凸錐の Rothaus 拡大．

正則凸錐 $\Omega\subset V$ に対し，線型写像 $\phi$ : $Varrow Sym(m, \mathbb{R})$ で

$x\in\Omega\Rightarrow\phi(x)\in Sym^{+}(m, \mathbb{R})$ (7)

となるものを考える．このとき

$\tilde{V}^{\phi}:=\mathbb{R}\oplus \mathbb{R}^{m}\oplus V,$
$\tilde{\Omega}^{\phi}:=\{(c, v, x)\in\tilde{V}^{\phi};x\in\Omega,$ $(\begin{array}{ll}\phi(x) vtv c\end{array})\in Sym^{+}(m+1, \mathbb{R})\}$
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と定義すると，$\tilde{\Omega}^{\phi}\subset\tilde{V}^{\phi}$ は正則凸錐である．これを錐 $\Omega$ の $\phi$ による Rothaus 拡大

とよぶ．さて $x\in\Omega$ のとき (7) より $\phi(x)$ は可逆だから

$(\begin{array}{ll}\phi(x) vtv c\end{array})=(\begin{array}{ll}I_{m} tv\phi(x)^{-1} 1\end{array})(\phi(x) c- tv\phi(x)^{-1}v)(\begin{array}{ll}I_{m} \phi^{-1}(x)v 1\end{array})$

となる．よって

$\tilde{\Omega}^{\phi}=\{(c, v, x)\in\tilde{V}^{\phi};x\in\Omega, c-tv\phi(x)^{-1}v>0\}$

(8)
$=\{(c’+tv’\phi(x)v’, \phi(x)v’, x);x\in\Omega, v’\in \mathbb{R}^{m}, c’>0\}$

を得る．

ベクトル空間 $\tilde{V}^{\phi}$ の内積を

$(\tilde{x}|\tilde{\xi})_{\tilde{V}^{\phi}}:=\lambda c+2^{t}\beta v+(x|\xi)_{V} (\tilde{x}=(c, v, x),\tilde{\xi}=(\lambda, \beta, \xi)\in\tilde{V}^{\phi})$

と定義する．この内積に関する $\tilde{\Omega}^{\phi}$ の双対錐を考えよう．写像 $q_{\phi}$ : $\mathbb{R}^{m}arrow V$ を

$(x|q_{\phi}(v))_{V}=tv\phi(x)v (v\in \mathbb{R}^{m}, x\in V)$

となるように定めると，$q_{\phi}$ は $V$ 値二次形式であり $\Omega^{*}$ に関して正値，すなわち

$v\in \mathbb{R}^{m}\backslash \{0\}\Rightarrow q_{\phi}(v)\in\overline{\Omega}\backslash \{0\}$ (9)

が成り立つ．逆に (9) を満たす $V$ 値二次形式 $q$ について，$q=q_{\phi}$ となるような線型

写像 $\phi$ で (7) を満たすものが一意的に定まる．

補題 2 (Rothaus [12]). Rothaus 拡大 $\tilde{\Omega}^{\phi}$ の双対錐は以下のように記述される :

$( \tilde{\Omega}^{\phi})^{*}=\{(\lambda, \beta, \xi)\in\overline{V}^{\phi};\lambda>0, \xi-\frac{1}{\lambda}q_{\phi}(\beta)\in\Omega^{*}\}.$

証明．錐 $\tilde{\Omega}^{\phi}$ の閉包
$\overline{\tilde{\Omega}^{\phi}}$

は，(8) より次のように表せる:

$\overline{\tilde{\Omega}^{\phi}}=\{(c’+tv’\phi(x)v’, \phi(x)v’, x);x\in\overline{\Omega}, v’\in \mathbb{R}^{m}, c’\geq 0\}.$

いま $\tilde{x}=(c’+tv’\phi(x)v’, \phi(x)v’, x)\in\overline{\tilde{\Omega}^{\phi}}$ と $\tilde{\xi}=(\lambda, \beta, \xi)\in\tilde{V}^{\phi}$ について

$(\tilde{x}|\tilde{\xi})_{\tilde{V}^{\phi}}=\lambda(c’+tv’\phi(x)v’)+2^{t}\beta\phi(x)v’+(x|\xi)_{V}$

$= \lambda c’+\lambda^{t}(v’+\frac{1}{\lambda}\beta)\phi(x)(v’+\frac{1}{\lambda}\beta)+(x|\xi-\frac{1}{\beta}q_{\phi}(\beta))_{V}$ .
(10)

この右辺が任意の $c’\geq 0,$ $v’\in \mathbb{R}^{m},$
$x\in\overline{\Omega}$ $(ただし (c’, v’, x)\neq(0,0, O))$ について正

になるには $\lambda>0$ かつ $\xi-\frac{1}{\lambda}q_{\phi}(\beta)\in\Omega^{*}$ が必要十分であり，したがって主張は示さ
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れた． 口

Rothaus [12] は全ての等質錐が 1次元の錐 $\mathbb{R}_{>0}$ を繰り返し Rothaus 拡大するこ
とによって実現されることを示した．我々は $\tilde{\Omega}^{\phi}$ 上の解析を $\Omega$ 上の解析に帰着する

方法を探究する．このような発想は Gindikin [4, 5] や Vinberg [15] による等質錐の
研究に，しばしばみられるものである．

補題 3. Rothaus 拡大 $\tilde{\Omega}^{\phi}$

の特性函数は，$\Omega$ の特性函数を用いて次のように表される :

$\chi_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=(2\pi)^{m/2}\Gamma(1+\frac{m}{2})(c-tv\phi(x)^{-1}v)^{-1-\frac{m}{2}}(\det\phi(x))^{-1/2}\chi_{\Omega}(x)$

$(\tilde{x}=(c, v, x)\in\tilde{\Omega}^{\phi})$ .

証明．補題 2より

$(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*}=\{(\lambda, \lambda\beta’, \xi’+\lambda q_{\phi}(\beta’));\lambda>0, \beta’\in \mathbb{R}^{m}, \xi’\in\Omega^{*}\}.$

と書け，$\tilde{\xi}=(\lambda, \lambda\beta’, \xi’+\lambda q_{\phi}(\beta’))\in(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*}$ と $\tilde{x}=(c, v, x)\in\tilde{V}^{\phi}$ について

$(\tilde{x}|\tilde{\xi})_{\tilde{V}^{\phi}}=\lambda c+2\lambda^{t}\beta’v+(x|\xi’+\lambda q_{\phi}(\beta’))_{V}$

$=\lambda(c-tv\phi(x)^{-1}v)+\lambda^{t}(\beta’+\phi(x)^{-1}v)\phi(x)(\beta’+\phi(x)^{-1}v)+(x|\xi’)$

である．さて $\tilde{V}^{\phi}$ の内積の定義から $\tilde{\xi}=(\lambda, \beta, \xi)$ のとき $d\tilde{\xi}=2^{m/2}d\lambda d\beta d\xi$ であり，
よって $\tilde{\xi}=(\lambda, \lambda\beta’, \xi’+\lambda q_{\phi}(\beta’))$ ならば $d\tilde{\xi}=2^{m/2}\lambda^{m}d\lambda d\beta’d\xi’$ である．これから

$\chi_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=\int_{(\tilde{\Omega})^{*}}\phi e^{-(\tilde{x}1\tilde{\xi})}d\tilde{\xi}$

$= \int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{m}}\int_{\Omega^{*}}e^{-\lambda(-v\phi(x)^{-1}v)}c^{t}e^{-\lambda^{t}(\beta’+\phi(x)^{-1}v)\phi(x)(\beta’+\phi(x)^{-1}v)}e^{-(x|\xi’)}2^{m/2}\lambda^{m}d\lambda d\beta’d\xi’.$

ここで

$\int_{\mathbb{R}^{m}}e^{-\lambda^{t}(\beta’+\phi(x)^{-1}v)\phi(x)(\beta’+\phi(x)^{-1}v)}d\beta’=\pi^{m/2}\lambda^{-m/2}(\det\phi(x))^{-1/2}$

だから

$\chi_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=(2\pi)^{m/2}(\det\phi(x))^{-1/2}\int_{0}^{\infty}e^{-\lambda(v\phi(x)^{-1}v)}\mathcal{C}-t\lambda^{m/2}d\lambda\int_{\Omega^{*}}e^{-(x|\xi’)}d\xi’.$

補題 3の計算と同様にして，次が示される．

したがって (4) から主張を得る． 口
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命題 4. 正則凸錐 $\Omega$ 上の函数 $f$ , 双対錐 $\Omega^{*}$ 上の函数 $F$ および定数 $A$ との間に

$\int_{\Omega^{*}}e^{-(x|\xi)}F(\xi)d\xi=A\chi_{\Omega}(x)f(x)^{-1} (x\in\Omega)$

という関係が成り立っているとする．このとき $\alpha\in \mathbb{C}$ に対し

$f_{\alpha}^{\phi}(\tilde{x}) :=(c-tv\phi(x)v)^{\alpha}f(x) (\tilde{x}=(c, v, x)\in\tilde{\Omega}^{\phi})$ , (11)

$F_{\alpha}^{q}( \tilde{\xi}):=\lambda^{\alpha}F(\xi-\frac{1}{\lambda}q_{\phi}(\beta)) (\tilde{\xi}=(\lambda, \beta, \xi)\in(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*})$ (12)

とおくと

$\int_{(\tilde{\Omega})}\phi\cdot e^{-(\tilde{x}1\overline{\xi})}F_{\alpha}^{q}(\tilde{\xi})d\tilde{\xi}=\frac{A\Gamma(\alpha+1+\frac{m}{2})}{\Gamma(1+\frac{m}{2})}\chi_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})f_{\alpha}^{\phi}(\tilde{x})^{-1}$

$( \Re\alpha>-1-\frac{m}{2})\tilde{x}\in\tilde{\Omega}^{\phi})$

が成り立つ．

証明．補題 3の証明のように $\tilde{\xi}=(\lambda, \lambda\beta’, \xi’+\lambda q_{\phi}(\beta’))$ とすると $F_{\alpha}^{q}(\tilde{\xi})=\lambda^{\alpha}F(\xi’)$

であり，左辺は次のように計算される :

$\int_{0}^{\infty}\int_{R^{m}}\int_{\Omega^{*}}e^{-\lambda(cv\phi(x)^{-1}v)}\backslash -te^{-\lambda^{t}(\beta’+\phi(x)^{-1}v)\phi(x)(\beta’+\phi(x)^{-1}v)}e^{-(x|\xi’)}\lambda^{\alpha}F(\xi’)2^{m/2}\lambda^{m}d\lambda d\beta’d\xi’$

$=(2 \pi)^{m/2}(\det\phi(x))^{-1/2}\int_{0}^{\infty}e^{-\lambda(cv\phi(x)^{-1}v)}-t\lambda^{\alpha+m/2}d\lambda\int_{\Omega}.$ $e^{-(x|\xi’)}F(\xi’)d\xi’.$

命題 4の双対として次の公式が成り立つ．

したがって (4)と補題 3から主張は従う．口

命題 5. 正則凸錐 $\Omega$ 上の函数 $f$ , 双対錐 $\Omega^{*}$ 上の函数 $F$ および定数 $B$ との間に

$\int_{\Omega}e^{-(x|\xi)}f(x)d\mu_{\Omega}(x)=BF(\xi)^{-1} (\xi\in\Omega^{*})$ (13)

という関係が成り立っているとする．このとき (11) と (12) によって定まる $f_{\alpha}^{\phi}$ と

$F_{\alpha}^{q}$ について

$\int_{\tilde{\Omega}^{\phi}}e^{-(\overline{x}1\tilde{\xi})}f_{\alpha}^{\phi}(\tilde{x})d\mu_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=(2\pi)^{m}B\Gamma(1+\frac{m}{2})\Gamma(\alpha-\frac{m}{2})F_{\alpha}^{q}(\tilde{\xi})^{-1}$

$( \Re\alpha>\frac{m}{2},\tilde{\xi}\in(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*})$

が成り立つ．
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証明．元 $\tilde{x}=(c, v, x)\in\tilde{\Omega}^{\phi}$ について $d\tilde{\xi}=2^{m/2}$ dcdvdx であり，補題 3から

$d \mu_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=(2\pi)^{m/2}\Gamma(1+\frac{m}{2})(c-tv\phi(x)^{-1}v)^{-1-}$ 号 $(\det\phi(x))^{-1/2}2^{m/2}dcdvd\mu_{\Omega}(x)$ .

さらに $\tilde{x}=(c’+tv’\phi(x)v’, \phi(x)v’, x)$ とすると

$d \mu_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=2^{m}\pi^{m/2}\Gamma(1+\frac{m}{2})(c’)^{-1-\frac{m}{2}}(\det\phi(x))^{1/2}dcdvd\mu_{\Omega}(x)$ .

よって (10) から

$\int_{\tilde{\Omega}^{\phi}}e^{-(\tilde{x}1\overline{\xi})}f_{\alpha}^{\phi}(\tilde{x})d\mu_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})$

$=2^{m} \pi^{m/2}\Gamma(1+\frac{m}{2})\int_{0}^{\infty}\int_{\mathbb{R}^{m}}\int_{\Omega}e^{-\lambda c’}e^{\lambda^{t}(v’+\frac{1}{\lambda}\beta)\phi(x)(v’+\frac{1}{\lambda}\beta)}e^{(x|\xi-\frac{1}{\beta}q_{\phi}(\beta))}$

$\cross(c’)^{\alpha-m/2-1}f(x)(\det\phi(x))^{1/2}dc’dv’d\mu_{\Omega}(x)$ .

ここで

$\int_{\mathbb{R}^{m}}e^{\lambda^{t}(v’+\frac{1}{\lambda}\beta)\phi(x)(v’+\frac{1}{\lambda}\beta)}dv’=\pi^{m/2}\lambda^{-m/2}(\det\phi(x))^{-1/2}$

だから (4) および (13) より

$\int_{\tilde{\Omega}\phi}e^{-(\tilde{x}1\tilde{\xi})}f_{\alpha}^{\phi}(\tilde{x})d\mu_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})$

$=(2 \pi)^{7n}\Gamma(1+\frac{m}{2})\lambda^{-m/2}\int_{\Omega}e^{-\lambda c’}(c’)^{\alpha-m/2-1}dc’\int_{0}^{\infty}e^{(x1\xi-\frac{1}{\beta}q_{\phi}(\beta))}f(x)d\mu_{\Omega}(x)$

$=(2 \pi)^{m}\Gamma(1+\frac{m}{2})\Gamma(\alpha-\frac{m}{2})\lambda^{-\alpha}\cdot BF(\xi-\frac{1}{\beta}q_{\phi}(\beta))^{-1}$

したがって主張は示された．ロ

以後 $f$ と $F$ は関係式 (3) をみたす函数の組 $(fi, \ldots, f_{r})$ と $(F_{1}, \ldots, F_{r})$ をそれぞ

れ表すものとする．このとき $\tilde{\Omega}^{\phi}$ 上の正値函数の組 $\tilde{f}=(\tilde{f}_{1}, \ldots,\tilde{f}_{r+1})$ と $\tilde{V}^{\phi}$ 上の斉

次多項式の組 $\tilde{F}=(\tilde{F}_{1}, \ldots,\tilde{F}_{r+1})$ を次のように定義する．まず

$\tilde{F}_{k}(\tilde{\xi}):=(F_{k})_{d_{k}}^{q}(\tilde{\xi})=\lambda_{k}^{d_{k}}F_{k}(\xi-\frac{1}{\lambda}q_{\phi}(\beta)) (k=1, \ldots, r)$ ,

$\tilde{F}_{r+1}(\tilde{\xi}):=\lambda$

とする．ここで娠は自然数で，$\tilde{F}_{k}$ が多項式になるように十分大きくとる．たとえば

$d_{k}\geq d_{K}’:=\deg$燃ならば $\tilde{F}_{k}(\tilde{\xi})=\lambda^{d_{k}-d_{k}’}F_{k}(\lambda\xi-q_{\phi}(\beta))$ だから $\tilde{F}_{k}$ は多項式になる．

多項式最の形によっては，$d_{k}$ をもっと小さくとることもできる．一方

$\tilde{f}_{k}(\tilde{x}) :=(f_{k})_{d_{k}}^{\phi}(\tilde{x})=(c-tv\phi(x)^{-1}v)^{d_{k}}f_{k}(x) (k=1, \ldots, r)$ ,

$\tilde{f}_{r+1}(\tilde{x}):=c-tv\phi(x)^{-1}v$

と定義する．
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定理 6. パラメータ $\underline{\sigma}=(\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{r+1})\in \mathbb{C}^{r+1}$ について

$\Gamma_{\overline{f}}(\underline{\sigma}):=(2\pi)^{m}\Gamma(\frac{m}{2}+1)\Gamma(\sigma_{r+1}+\sum_{k=1}^{r}d_{k}\sigma_{k}-\frac{m}{2})\Gamma_{f}(\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{r})$

とおくと，

$\int_{\tilde{\Omega}\phi}e^{-(\overline{x}1\tilde{\xi})}\tilde{f}^{\underline{\sigma}}(\tilde{x})d\mu_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})=\Gamma_{\overline{f}}(\underline{\sigma})\tilde{F}^{-\underline{\sigma}}(\tilde{\xi})$ (14)

$(\xi\in(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*}, \Re\sigma_{r+1}>^{\underline{m}} \Re\sigma_{k}>M_{k}, k=1, \ldots, r)$

2’

が成り立つ．

証明．定義から $\underline{\sigma}’$ $:=(\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{r})\in \mathbb{C}^{r}$ および $\alpha:=\sigma_{r+1}+\sum_{k=1}^{r}d_{k}\sigma_{k}$ とおくと，
$\tilde{f}^{\underline{\sigma}}=(f^{\underline{\sigma}’})_{\alpha}^{\phi}$ かつ $\tilde{F}^{\underline{\sigma}}=(F^{\underline{\sigma}’})_{\alpha}^{q}$ である．したがって命題 5を適用して主張を得る．□

証明から分かるように，積分の収束条件の一つである $\Re\sigma_{r+1}>\frac{m}{2}$ は，より弱い
$\Re(\sigma_{k+1}+\sum_{k=1}^{r}d_{k}\sigma_{k})>\frac{m}{2}$ で置き換えられる．

例 1 線型写像 $\phi$ : $\mathbb{R}\ni x\mapsto xI_{m}\in Sym(m, \mathbb{R})$ は 1次元錐 $\Omega:=\mathbb{R}_{>0}$ に関して条件

(7) をみたす．対応する二次形式は $q_{\phi}$ : $\mathbb{R}\ni\beta\mapsto\Vert\beta\Vert^{2}:=\sum_{j=1}^{m}\beta_{j}^{2}\in \mathbb{R}$ である．この

とき $\tilde{V}^{\phi}=\mathbb{R}\oplus \mathbb{R}^{m}\oplus \mathbb{R}\simeq \mathbb{R}^{m+2}$ であり，$\tilde{\Omega}^{\phi}=\{(c, v, x)\in\tilde{V}^{\phi};x>0,$ $c- \frac{1}{x}\Vert v\Vert^{2}>0\}$

(これは $(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*}$ と一致) かつ $d \mu_{\tilde{\Omega}^{\phi}}(c, v, x)=2^{m}\pi^{m/2}\Gamma(\frac{m}{2}+1)(cx-\Vert v\Vert^{2})^{-\frac{m}{2}-1}$ dcdvdx.

さらに $fi(x)=x,$ $F_{1}(\xi)=\xi,$ $d_{1}=1$ とすると

$\tilde{f}_{1}(c, v, x)=cx-\Vert v\Vert^{2}, \tilde{f}_{2}(c, v, x)=c-\frac{1}{x}\Vert v\Vert^{2},$

$\tilde{F}_{1}(\lambda, \beta, \xi)=\lambda\xi-\Vert\beta\Vert^{2}, \tilde{F}_{2}(\lambda, \beta, \xi)=\lambda$

であり，$\Gamma_{\overline{f}}(s_{1}, s_{2})=(2\pi)^{m}\Gamma(\frac{m}{2}+1)\Gamma(s_{1})\Gamma(s_{1}+s_{2}-\frac{m}{2})$ . いま

$n:=m+2, c=y_{n}-y_{1}, x=y_{n}+y_{1}, v_{j}=y_{j+1}(j=1, \ldots, n)$

$\lambda=(\eta_{n}-\eta_{1})/2, \xi=(\eta_{n}+\eta_{1})/2, \beta_{j}=\eta_{j+1}/2(j=1, \ldots, n)$

と変数変換すると $(c, v, x)\in\tilde{\Omega}^{\phi}\Leftrightarrow y\in\Lambda_{n}$ であり，

$\tilde{f}_{1}(c, v, x)=y_{n}^{2}-y_{1}^{2}-\cdots-y_{n-1}^{2}, \tilde{f}_{2}(c, v, x)=\frac{y_{n}^{2}-y_{1}^{2}-\cdots-y_{n-1}^{2}}{y_{n}+y_{1}},$

$\tilde{F}_{1}(\lambda, \beta, \xi)=(\eta_{n}^{2}-\eta_{1}^{2}-\cdots-\eta_{n-1}^{2})/4, \tilde{F}_{2}(\lambda, \beta, \xi)=(\eta_{n}-\eta_{1})/2.$
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これらを (14) に代入して整理すると

$\int_{\Lambda_{n}}e^{-y\eta}(y_{n}+y_{1})^{-s2}(y_{n}^{2}-y_{1}^{2}-\cdots-y_{n-1}^{2})^{s_{1}+s2^{-n/2}}dyt$

$=r_{\Lambda_{n}}21$
$( \Re s_{1}>0, \Re(s_{1}+s_{2})>\frac{n-2}{2}, \eta\in\Lambda_{n})$ ,

ただし $\Gamma_{\Lambda_{n}}(S_{1}, \mathcal{S}_{2})$ $:= \pi(2\Gamma(s_{1})\Gamma(s_{1}+s_{2}-\frac{n-2}{2})$ ,

となり，とくに $s_{1}=\alpha,$ $s_{2}=0$ を代入して (1) を得る．

例 2 ベクトノレ空間 $V=\{x\in Sym(r, \mathbb{R});x_{ij}=0 if |i-j|\geq 2\}$ および，その部分

空間砿 $:=$ $\{ x\in V;x_{ij}=0 if i>k or j>k\})(k=1, . . . , r)$ を考える．錐 $\Omega_{k}\subset$ 砿
を

$\Omega_{k}:=\{x\in V_{k};x_{11}>0, |\begin{array}{ll}x_{\ell-1,\ell-1} x_{\ell,l-1}x_{\ell,\ell-1} X\ell\ell\end{array}|>0(1<\ell\leq k)\}$

によって定める．線型写像 $\phi_{k}:V_{k}\ni x\mapsto x_{kk}\in \mathbb{R}=Sym(1, \mathbb{R})$ は $\Omega_{k}$ に関して (7)

を満たし，$\tilde{\Omega}_{k}^{\phi_{k}}$ は自然に $\Omega_{k+1}$ と同一視できる．すなわち $\Omega_{1}\simeq \mathbb{R}_{>0}$ から Rothaus 拡
大を繰り返して $\Omega_{k}$ が得られるので，これらは正則凸錐である．しかも $\Omega:=\Omega_{r}\subset V$

は，内積 $(x|\xi):=trx\xi$ に関して $Sym^{+}(r, \mathbb{R})\cap V$ の双対錐である ([10]). 補題 3を繰
り返し適用して

$d \mu_{\Omega}(x)=\pi^{r-1}\frac{\prod_{\ell=2}^{r-1}x_{\ell\ell}}{\prod_{\ell=2}^{r}|\begin{array}{ll}x_{\ell-1,\ell-1} x_{\ell,l-1}x_{\ell,\ell-1} X\ell\ell\end{array}|}dx$

がわかる．ただし $dx$ は各成分のルベーグ測度の直積を表す．さらに定理 6を繰り
返し適用することで $f=(fi, \ldots, f_{r})$ と $F=(F_{1}, \ldots, F_{r})$ が次のように得られる:

$f_{k}(x):= \prod_{k\leq\ell\leq r}(X\ell\ell-\frac{x_{\ell,\ell-1}^{2}}{x_{\ell-1,l-1}}) (k=2, \ldots, r)$ ,

$f_{1}(x):=x_{11}f_{2}(x)$ ,

$F_{k}(\xi) :=\det(\xi_{ij})_{k\leq i\leq r,k\leq j\leq r} (k=1, \ldots, r)$ .

このとき

$\Gamma_{f}(\underline{s}):=\pi^{3(r-1)/2}\Gamma(s_{1})\prod_{k=2}^{r}\Gamma(s_{1}+\cdots+s_{k}-\frac{1}{2})$

とすると条件 $\Re s_{1}>0,$ $\Re(s_{1}+\cdots+s_{k})>1/2(k=2, \ldots, r)$ のもとで (3) が成り立

ち，とくに $r=4,$ $s_{1}=\alpha,$ $s_{2}=s_{3}=s_{4}=0$ を代入すると (5) が得られる．

定理 6の双対として，命題 4から次が従う．
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定理 7. 或る有理型函数 $\gamma_{F}(\underline{s})$ と正数 $N_{k}(k=1, \ldots, r)$ について

$\int_{\Omega^{r}}e^{-(x|\xi)}F^{\underline{s}}(\xi)d\xi=\gamma_{F}(\underline{s})\chi_{\Omega}(x)f^{-\underline{s}}(x)$ $(x\in\Omega, \Re s_{k}>N_{k}, k=1, \ldots, r)$

が成り立つならば

$\int_{(\tilde{\Omega}^{\phi})^{*}}e^{-(\overline{x}1\tilde{\xi})}\tilde{F}^{\underline{\sigma}}(\tilde{\xi})d\tilde{\xi}=\gamma_{\tilde{F}}(\underline{\sigma})\chi_{\tilde{\Omega}\phi}(\tilde{x})\tilde{f}^{-\underline{\sigma}}(\tilde{x})$

$(\tilde{x}\in\tilde{\Omega}^{\phi}, \Re\sigma_{r+1}>0, \Re\sigma_{k}>N_{k}, k=1, \ldots, r)$ ,

ただし $\gamma_{\tilde{F}}(\underline{\sigma})$ $:= \frac{\Gamma(\sigma_{r+1}+\sum_{k=1}^{r}d_{k}\sigma_{k}+1+\frac{m}{2})\gamma_{F}(\sigma_{1},\ldots,\sigma_{r})}{\Gamma(1+\frac{m}{2})},$

が成り立つ．

\S 3. Riesz 超函数．

関係式 (3) のもとで $\Re s_{k}>M_{k}(k=1, \ldots, r)$ となるパラメータ $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ に対し，

ベクトル空間 $V$ 上の緩増加超函数 $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}\in S’(V)$ を

$\langle \mathcal{R}_{f,\underline{s}}, \varphi\rangle:=\frac{1}{\Gamma_{f}(\underline{s})}\int_{\Omega}\varphi(x)f^{\underline{s}}(x)d\mu_{\Omega}(x) (\varphi\in S(V))$ (15)

と定義する．

定理 8. パラメータ $\underline{s}$ の正則函数として $\langle \mathcal{R}_{f,\underline{s}}$ ,のは $\mathbb{C}^{r}$ 全体に解析接続される．こ

の意味で $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}\in \mathcal{S}’(V)$ は全ての $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ について定義され，次が成り立つ:
(i) 任意の $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ と $\xi\in\Omega^{*}$ について $\langle \mathcal{R}_{f,\underline{s}},$ $e^{-(x|\xi)}\rangle_{x}=F^{-us}(\xi)$ . 正確には，左辺は $\Omega$

の閉包上で $e^{-(x|\xi)}$ と等しいような急減少函数を代入したものと考える．

(ii) 任意の $\underline{s},$

$\underline{s}’\in \mathbb{C}^{r}$ について $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}*\mathcal{R}_{f,\underline{s}’}=\mathcal{R}_{f,\underline{s}+\underline{s}’}.$

(iii) $\mathcal{R}_{f,(0,\ldots,0)}=\delta$ (Dirac の $\delta$ 超函数).

(iv) 非負整数の組 $\underline{m}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}$ について $F^{\underline{m}}( \frac{\partial}{\partial x})\mathcal{R}_{f,\underline{m}}=\delta$ . ただし $F^{\underline{m}}( \frac{\partial}{\partial x})$ は

$F^{\underline{m}}( \frac{\partial}{\partial x})e^{(x|\xi)}=F(\xi)(\forall\xi\inV)$ で特徴付けられる微分作用素である．

(v) もし supp $\varphi\subset V\backslash \partial\Omega$ ならば，全ての $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ について

$\langle \mathcal{R}_{f,\underline{s}},$
$\varphi\rangle=\frac{1}{\Gamma_{f}(\underline{s})}\int_{\Omega}\varphi(x)f^{\underline{s}}(x)d\mu_{\Omega}(x)$ が成り立つ．

(vi) 任意の $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ について supp $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}$ は $\Omega$ の閉包 $\overline{\Omega}$ に含まれる．

(vii) supp $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}$ が境界 $\partial\Omega$ に含まれる必要十分条件は $\frac{1}{\Gamma_{f}(\underline{s})}=0.$

証明．パラメータ $\underline{s}$ が $\Re s_{k}>M_{k}(k=1, \ldots, r)$ を満たす範囲では，(3) から

$\langle \mathcal{R}_{f,\underline{s}},$ $e^{-(x|\xi)}\rangle_{x}=F^{-\underline{s}}(\xi)(\xi\in\Omega^{*})$ が成り立つ．よってラプラス変換の一意性から，

任意の $\underline{m}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}$ について $F^{\underline{m}}( \frac{\partial}{\partial x})\mathcal{R}_{f,\underline{s}+\underline{m}}=\mathcal{R}_{f,\underline{s}}$ が成り立つ．すなわち

$\langle F^{\underline{m}}(\frac{\partial}{\partial x})\mathcal{R}_{f,\underline{s}+\underline{m}}, \varphi\rangle=\langle \mathcal{R}_{f,\underline{s}}, \varphi\rangle$
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であるが，左辺は $\Re s_{k}>M_{k}-m_{k}(k=1, \ldots, r)$ の範囲で定義でき，$\underline{s}$ の函数として

正則である．非負整数 $m_{k}$ は任意にとれるから，$\mathcal{R}_{f,\underline{s}}$ は $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ 全体に解析接続さ

れる．

解析接続の一意性から (i) が (全ての $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ に対して) 成り立ち，(ii), (iii), (iv)

はラプラス変換の一意性から従う．もし supp $\varphi\subset V\backslash \partial\Omega$ ならば，全ての $\underline{s}\in \mathbb{C}^{r}$ に

ついて，積分 $\int_{\Omega}\varphi(x)f^{\underline{S}}(x)d\mu_{\Omega}(x)$ が収束して $\underline{s}$ の正則函数を定めるので，(v) が成

り立つ．さらに (vi), (vii) は (v)から従う．口

このようにして得られた $\mathcal{R}_{f,\underline{s}}\in S’(V)(\underline{s}\in \mathbb{C}^{r})$ を Riesz 超函数とよぶ．定理 8

の系として次が得られる．

系 9. 非負整数の組 $\underline{m}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}$ について $F^{\underline{m}}( \frac{\partial}{\partial x})$ の基本解 $\mathcal{R}_{f,\underline{m}}$ の台が $\partial\Omega$ に含まれ

る (すなわちホイヘンスの原理が成 $\mathfrak{y}$ 立つ) 必要 $+$分条件は $\frac{1}{\Gamma_{f}(\underline{m})}=0$ である．
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