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概要

量子計算機の基本素子を与える量子ラビ模型は，Rabiにより 1937年に提出された模型 (準古典的) が Jaynes

と Cummings により量子化 (1963年) されたものである．2011年に D. Braak による大きな進展があったもの

の，依然，スペクトルの完全な記述はできていない．ここでは，量子ラビ模型 (quantum Rabi model)のハミルト

ニアン (非可換な係数をもつ微分作用素である) が，非可換調和振動子 (Non-commutative Harmonic Oscillator)

のそれを oscillator 表現を通して定める $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ の 2次の元の非ユニタリ表現像として捉えられる Heun ODE に

対して，その特異点を合流することにより得られること，また，この事実とは独立に，縮退する固有値は有限次元

表現論の枠組みで捉えられること，さらに関連する数論における問題等についても述べたい．

1 Introduction

本稿 (講演においても) の中心となるのは量子 Rabi模型のスペクトルに関する最近の筆者の研究の紹介とやや偏

りがあるかもしれない問題意識である (本文のいくつかの Remarksでは解明すべき課題などについてもふれたい).

量子 Rabi 模型は，二準位の原子と量子化された光との相互作用を記述するモデルであり，近年の量子情報の研究の

ひとつのベースになっている物理モデルである (例えば [45, 7] などを参照). その上で，ここで述べたいことは．

$\bullet$ まずは，非可換調和振動子 (Non-commutative Harmonic Oscillators[38, 39], [36]) と量子ラビ模型の関係で

ある．具体的な内容は，非可換調和振動子のハミルトニアンを oscillator表現で与えるリー環 512の普遍包絡

環 $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ の 2次の元の非ユニタリ表現像として捉えられる Heun ODE (4点確定特異点をもつ Fuchs 型常微

分方程式 [42, 44]) において二つの特異点を合流することにより，量子ラビ模型の合流ホイン描像が得られる

という事実 ([49] Int. Math. Res. Notices. (2015)), 及び，関連して解明すべき課題について，

$\bullet$ 一方で，これまで殆ど表現論 (群論) 的アプローチがみられなかったこのような量子相互作用モデルの研究に

あって，表現論的に直接扱える部分を開拓することはそれなりの意義があると思われる．そうした考えに基

づいて，量子ラビ模型に対し，(D. Braak [5] (2011) 以前に唯一捉えられていた) 縮退する固有値と固有状態

(M. Kus [27](1985):Judd’s solution とも呼ばれる) を， $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}$ の表現論の言葉で捉えることが可能であることの

紹介 ([50] J. Phys. A. Math. Theor. (2014) (with T. Yamasaki 及び，縮退しない例外型固有値の存在に

ついて，

$\bullet$ 上記を受け，量子ラビ模型のスペクトルを表現論を用いて記述するための予想とひとつの “怪しい期待”につい

て，さらに後者の “期待”に関しては，離散部分群あるいは跡公式という観点から定式化されることが望まれる

こと，

$\bullet$ 非可換調和振動子のスペクトルは，そのスペクトルゼータ関数 [15] の (とくに) 特殊値 [16] を通じて，やや驚

くべきと言ってもよいであろう数論的に豊かな構造を持つことが判っている ([22, 23, 24, 29 それが，どの

ように，量子ラビ模型に遺伝しているのかということを明らかにするための疑問のいくつかを提示すること，
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などである．$*1$

2 非可換調和振動子と量子ラビ模型

非可換調和振動子 $($NcHO) とは，以下のように非可換な (行列) 係数をもち，偶奇のパリティを保存する $(\mathbb{Z}_{2^{-}}$

symmetry) 常微分作用素によりハミルトニアンが定まる相互作用模型である．だが，現在まで，NcHO が何かの，た

とえば物理，生命科学や経済学，その他の分野に現れる “相互作用”を記述し得るモデルであるかどうかに関しては不

明である．

$Q=Q_{\alpha,\beta}= (\begin{array}{ll}\alpha 00 \beta\end{array})(-\frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\frac{1}{2}x^{2})+(\begin{array}{ll}0 -11 0\end{array})(x \frac{d}{dx}+\frac{1}{2})$ .

ここでは，以下 $\alpha,$ $\beta>0$ かつ $\alpha\beta>1$ を仮定する．この仮定により， $Q$ は $L^{2}(\mathbb{R};\mathbb{C}^{2})$ 上の自己共役な正定置非有界作

用素を定め，さらに離散固有値のみを持つことがわかる．

$0<\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq\lambda_{3}\leq\ldots(arrow\infty)$ .

なお， $\alpha=\beta$ のときは，$Q$ は (量子) 調和振動子のペア (2重) とユニタリ同値であることがわかる．実際，その固

有値は $\{\sqrt{\alpha^{2}-1}(n+\frac{1}{2})|n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}$ で与えられ重複度はすべて 2である．一般の場合には， $Q$ の固有値は明示的に

は与えられていない．NcHO の固有値の重複度の一様有界性については，すでに [39] において 3以下であることが

示されていたが，より精確に，1か 2であることが示されたのはごく最近 [46, 49] である．さらに [46] で与えられた

単純性を導く criterion を示すことにより，最低固有値の単純性が F. Hiroshima and I. Sasaki により証明されたの

も最近である [13]. なお，NcHO のスペクトル解析に関する詳細な扱いは [36], さらにごく最近までの発展は [37] を

参照していただきたい．

量子ラビ模型 (Quantum Rabi model:QRM) のハミルトニアンは以下で与えられる :

$H_{Rabi}/\hslash=\omega a^{\dagger}a+\Delta\sigma_{z}+g(\sigma^{+}+\sigma^{-})(a^{\dagger}+a)$ .

ここで $a^{\uparrow},$

$a$ は角振動数 $\omega$ のボゾニックモードに対する生成消滅演算子，$\sigma_{x}=$ $(\begin{array}{ll}0 ll 0\end{array}),$

$\sigma_{y}=$
$(\begin{array}{ll}0 -ii 0\end{array}),$

$\sigma_{z}=(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})$ はパウリ行列である．なお， $\sigma^{\pm}:=(\sigma_{x}\pm i\sigma_{y})/2$ とおし $\backslash$た．また， $9>0$ は二準位系とボゾニッ

クモードの間の結合強度，$2\Delta>0$ は二準位間のエネルギー差である．以下，一般性を失わずに $\hslash$ (プランク定数)

$=\omega=1$ とする．いま，

$a^{\dagger}= \frac{x-\partial_{x}}{\sqrt{2}}, a=\frac{x+\partial_{x}}{\sqrt{2}}$

と実現すれば $( \partial_{x}:=\frac{d}{dx})$ , NcHO の表示のように， $H_{Rabi}$ は

$H_{Rabi}= \frac{1}{2}(x^{2}-\partial_{x}^{2}-1)+\Delta(\begin{array}{ll}l 00 -1\end{array})+g \sqrt{2}x(\begin{array}{ll}0 11 0\end{array})$

と書ける $L^{2}(\mathbb{R};\mathbb{C}^{2})$ 上の (下から有界な) 自己共役作用素である．

ラビ模型自身の導入は I.I. Rabi (1937)[40] によるもので，(フオトンを含め) 完全に量子化された量子ラビ模型

は E.T. Jaynes and F.W. Cummings [19] による．しかしながら，量子ラビ模型 (QRM) のハミルトニアン $H_{Rabi}$

$*1$ なお本稿では，関数解析的あるいは複素解析的な議論の$。$洋細は$|$111」愛させていただくことにする．また，ここでは内容の技術的部分に関して

の詳細を述べ得ないので，興味をもって頂いた方になるべく必要な文献の孫引きを強いないでおけるように．関連論文の引用が明確になる

ように心掛ける．
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に可換な (非自明な) 作用素が存在しないことからその解析は困難であったため，その後はもっぱらその回転波近

似 (Rotating-wave approximation: RWA) として定まる，以下の Jaynes-Cummings(JC) 模型が考えられるように

なった．実際，結合定数 $g$ が $\Delta$ に比して小さいときは，実験にもよく合い重宝されてきた ([11] などを参照 $*$ 2). JC

模型 (JCM) のハミルトニアンは

$H_{JC}/\hslash=\omega a^{\dagger}a+\Delta\sigma_{z}+g(\sigma^{+}a+\sigma^{-}a^{\uparrow})$

で与えられ，さらに (可換量の存在)

$\mathcal{J}:=a\dagger a+\frac{1}{2}(\sigma_{z}+1)\Rightarrow[H_{JC}, \mathcal{J}]=0$

が判ることから，そのスペクトルは明示的に得られる ([11]. 容易であり，たとえば [50] の計算なども参照). ところ

が，近年の実験の進展により，JCM では，実験結果に合わない例が多く現れ，本来の量子ラビ模型に戻らざるを得

なくなってきた (たとえば [9, 34 このような状況下，Braakは breakthroughというべき量子ラビ模型の可解性

に関する論文 [5](2011) を著した．ところで，MKus[27] が得た縮退固有値は $E=n-g^{2}(n\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ という形をし

ている．そこで Braak は [5] で，この縮退固有値を Exceptional eigenvalues (例外型固有値) とよび，それ以外を

Regular eigenvalues (正則固有値) と命名した．したがって，量子ラビ模型のスペクトルの全体を $Spec(H_{Rabi})$ と記

すと

$Spec(H_{Rabi})=$ $\{$Regular $eigenvalues\}\sqcup\{$Exceptional eigenvalues $\}$

となる．Regular eigenvalues は，(QRM には JCM のように (一次元の) 不変量はないが， $\mathbb{Z}_{2}$-symmetryがあるこ

とを上手く用いることにより) ある微分方程式を用いて特徴付けられる超越関数の零点として与えられるというのが

Braak の論文 [5] の主結果である．一方，そこでは見落とされていたが， $E=n-g^{2}(n\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ という形をしている

にも関わらず縮退していない固有値が存在するはずだという数値的な観察がMaciejewskiらの論文 [30] においてなさ

れた ([50] でも同様の示唆を得ている). したがって，$E=n-g^{2}(n\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ なる形をした Exceptional eigenvalues

は，以下のように縮退するものとしないものに分割される :

$\{$ Exceptional $eigenvalues\}=\{degenerates\}u\{non-degenerates\}.$

したがって，QRM の縮退固有値とは退化例外型固有値に他ならない．

Remark 2.1. 上記の例外型固有値は，調和振動子の固有値 (半整数) の痕跡と思われるが、明確な説明を得ているわ

けではない．

Remark 2.2. NcHO の固有値が縮退するときもよく似たことが (現象としては) 観察できている．じつさし $\backslash$ , NcHO

の固有値が縮退するときもその重複度はつねに 2であり，それが起こりうるのは次の 2つの場合に限られる．i) “有

限型” 固有値と ‘無限型 固有値
$*$3が同じパリティ (偶 or 奇) で一致する場合，ii) 異なるパリテイをもつ “無限型

$\circ$

固

有値が一致する場合である．さらに i) の場合の固有値は，本質的に $(構造定数 \alpha, \beta からきまる定数倍を除き})$ 半 (正)

整数で与えられる [49]. (詳細は論文 [49] をご覧頂きたいが，[47] にもこの点の短い説明を付した．)しかしながら，

後ほど観るように，NcHO の縮退固有値が，Heun ODE の合流により，量子ラビ模型の退化 (例外型) 固有値に単純

に “落ちてきている “訳ではない．この点についても，今後の解明すべき課題がある．

$*2[11]$ の著者の一人である Serge Haroche は 2012年度のノーベル物理学賞の授賞者である．フオトンの研究であるが，授賞内容は [個々

の量子系の計測と操作を可能にした画期的手法の開発」 とされた．Jaynes-Cummings model や Rabi振動については，実験的な見地か

らの詳しい記述が [11] の\S 3.2以降にある．
$*3$ 固有値が有限型・無限型であるとは．対応する固有関数を Hermite 関数たちで展開したとき，それが有限・無限和となるというのが定義で

あるが，この定義は well-defined である．詳しくは [39, 49] などを参照．
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3次元リー環 $\mathfrak{s}$【2 $(\mathbb{R}$ $)$ の基底 $H,$ $E,$ $F$ を以下のように定める．

$[H, E]=2E, [H, F]=-2F, [E, F]=H.$

このとき，パラメータ $(\kappa, \epsilon, \nu)\in \mathbb{R}_{>0}^{3}$ に対し，$\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R})$ の普遍包絡環 $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ の 2次の元 $\mathcal{R}$ を

$\mathcal{R}=\mathcal{R}(\kappa, \epsilon, \nu) :=\frac{2}{\sinh 2\kappa}\{[(\sinh 2\kappa)(E-F)-(\cosh 2\kappa)H+\nu](H-\nu)+(\epsilon\nu)^{2}\}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$

で定義する．以下，本稿の主な主張の概略として， $\mathcal{R}$ の作用から NcHO が捉えられ，量子ラビ模型がその Heun型微

分方程式から合流操作によって得られている状況を図式化しておく (未定義記号については，順次述べていきたい):

NcHO
$arrow^{\pi_{1,}’,\pi_{2}’}$

$\mathcal{R}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$
$\vec{\pi_{a}’(^{\underline{\simeq}}\varpi_{a})}\mathcal{L}_{a}$ Heun ODE

Confluence

$\Downarrow$

process

$\mathcal{K}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$

$arrow^{\varpi_{a}}$ Confluent Heun ODE $\sim$ quantum Rabi model.

ここで $\pi_{1}’,$ $\pi_{2}’$ は，それぞれ $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}$ の oscillator表現 $\pi’$ を偶奇のパリティーに制限してできる既約表現であり (oscillator

表現については，たとえば [14]) . また， $\mathcal{L}_{a}$ は次で定義される積分変換であり，(変形) ラプラス変換と呼ぶべきもの

である．

$( \mathcal{L}_{a}u)(z):=\int_{0}^{\infty}u(yz)e^{-y^{2}/2}y^{a-1}dy.$

この $\mathcal{L}_{a}$ が， $a=1$ では偶関数の場合のインタートワイナー ( $\mathfrak{s}$【2に関する Lie algebra homomorphism) を与え，

$a=2$ では奇関数の場合のインタートワイナーを与える． $(a=2$ として偶関数の場合を考えると，おつりが現れる

ことになり，それが，[32] において，偶奇におけるアンバランスを生む原因となった．)したがって，以下の作用で

$\mathbb{C}[y, y^{-1}]$ (の完備化) 上に定義された $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}$ の非ユニタリ主系列表現 $\pi_{a}’(a\in \mathbb{C})$

$\pi_{a}’(H)=y\partial_{y}+\frac{1}{2}, \pi_{a}’(E)=\frac{1}{2}y^{2}, \pi_{a}’(F)=-\frac{1}{2}\partial_{y}^{2}+\frac{(a-1)(a-2)}{2}\cdot\frac{1}{y^{2}}.$

を $\mathcal{L}_{a}$ で移した作用 (表現) を $\varpi_{a}$ と記せば (正確に言えば，変数 $z$ を $w=z^{2}\coth\kappa$ と置き換えるのであるが，詳細

は [49] をご覧頂きたい．), NcHO の固有値問題は上記の普遍包絡環 $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ の 2次の元 $\mathcal{R}$ を用いて言い換えられるこ

とになる．

Proposition 2.1. $\alpha\neq\beta,$ $\lambda>0$ に対し，パラメータ $(\kappa, \epsilon, \nu)\in \mathbb{R}_{>0}^{3}$ を次で定ある．

cosh $\kappa=\sqrt{\frac{\alpha\beta}{\alpha\beta-1}}$ $\epsilon=|\frac{\alpha-\beta}{\alpha+\beta}|,$ $\nu=\frac{\alpha+\beta}{2\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}}\lambda.$

ただし $\lambda$ は非可換調和振動子 $Q$ の固有値である．このとき $\mathcal{R}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ の作用として，$NcHO$ のスペクトル問題の

偶奇関数部分 (パリティ) とそれぞれ同値な Heun作用素 $H_{\lambda}^{\pm}$ が現れる ([49]): $w:=z^{2}\coth\kappa$ とすると，

$\varpi_{1}(\mathcal{R})=4(\tanh\kappa)w(w-1)(w-\alpha\beta)H_{\lambda}^{+}(w, \partial_{w})$ ,

$\varpi_{2}(\mathcal{R})=4(\tanh\kappa)w(w-1)(w-\alpha\beta)H_{\lambda}^{-}(w, \partial_{w})$ .

ここで， $H_{\lambda}^{\pm}=H_{\lambda}^{\pm}(w, \partial_{w})$ はそれぞれ Heun の常微分作用素で，次で定義される :

$H_{\lambda}^{+}(w, \partial_{w}):=\frac{d^{2}}{dw^{2}}+(\frac{\frac{1}{2}-p}{w}+\frac{-\frac{1}{2}-p}{w-1}+\frac{p+1}{w-\alpha\beta})\frac{d}{dw}+\frac{-\frac{1}{2}(p+\frac{1}{2})w-q^{+}}{w(w-1)(w-\alpha\beta)},$

$H_{\lambda}^{-}(w, \partial_{w}):=\frac{d^{2}}{dw^{2}}+(\frac{1-p}{w}+\frac{-p}{w-1}+\frac{p+\frac{3}{2}}{w-\alpha\beta})\frac{d}{dw}+\frac{-\frac{3}{2}pw-q^{-}}{w(w-1)(w-\alpha\beta)}.$
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ただし $p= \frac{2\nu-3}{4}$ とおいた．また，これらの Heun作用素のアクセサリパラメータ $q^{\pm}=q^{\pm}(\lambda)$ は $\alpha,$
$\beta$ と $\lambda$ によって

以下のように与えられる．

$q^{+}= \{(p+\frac{1}{2})^{2}-(p+\frac{3}{4})^{2}(\frac{\beta-\alpha}{\beta+\alpha})^{2}\}(\alpha\beta-1)-\frac{1}{2}(p+\frac{1}{2})$ ,

$q^{-}= \{p^{2}-(p+\frac{3}{4})^{2}(\frac{\beta-\alpha}{\beta+\alpha})^{2}\}(\alpha\beta-1)-\frac{3}{2}p.$

このことから NcHO のスペクトル問題 $Q\varphi=\lambda\varphi$ は，4つの確定特異点 $w=0$ , 1, $\alpha\beta,$ $\infty$ を持つ 2階の Heun 型常

微分方程式 ([42, 44]) の，ある複素領域上の正則関数解が存在することと同値であることが判る．次の定理のうち，奇

関数の方は [32] において得られたものである．

Theorem 2.2 ([49]). 次の線形同型写像が存在する:

Even : $\{\varphi\in L^{2}(\mathbb{R},\mathbb{C}^{2})|Q\varphi=\lambda\varphi, \varphi(-x)=\varphi(x)\}arrow\sim\{f\in O(\Omega)|H_{\lambda}^{+}f=0\},$

Odd : $\{\varphi\in L^{2}(\mathbb{R},\mathbb{C}^{2})|Q\varphi=\lambda\varphi, \varphi(-x)=-\varphi(x)\}arrow\sim\{f\in \mathcal{O}(\Omega)|H_{\lambda}^{-}f=0\}.$

ここで $\Omega\subset \mathbb{C}$ は $0,$ $1\in\Omega,$ $\alpha\beta\not\in\Omega$ を満たす単連結領域で，$\mathcal{O}(\Omega)$ は $\Omega$ 上の正則関数全体の集合である．口

なお，作用素 $H_{\lambda}^{\pm}(w, \partial_{w})$ の Riemann’s scheme を記しておくと，それぞれ以下のようになる．

$H_{\lambda}^{+}$ : $(00$ $p+ \frac{3}{2}01$
$\alpha_{0}\beta-p$

$-(p^{\frac{1}{2}}+ \frac{1}{2})\infty$ $;wq^{+})$ , (1)

$H_{\lambda}^{-}:(\begin{array}{lllllll}0 l \alpha\beta \infty w q^{-}0 0 0 \frac{3}{2} p p+1 -p-\frac{1}{2} -p \end{array})$ . (2)

ここで一行目は確定特異点を表し，2行目 3行目には，それぞれの確定特異点での exponentsが示されている．

3 量子ラビ模型の Heun描像

Bargmann 変換 $\mathcal{B}$ を

$( \mathcal{B}f)(x)=\sqrt{2}\int_{-\infty}^{\infty}f(x)e^{2\pi xz-\pi x^{2}-}$ 晋 $z^{2}dx$

で定める．$\mathcal{B}$ により，以下のような生成消滅演算子の変換

$a^{\dagger}=(x-\partial_{x})/\sqrt{2}arrow z, a=(x+\partial_{x})/\sqrt{2}arrow\partial_{z}$

が引き起こされ，$H_{Rabi}$ の固有値問題から 1階の微分方程式系

$H_{Rabi}arrow(\begin{array}{ll}z\partial_{z}+\Delta-E g(z+\partial_{z})g(z+\partial_{z}) z\partial_{z}-\Delta-E\end{array})$ (3)

が与えられる．これを 1次元に書き直すことにより，固有値問題 $H_{Rabi}\varphi=E\varphi$ は次の 2階微分方程式に帰着される．

$\frac{d^{2}f}{dz^{2}}+p(z)\frac{df}{dz}+q(z)f=0,$

$p(z)= \frac{(1-2E-2g^{2})z-g}{z^{2}-g^{2}}, q(z)=\frac{-g^{2}z^{2}+gz+E^{2}-g^{2}-\Delta^{2}}{z^{2}-g^{2}}.$
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さらに $f(w)=:e^{-gz}\phi(x)$ , $x=(g+z)/2g$ とおくことで，$\phi(x)$ に関する合流型 Heun 微分方程式 $H_{1}^{Rabi}\phi=0,$

$H_{1}^{Rabi}:= \frac{d^{2}}{dx^{2}}+\{-4g^{2}+\frac{1-(E+g^{2})}{x}+\frac{1-(E+g^{2}+1)}{x-1}\}\frac{d}{dx}+\frac{4g^{2}(E+g^{2})x+\mu}{x(x-1)}$ , (4)

$\mu=(E+9^{2})^{2}-4g^{2}(E+g^{2})-\Delta^{2}$

が得られる．同様に $f(z)=e^{gz}\overline{\phi}(x)$ , $x=(g-z)/2g$ とおくと，$\phi$ (x) に関する合流型 Heun 微分方程式 $\mathcal{H}_{2}^{Rabi}\tilde{\phi}=0,$

$\mathcal{H}_{2}^{Rabi}:=\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\{-4g^{2}+\frac{1-(\lambda+g^{2}+1)}{x}+\frac{1-(\lambda+g^{2})}{x-1}\}\frac{d}{dx}+\frac{4g^{2}(\lambda+g^{2}-1)x+\mu}{x(x-1)}$ . (5)

が得られる．

Remark 3.1. 量子ラビ模型からは Bargmann 変換により一階の連立方程式が得られたのに対し，NcHO の場合は次

数は下がらず 2階の方程式系のままである．これは NcHO の解析，とくに固有値問題が量子ラビ模型より困難であり

うる理由の一つとなっている．ただし，NcHO が導入された論文 [39] においては，そのスペクトルを連分数展開を用

いて記述したが，それは，Braak の論文 [5] で行われた解析の親類筋といえるものである．したがって，[5] と同様の

手法を用いることにより，NcHO の場合にも，特別な超越関数 (有理型関数) が存在して $Q$ の零点がその固有値を特

定するという形の記述が可能であるかもしれない．

3.1 Heun 型方程式の合流操作

さて，$a\in \mathbb{Z}$ ( $a\in \mathbb{C}$ でも当面はよい) に対し，oscillator表現 $\pi_{a}’$ のラプラス変換 $\mathcal{L}_{a}$ の像を $\varpi_{a}$ を書くと

$z^{-a+1}\varpi_{a}(\mathcal{R})z^{a-1}=4(\tanh\kappa)w(w-1)(w-t)H^{a}(w, \partial_{w})$

となることがわかる．ただしここで $t=\coth^{2}\kappa$ とおけば，

$H^{a}(w, \partial_{w})=\frac{d^{2}}{dw^{2}}+(\frac{3-2\nu+2a}{4w}+\frac{-1-2\nu+2a}{4(w-1)}+\frac{-1+2\nu+2a}{w-t})\frac{d}{dw}+\frac{-\frac{1}{2}(a-\frac{1}{2})(a-\frac{1}{2}-\nu)w-q_{a}}{w(w-1)(w-\alpha\beta)}.$

ここで，アクセサリパラメータ $q_{a}$ は

$q_{a}= \{-(a-\frac{1}{2}-\nu)^{2}+(\epsilon\nu)^{2}\}(t-1)-2(a-\frac{1}{2})(a-\frac{1}{2}-\nu)$

となる．いま，$H^{a}(w, \partial_{w})$ の表示において $(a, \nu)arrow(a+p, \nu+p)$ という置き換えをし，二つの確定特異点 $w=t$ と

$w=\infty$ を以下の関係式で合流することにする．つまり

$t= \rho^{-1}, p=4g^{2}\rho^{-1}-(a+\frac{1}{2}) , \lim_{\rhoarrow 0} w(w-1)(w-t)\rho H^{a}(w, \partial_{w})$ (6)

$(\Leftrightarrow parrow\infty)$

という形である．(Heun ODE の合流の詳細に関してはテキスト [44] を参照．) さらに $E+9^{2_{=\frac{1}{4}(1+2\nu-2a)}}$ を

満たすように $a,$ $\nu$ をとると，シュレディンガー方程式 $H_{Rabi}\varphi=E\varphi$ と同値な 2階の微分方程式 (4) が得られること

になる [49]. なお，議論の出発点として $\mathcal{R}$ のかわりに以下で定める

$\tilde{\mathcal{R}}=\tilde{\mathcal{R}}(\kappa, \epsilon, \nu) :=\frac{2}{\sinh 2\kappa}\{(H-\nu)[(\sinh 2\kappa)(E-F)-(\cosh 2\kappa)H+\nu]+(\epsilon\nu)^{2}\}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$

を考え，上述と同じ手続きを行えば，もうひとつの 2階の微分方程式 (5) が得られる．

Remark 3.2. $K=(\begin{array}{ll}0 11 0\end{array})$ とおくと，ハミルトニアン $KQK$ は非可換調和振動子 $Q$ と同じスペクトルをもつこと

が容易に判る．さらにまた， $\pi’(\tilde{\mathcal{R}})u=0$ は固有値問題 $KQK\tilde{\varphi}=\lambda\tilde{\varphi}(\tilde{\varphi}\in L^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{C}^{2})$ を導く (Lemma 2.1 [49]).
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Remark 3.3. 上記の合流操作 (6) により NcHO と量子ラビ模型の関係がいわば超越的な操作にょり得られたことに

なるが，それがいったいどういう意味を持つのか不明である．とくに，合流操作において “表現のパラメータ $a$ も無限

大に飛ばしているようにみえる” ことなどについては，理由や意味を明確にする必要がある．

Remark 3.4. Braak は論文 \’i5] において，量子ラビ模型の固有値は各閉区間 $[n, n+1](n\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ において高々 2個

しかないとの予想をしている (端点などについての取り扱いの詳細 (合理的だと思う) については，直接 [5] にあたら

れたい). このことは，論文 [17]([31, 12, 13] なども参考となる) において Min-max theorem を利用して得た NcHO

のスペクトル分布とは様相を異にする．もし Braakの予想が正しく，後者の結果が optimalであるとすると，上記の

合流操作による量子ラビ模型の合流 Heun描像と NcHO との関係を反映していると考えるべきなのかもしれない．

4 量子ラビ模型の縮退スペクトル

前節のような合流操作を経ずに，(4) を直接捉える $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ の 2次の元 $\mathcal{K}$ が存在する．つまり， $\mathcal{K}$ を用いて $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}$ の有

限次元既約表現の枠組みの中で退化例外型スペクトルに対応する固有関数が構成される [50]. このことについて述べ

るのが本節の目的であるが，詳細は [50] をご覧頂きたい．

パラメータの組 $(\alpha, \beta, \gamma, C)\in \mathbb{R}^{4}$ に対して，$\mathbb{K}=K(\alpha, \beta, \gamma;C)\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ 及び，表現 $\varpi_{a}$ にも依存する定数

$\lambda_{a}=\lambda_{a}(\alpha, \beta, \gamma)$ を以下で定める．

$\mathbb{K}(\alpha, \beta, \gamma;C):=[\frac{1}{2}H-E+\alpha](F+\beta)+\gamma[H-\frac{1}{2}]+C,$

$\lambda_{a}(\alpha, \beta,\gamma):=\beta(\frac{1}{2}a+\alpha)+\gamma(a-\frac{1}{2})$ .

天下り的であるが，いま $(\alpha, \beta, \gamma)$ を $\alpha=1-\underline{E}+\Delta_{-}^{2}2,$ $\beta=4g^{2},$ $\gamma=\frac{1}{2}-\frac{E+}{2}B_{-}^{2}$ とおき，$\mathcal{K}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ と $\Lambda_{\alpha}$ を以下で

定める．

$\mathcal{K}:=\mathbb{K}(1-\frac{E+g^{2}}{2},4g^{2}, \frac{1}{2}-\frac{E+g^{2}}{2};\mu) , \Lambda_{a}:=\lambda_{a}(1-\frac{E+g^{2}}{2},4g^{2}, \frac{1}{2}-\frac{E+g^{2}}{2})$ .

同様に $\tilde{\mathcal{K}}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ と $\tilde{\Lambda}_{a}$ を

$\tilde{\mathcal{K}}:=K(-\frac{1}{2}-\frac{E+g^{2}}{2},4g^{2}, -\frac{E+g^{2}}{2};\mu)$ , $j$

と定める．このとき以下が成り立つ [50].

$\tilde{\Lambda}_{a}:=\lambda_{a}(-\frac{1}{2}-\frac{E+g^{2}}{2},4g^{2}, -\frac{E+g^{2}}{2})$

Theorem 4.1. $a=-(E+g^{2})$ のとき

$\mathcal{H}_{1}^{Habi}=\{x(X-1)\}^{-1_{x^{-5()}(\varpi_{a}(\mathcal{K})-\Lambda_{a})_{X^{Z(a^{1}}})}^{11}}a^{1}-\Sigma-\tau.$

$a=1-(\lambda+g^{2})$ のとき

$\mathcal{H}_{2}^{Rabi}=\{x(x-1)\}^{-1}(-2)$ . 口

この定理を用いることで，退化例外型固有値が $s1_{2}$ の有限次元表現で捉えられることが示される :じっさい，有限次元

表現で捉えられるということは，表現の基底で展開した際に有限個の基底でターミネートするということを意味する

が，その条件を書くと，それは ([27] でも得られている) 以下のように recursiveに定まる多項式 $Q_{n}(x)=P_{n}^{(n)}(x, \Delta^{2})$

(continuant) の正の根の存在に帰着される．
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$\circ 2$変数の多項式 $P_{k}^{(n)}(x, y)(n\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ を以下で定める :

$P_{0}^{(n)}=1, P_{1}^{(n)}=x+y-1, P_{k}^{(n)}=(kx+y-k^{2})P_{k-1}^{(n)}-k(k-1)(n-k+1)xP_{k-2}^{(n)}.$

その上で，たとえば以下に述べる補題 (Kus [27] による) を用いると， $0<|\triangle|<1$ のときには $P_{n}^{(n)}((2g)^{2}, \Delta^{2})=0$

から退化例外型固有値 (Judd’ssolution)の存在が示される．

Proposition 4.2. $0<|\Delta|<1$ とすると $P_{n}^{(n)}(x, \Delta^{2})$ は $x$ の多項式として相異なる $n$ 個の正の根を持つ．

なお，2重に縮退する事実は，球 (spherical) 表現および非球表現のそれぞれから，同一の多項式 $Q_{n}(x)$ が得られ

ることによる．詳細は [50] をご覧頂きたい．

Problem 4.1. 以下のような主張が成立するリー群 $G$ (たとえば， $SL_{2}(\mathbb{R})$ やその 2重被覆群 $S\overline{L_{2}(\mathbb{R}}$) など) の離散

部分群 $\Gamma(g, \Delta)$ は存在するであろうか？

$E=m-g^{2}$ が退化例外型固有値 (上述の仕組みで対応する $G$ の有限次元既約表現 (2つある) を $\pi_{m}$ と書く) となる

ための必要十分条件は $\pi_{m}$ の $r(9^{\Delta})$ への制限 $\pi_{m}|_{\Gamma(\Delta)}9$, が自明表現となることである”.

Remark 4.1. $\mathcal{K}$ と $\mathcal{R}$ の直接の関係は不明である．Remark 3.3で述べたように，合流において表現を無限大に飛ばす

という操作が入り込むことから，構成の方法に鑑みても， $\mathcal{K}$ が $\mathcal{R}$ から $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2})$ のなかで何かしらの “合流操作”によっ

て得られるとは考えにくい．

Remark 4.2. 付随的な問題であるが，NcHO の縮退固有値の表現論的解釈は与えられていない．Remark 2.1に関係

して両モデルの比較検討のためにも，このことは探求する意義がある．

Problem 4.2. 非退化例外型固有値は (退化例外型固有値のときと同様に) $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}$ の離散系列表現で記述できるのでは

(予想). ところで，さらにこれが正しければ，非退化例外型固有値の Problem4.1と同様なことが言えるであろう

か 7 また，正則固有値についてはどうか？ ([50] の最後に関係する議論を行っている．) さらに，量子ラビ模型の固有

値とある種の loop/orbit に関わる ([35] などにあるような) 跡公式としての理解は可能であろうか 7

Remark 4.3. 論文 [50] において，非退化の例外型固有値が離散系列表現を用いて捉えられるであろうと述べている

が，そこにおける Wronskian の計算式が (単純な計算ミスのチェックを怠り) 間違ったままになっている．議論にお

いて計算式の具体形を用いた部分はないが，念のため注意しておきたい．

5 NcHO と量子ラビ模型のスペクトルゼータ関数

5.1 NcHO の数論

NcHO のスペクトルゼータ関数 $\zeta_{Q}(s)$ の特殊値の研究 ([16, 33]) により，リーマンのゼータ関数 $\zeta(s)$ の $s=2$ , 3

での無理数性の証明 (1978年) において RAperyが考察した Apery数の類似物が定まることが判った (AP\’ery-like

数 $)$ . 実際，それらがもつ，定義からは予測できない合同性 [22] や楕円曲線保型形式との関係が， $\zeta(s)$ に対し

F.Beukers[2, 3] が明らかにした内容と同様に示される．事実，ここで定義した Apery-like 数の母関数は重さ 1の

$\Gamma(2)$ (あるいは $\Gamma$0(4))-モジュラー形式であり，DZagier[52] の分類リストの 19番に一致していることが [23] にお

いて，また最近の L. Long, R. Osburn and H. Swisher の論文 [29] において，[22] で予想された高い素数幕の合同関

係式が正しいことも示された．また，NcHO のスペクトルに関係した多重 $L$-値に関係する研究もある [26]. さらに

[24] 及び [25] において，[51] で展開された手法を応用して Eichler積分 (あるいは Automorphic integrals:[8]) の

自然な拡張である Eichler 形式及び付随するコホモロジー群を [10] と同様に調べて，NcHO のスペクトルゼータ関
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数の $s=4$ での Apery-like 数の母関数の Eichler 形式による明示式も得た．$*$4なお，Eichler 積分ではない Eichler
形式は，differential Eisenstein series で与えられる．ここで，differential Eisenstein series とは Berndt[l] での

Generalized Eisenstein series を複素平面に解析接続し，そこでの負の整数点での微分により定義されるものである

[24, 25](Differential Eisenstein series は現れないが，[43] において類似の方向の一般的議論がなされている).

論文 [25] において定義した偶数点 $2k$ での特殊値から現れる Apery-like 数 $(k>2$ のときはその第一近似 :1st

anomaly とよんでいる) $\{J_{2k}(n)\}$ の母関数 $v_{k}(z)= \sum_{n\geq 0}J_{2k}(n)z^{n}$ の ( $k$ に関する) さらなる母関数 $V(z, \lambda)$ を考え

ると，それは有理関数を被積分関数とする積分表示をもち，その変数 $\lambda$ に関する ‘等分点” での値が F. Rodriguez

Villegas の論文 [41] における楕円曲線 (達) の $L$ 関数の特殊値と Mahler 測度を介して一致する．しかしいまのとこ

ろ理由は不明である．解明には，[28] などを参照する限り，NcHO の $(たとえば (\alpha, \beta)\in \mathbb{R}_{>0}^{2}$ が定める複素 }$\backslash -$ラス

といったものとは異なる観点となる) 離散力学系やMahler測度からの理解を求めることが重要であると思われる．

Remark 5.1. $Q$ のスペクトルゼータ関数の $s=n(n\geq 2)$ での特殊値に対応する Apey-like 数の積分表示は既に

得られているが [25], $n\geq 4$ のときは，1st anomaly 以外は非自明であり，数論性 (期待される合同式の成立) な

どの研究は今後にまたれる．また， $\zeta(3)$ は対応する Apery数の母関数が $K3$ 曲面族の ($\zeta(2)$ のときは楕円曲線族)

Picard-Fuchs 方程式を満たすことで繋がるという Beukers らの仕事 [4] の類似は， $[41|$ にも関連し高次の $n$ に対する

$\zeta_{Q}(n)$ でも期待されるところである (Calabi-Yau 多様体にも同様に自然と繋がるのではなかろうか).

5.2 量子ラビ模型の数論

量子ラビ模型のスペクトルに NcHO と同様の豊かな数論的対象が潜んでいるのかどうかいまのところ明白ではな

い．が，期待はされる．たとえば，量子ラビ模型のスペクトルゼータ関数と Braakの $c_{\pm}(z)$ には大きな関係がある．

ここで $G_{\pm}(z)$ は [5] において構成された，正則固有値 $E=x-g^{2}$ を与える $x$ をピッタリ零点に持つ有理型関数であ

る．いま，量子ラビ模型の Hurwitz型のスペクトルゼータ関数

$\zeta_{Rabi}(s, z)=\sum_{\lambda\in Spec(H_{Rabi})}(z-\lambda)^{-8} (\Re s\gg 1, z\in \mathbb{C})$

を考えると ([48]) , これは $\Re s$ が十分大きいときに (おそらく $\Re s>1$ において) 正則関数を定めることが分かる．

今，$\zeta_{Rabi}(s, z)$ が $s=0$ の近傍まで正則関数として解析接続できると仮定する (おそらく正しいが未確認). このこと

が正しければ次のようなゼータ正規化積 (たとえば [21] あるいはそこの文献表を参照．)

$\prod_{\lambda\in Spec(H_{Rab1})}(z-\lambda):=\exp(-\frac{d}{ds}\zeta_{Rabi}(0, z))$ (7)

が定義できる．G$\pm$ (z) はラビ模型の (正負のパリティ毎の) 正則スペクトルを零点に持つ関数であったので，(7) と積

$G_{+}(z)G_{-}(z)$ との商をとることで，例外型固有値についての正規化積 $\prod_{\lambda=n-g^{2}\in Spec(H_{Rabi})(n\in Z)}(z-n)$ が現れる．言

い換えれば，例外型固有値に関する正規化積を，なんらかの意味でのガンマ因子 (あるいは，Selberg zeta関数のよ

うなトポロジカルな零点) と捉えることができれば興味深い．

Remark 5.2. 有理型関数 $c_{\pm}(z)$ の存在が，量子ラビ模型のスペクトルゼータ関数 $\zeta_{Rabi}(s, z)$ の $(s=0$ 付近の $)$ 解

析性及びゼータ正規化積が存在することの傍証となっている．

Remark 5.3. NcHO のスペクトルゼータ関数の特殊値が包含する数論的な性質と量子ラビ模型のそれとの間に，そ

れぞれの Heun 描像 (あるいは $\mathcal{R}$) が合流操作によって繋がっていることに対応する関係が見出されることが期待さ

れる．たとえば，Remark 3.4で述べたことに対応して，固有値の間の関係が記述されるとより面白い．

$*4[24]$ においては，[25] での Eichler 形式を residual modular form と命名していた．しかしながら，後者では，residual spectrum や

residual modular Galois representation などの用語と紛らわしくなる恐れがあるため [25] では名称の変更を行った．
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Problem 5.1. 量子ラビ模型のスペクトルゼータ関数 $(あるいは，上手く z を選んだときの \zeta_{Rabi}(s, z)$) の特殊値か

ら，NcHO の場合での [23] のように，その母関数が保型形式を与えるような Apery-like 数が現れるであろうか 7

Remark 5.4. Braak [5] における関数 $G_{\pm}(z)\backslash$ の導出は，連分数展開によるものであるとも考えられる ([6] も参照).

他方，[38] で行われた NcHO の固有値の記述は連分数展開を用いた実解析的なものである ([32] を複素解析的なも
のだとすれば). したがって，NcHO に対しても $G_{\pm}(z)$ のような関数を構成することが (できるはずで) 望ましい

(Remark 3.1で述べたこと). それにより，直前の Remark 5.3で述べた問題に迫ることができればよいと思われる．

最後に :最近では，積極的な意味で，楕円曲線の $L$-関数と楕円曲線暗号が Expanderグラフの観点からつながって

いることも明らかにされてきている (たとえば [18] など), 一方で量子情報技術の一番の着目先は量子計算機である．

量子ラビ模型のスペクトルゼータ関数の特殊値について，NcHO の場合のように，なんらかの意味でモジュラー形式
やある種の $L$-関数との関係が存在することが見いだされればたいへん興味深い．
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