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1序

このノートは論文 [25] の要約であり，次の Kirchhoff型方程式に対し正値凝集解の存在を
考察する: (なお正値凝集解の定義は以下を参照のこと)

$(P_{\epsilon})$ $\{\begin{array}{ll}-\epsilon^{2}m(\epsilon^{2-N}\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle u+V(x)u=f(u) in R^{N},u\in H^{1}(R^{N}) . \end{array}$

ここで，$N\geq 1$ とし， $m\in C([O, \infty), R)$ , $V\in C(R^{N}, R)$ , $f\in C(R, R)$ は与えられた関数，
$0<\epsilon\ll 1$ はパラメータであり，

$\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2}:=\int_{R^{N}}|\nabla u|^{2}dx$

とする．また， $(u_{\epsilon})$ が $(P_{\epsilon})$ の正値凝集解であるとは，$(u_{\epsilon})$ が $(P_{\epsilon})$ の正値解であり，部分
列 $(\epsilon_{n})$ と点列 $(x_{n})$ , また正値関数 $U\in H^{1}(R^{N})$ が存在して

$u_{\epsilon_{n}}(\epsilon_{n}x+x_{n})arrow U$ strongly in $H^{1}(R^{N})$

を満たすときを言う．更に $x_{n}arrow x_{0}$ となるとき， $x_{0}$ に凝集する解と呼ぶことにする．
$N=1$ かつ $m(s)=a+b_{\mathcal{S}}(a, b>0)$ とした場合， $m(1\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle u$ という形の作用素

を Kirchhoff [36] が導入したので問題 $(P_{\epsilon})$ は Kirchhoff 型方程式と呼ばれている．更に
$m(\mathcal{S})\not\equiv$ const. とすると，項 $m(\epsilon^{2-N}\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})$ は解の $R^{N}$ 上全体の情報を含んでいるため，
非局所な効果を持っている．一方，方程式 $(P_{\epsilon})$ において $m(s)\equiv 1$ とすると次の非線型
Schr\"odinger 方程式が得られる:

(NLS) $-\epsilon^{2}\triangle u+V(x)u=f(u)$ in $R^{N},$ $u\in H^{1}(R^{N})$ .

したがって， $(P_{\epsilon})$ は (NLS) の一般化であるとも考えられる．
方程式 (NLS) に対する研究は $[2S]$ を初めとしてこれまでに数多くの研究がなされてい

る [3, 4, 5, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 34, 35, 39, 45, 48, 51, 52]. 一方，Kirchhoff 型
方程式 $(P_{\epsilon})$ や $(P_{\epsilon})$ とは異なるモデルの Kirchhoff型方程式に対しては [42, 46] を皮切りに
活発に研究されるようになってきた [1, 2, 6, 7, 8, 24, 26, 27, 30, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 53].
特に，[30] では $N=3,$ $m(s)=a+bs(a, b>0)$ かつ $f(s)$ に対し， $s\mapsto f(s)/\mathcal{S}^{3}$ に単調
性を仮定し，原点付近で $f(s)=o(s^{3})$ という条件を課した下で $V(x)$ の最小値に凝集する
$(P_{\epsilon})$ の正値解の存在が示されている．[30] において非線型項に課されている条件は，大雑
把に言うと，$f(s)=|s|^{p-1_{\mathcal{S}}}$ という非線型項に対して $p>3$ を仮定していることになる．
また [50, 37] では $N=3,$ $m(s)=a+b_{\mathcal{S}}(a, b>0)$ , $f(s)=g(s)+|s|^{4}s$ という形の非線
型項を考え， $V(x)$ の最小値や極小値に凝集する (瓦) の正値解の存在を示している．ただ
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し， $g(s)$ に対しては上で述べた様に $g(s)=o(s^{3})$ かつ $s\mapsto g(s)/s^{3}$ の単調性が課されて

いる．ここで $|s|^{4_{S}}$ という項は Sobolev の埋め込み定理 $H^{1}(R^{3})\subset L^{6}(R^{3})$ の臨界ケース

に対応するものであることを注意しておく．
これらの先行研究に対し次の様な問題を考えることができる:

1. 3次元以外についても $(P_{\epsilon})$ の正値凝集解，特に $V(x)$ の極小点に凝集する解，の存
在を示せるか？

2. 非線型項 $f(s)$ に課されている $f(s)=o(s^{3})$ という条件や単調性 $s\mapsto f(s)/s^{3}$ を取

り除くことができないか？ またできるとすればどれほど一般の非線型項 $f(s)$ に対

して $(P_{\epsilon})$ の正値凝集解の存在を示せるか？

3. 係数関数 $m(s)$ に対してどれだけ一般化することができるか？

このような一般の非線型項を扱っている研究として，非線型スカラー場方程式の場合，
$V(x)\equiv$ const. $>0$ という状況下では [9, 10, 11, 49] 等が挙げられ，非線型 Schr\"odinger 方
程式に対する特異摂動問題 (NLS) に対しては [14, 15, 16, 17] 等が挙げられる．
次に，[25] において仮定されている条件について述べる．まず， $V(x)$ については次を

仮定する:

(V1) $V\in C(R^{N}, R)$ かつ $\underline{V}:=\inf_{R^{N}}V>0.$

(V2) 次を満たす有界開集合 $\Omega\subset R^{N}$ が存在する:

(1) $V_{0}:= \inf_{\Omega}V<\inf_{\partial\Omega}V.$

また $\overline{\Omega}$ 上の最小点全体を $\mathcal{M}$ と置く: $\mathcal{M}:=\{x\in\overline{\Omega}|V(x)=V_{0}\}$ . (1) より
$\emptyset\neq \mathcal{M}\subset\Omega$ が成立する．

また非線型項 $f(s)$ に対しては

(f1) $f\in C(R)$ かつ $s\leq 0$ ならば $f(s)=0.$

(f2) $- \infty<\lim_{sarrow+}\inf_{0}\frac{f(\mathcal{S})}{s}\leq\lim_{sarrow}\sup_{+0}\frac{f(s)}{s}<\underline{V}.$

(f3) $N\geq 3$ のとき， $\lim_{sarrow\infty}f(s)/s^{2^{*}-1}=0$ . ただし $2^{*}=2N/(N-2)$ とする． $N=2$ の

ときは，$\lim_{sarrow\infty}f(s)/e^{\alpha s^{2}}=0$ が全ての $\alpha>0$ に対して成立する．

(f4) ある $s_{0}>0$ が存在して次が成り立つ: $F(s):= \int_{0}^{s}f(t)dt$ とおいたとき， $N\geq 2$ な

らば $-V_{0^{\mathcal{S}_{0}^{2}}}/2+F(s_{0})>0.$ $N=1$ ならば

- $\frac{V_{0}}{2}s_{0}^{2}+F(s_{0})=0>-\frac{V_{0}}{2}s^{2}+F(s)$ 1n $(0, s_{0})$ , $-V_{0}s_{0}+f(s_{0})>0.$

注意 1.1. (i) 条件 (f1) において $s\leq 0$ ならば $f(s)=0$ という条件は取り除くこともで

きる．その場合，(f3) において $sarrow\infty$ を $|s|arrow\infty$ に置き換えることになる．一方，(f1)
と (f3) を仮定すると，楕円型方程式の正則性定理と Bony の最大値原理 [12, 23, 43] より
$H^{1}(R^{N})$ に属する $(P_{\epsilon})$ の全ての非自明な弱解は正値解となることも示すことができる．

(ii) 条件 (f3) は $N\geq 2$ の場合にのみ課される条件である．

(iii) 条件 $(fl)-(f4)$ は [10, ll](cf. [9]) に現れるものと同等のものであり， $m(s)\equiv$ 1(非線
型スカラー場方程式) の場合については非自明解が存在する為の必要かつ十分条件に近い
ことが知られている．これより $(fl)-(f4)$ は極めて一般的な条件であることが分かる．
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最後に関数 $m(s)$ に関する条件を述べる:

(m1) ある $m_{0}>0$ が存在して任意の $s\geq 0$ に対して $m(s)\geq m_{0}$ が成り立っ．

(m2) $M(s)$ $:= \int_{0}^{s}m(t)dt$ とおいたとき，$\lim\inf_{sarrow\infty}\{M(s)-(1-2/N)m(s)s\}=\infty.$

(m3) $sarrow\infty$ としたとき， $m(s)/s^{2/(N-2)}arrow 0.$

(m4) 関数 $m(s)$ は $[0, \infty)$ 上単調非減少．

(m5) 関数 $s\mapsto m(s)/\mathcal{S}^{2/(N-2)}$ : $(0, \infty)arrow R$ は $(0, \infty)$ 上単調非増加．

注意 1.2. (i) 条件 $(m2)-(m5)$ は $N\geq 3$ の場合にのみ課される．
(ii) 上の条件 $(fl)-(f4)$ , $(ml)-(m5)$ を満たす例としては $1<p0<p_{1}<\cdots p_{k}<(N+$
$2)/(N-2)_{+},$ $0<q_{1}<\cdots<q_{\ell}<2/(N-2)_{+},$ $a_{0},$ $b_{0}>0,$ $0\leq a_{i},$ $b_{i}(1\leq i\leq k, 0\leq j\leq\ell)$

として

$f(s)= \sum_{i=1}^{k}a_{i}s_{+}^{p_{i}}, m(\mathcal{S})=b_{0}+\sum_{i=1}^{\ell}b_{i^{\mathcal{S}^{q_{i}}}}$

を挙げることができる．ここで $s+$ $:= \max\{O, s\}$ . 特に $N=3$ とすると，$f(s)=s_{+}^{p}$

$(1<p<5)$ , $m(s)=a+bs(a, b>0)$ が含まれることに注意する．

[25] における主結果は次のとおりである．

定理 1.3. 条件 $(V1)-(V2)$ , $(fl)-(f4)$ が成り立ち， $N=1$ , 2の場合は (m1) を， $N\geq 3$ の

場合は $(ml)-(m5)$ をそれぞれ仮定する．このとき，ある $\epsilon_{0}>0$ と $(P_{\epsilon})$ の正値解の族
$(u_{\epsilon})_{0<\epsilon<\epsilon_{0}}$ が存在して次が成立する: $x_{\epsilon}$ を $u_{\epsilon}$ の最大点とすると

(i) $\epsilonarrow 0$ としたとき，dist $(x_{\epsilon}, \mathcal{M})arrow 0.$

(ii) 部分列 $(\epsilon_{n})$ が存在して

$x_{\epsilon_{n}}arrow x_{0}\in \mathcal{M},$ $u_{\epsilon_{n}}(\epsilon_{n}x+x_{\epsilon_{n}})arrow U$ strongly in $H^{1}(R^{N})$ .

ここで $U$ は次の方程式の最小エネルギー解である (最小エネルギー解の定義につい
ては定義 2.2を参照):

(2) $-m(\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle v+V(x_{0})v=f(v)$ in $R^{N},$ $v\in H^{1}(R^{N})$ .

定理 1.3では，[10, 11](cf. [9]) に対応する条件の下，$V(x)$ の極小点の周りに凝集す
る正値解の存在を示すことに成功している．特に $f(s)=s_{+}^{p}$ とした場合，$1<p\leq 3$ と

いう例を含んでおり，[30] の結果を拡張している．定理 1.3と同様に一般的な非線型項を
扱っている先行結果としては [6, 7] を挙げることができるが，これらの論文では $\epsilon=1,$

$V(x)\equiv$ const. $>0,$ $N\geq 3$ としたときの $(P_{\epsilon})$ の正値解の存在が示されており，我々の問
題とは異なっていることに注意する．
また条件 $(ml)-(m5)$ については比較的シャープであることがわかる．実際，条件 (m1),

(m2), (m4), (m5) を満たし，方程式

$-m(\Vert v\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle v+v=f(v)$ in $R^{N},$ $v\in H^{1}(R^{N})$
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が正値解を持たない様な $m(s)$ を構成することができる．この詳細については命題 2.4を
参照のこと．

以下の節では，定理 1.3の証明の大雑把な流れを述べることにするが，基本的には
[14, 15] の枠組みに沿って議論を進めて行く．そのためには，定数係数 (2) の最小エネル

ギー解の構造を調べなければならない．(2) に関しては，[6, 7, 8, 38] 等において解析がな
されているが，[14, 15] の枠組みに載せるためには十分ではないため更なる解析が必要とな
る．また，項 $m(\epsilon^{2-N}\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})$ による非局所効果についても気をつけなければいけない．

実際，$V\in L^{\infty}(R^{N})$ とし， $(u_{n})$ を $\epsilon=1$ としたときの $(P_{\epsilon})$ の近似解の列で $H^{1}(R^{N})$ 上有

界なものがあったとする (言い換えると $(u_{n})$ は $(P_{\epsilon})$ の有界な Palais-Smale 列 $((PS)$ 列 $)$

であったとする):

(3) $-m(\Vert\nabla u_{n}\Vert_{L^{2}}^{2})\Delta u_{n}+V(x)u_{n}=f(u_{n})+o(1)$ in $R^{N}.$

$(u_{n})$ は有界なので $u_{n}arrow u_{0}$ weakly in $H^{1}(R^{N})$ とすると $u_{0}$ は次の方程式の解である:

(4) $-\alpha_{0}\triangle u_{0}+V(x)u_{0}=f(u_{0})$ in $R^{N},$
$\alpha_{0}:=\lim_{narrow\infty}m(\Vert\nabla u_{n}\Vert_{L^{2}}^{2})$ .

方程式 (3) と (4) を見比べると，(3) は非局所効果を持つ Kirchhoff型方程式であるが，(4)
では非局所効果が消えてしまっている．一方，$m(s)\equiv 1$ とした場合 ((NLS) の場合) では
このようなことは起こらない．このため， $(P_{\epsilon})$ の近似解 $(u_{n})$ の強収束性を示そうとする

ときには注意して議論しなけばならない．このようなことを踏まえてどのような条件を
$m(s)$ に課せば良いかについても考える必要がある．

2 定数係数方程式の解析

この節では，定理 1.3において現れる定数係数方程式 (2) に対する結果を述べる．また，
条件 (m3) を取り除いた際に (2) が非自明解を持たない例についても考察する．
まず方程式 (2) を少し一般化して次の定数係数方程式について考える: $\lambda>0$ とし，

(5) $-m(\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle v+\lambda v=f(v)$ in $R^{N},$ $v\in H^{1}(R^{N})$ .

ここで $\lambda=V(x_{0})$ とすれば (5) は (2) と一致する．次に，

$V:=\sup_{x\in\Omega}V,$
$g_{\lambda}(s):=f(s)-\lambda s\in C(R, R)$ for $\lambda\in[V_{0}, \overline{V}]$

とおく．このとき $(fl)-(f4)$ と必要であれば $\Omega$ を小さく取り直すことにより $g_{\lambda}$ は次の性
質を満たす:

(g1) $- \infty<\inf_{\lambda\in[V_{0}\overline{V}]},\lim_{sarrow i^{nf\frac{g_{\lambda}}{s}}}\leq\sup_{\lambda\in[V_{0},\overline{V}]}\lim_{sarrow}\sup_{+0}\frac{g_{\lambda}}{S}<0.$

(g2) $|\mathcal{S}|arrow\infty$ としたとき， $N\geq 3$ ならば $\sup_{\lambda\in[V_{0},\overline{V}]}|g_{\lambda}(s)|/|s|^{2^{*}-1}arrow 0,$ $N=2$ ならば

$\sup_{\lambda\in[V_{0},\overline{V}]}|g_{\lambda}(s)|/e^{\alpha s^{2}}arrow 0$ が成立する．

(g3) 連続関数 $s_{0}(\lambda)\in C([V_{0}, \overline{V}], R)$ が存在し，$s_{0}(\lambda)>0$ かつ $N\geq 2$ ならば $0<$

$\inf_{\lambda\in[V_{0},\overline{V}]}G_{\lambda}(s_{0}(\lambda))$ , $N=1$ のときは $G_{\lambda}(s_{0}(\lambda))=0>G_{\lambda}(s)$ が任意の $s\in$

$(0, s_{0}(\lambda))$ , $\lambda\in[V0, V]$ について成立する．ただし， $G_{\lambda}(s):= \int_{0}^{s}g_{\lambda}(t)dt$ とする．

92



(g4) 各 $V_{0}\leq\lambda_{1}<\lambda_{2}\leq\overline{V},$ $s>0$ に対して $9\lambda_{2}(s)<g_{\lambda_{1}}(s)$ .

また方程式 (5) に対応する汎関数 $L_{\lambda}$ を次で定める:

$L_{\lambda}(v):= \frac{1}{2}M(\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2})-\int_{R^{N}}G_{\lambda}(v)dx.$

条件 $(gl)-(g4)$ より $L_{\lambda}\in C^{1}(H^{1}(R^{N}), R)$ かつ

$L_{\lambda}’(v) \varphi=\int_{R^{N}}m(\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2})\nabla v\cdot\nabla\varphi dx-\int_{R^{N}}g_{\lambda}(v)\varphi dx$ for $\varphi\in H^{1}(R^{N})$

が成立する．したがって $L_{\lambda}’(v)=0$ であることと $v$ が (5) の解 (弱解) であることは同値
となる．また，$s\leq 0$ に対して $f(s)=0$ であったことを思い出すと， $v\not\equiv O,$ $L_{\lambda}’(v)=0$ で

あれば $v>0$ となることも示せる．したがって， $L_{\lambda}$ の非自明な臨界点は (5) の正値解に
対応する．

次に以下の集合と量を定める:

$\mathcal{S}(\lambda):=\{v\in H^{1}(R^{N})|v\not\equiv O, L_{\lambda}’(v)=0, \max vR^{N}=v(0)\},$

$E( \lambda):=\inf_{v\in S(\lambda)}L_{\lambda}(v)$ ,

$S_{0}(\lambda):=\{v\in S(\lambda)|L_{\lambda}(v)=E(\lambda)\}.$

注意 2.1. (5) は平行移動不変性を持っているため $(v(x)$ が解ならば任意の $y\in R^{N}$ に対
して $v(x+y)$ も解 $)$ , (5) の全ての非自明解は $S(\lambda)$ の元を平行移動することによって得ら
れる．

定義 2.2. $E(\lambda)$ を (5) の最小エネルギーといい， $\mathcal{S}_{0}(\lambda)$ の元のことを (5) の最小エネル
ギー解という．

[14, 15] の議論を利用するためには，定数係数方程式 (5) に対して次を示すことが目標
であるが，このノートでは証明を与えない．

定理 2.3 (Theorems 2.1 and 2.10, Proposition 2.9 in [25]). $N\geq 1$ とし， $N=1$ , 2ならば
(m1)を，$N\geq 3$ ならば $(ml)-(m5)$ を仮定する．このとき，次が成立する:

(i) 各 $\lambda\in[V_{0}, \overline{V}]$ に対して $S_{0}(\lambda)\neq\emptyset.$

(ii) 各 $\lambda\in[V_{0}, V]$ に対して，

$c_{MP}( \lambda):=\inf_{\gamma\in\Gamma(\lambda)}\max_{0\leq t\leq 1}L_{\lambda}(\gamma(t))$

とおく．ただし，

$\Gamma(\lambda):=\{\lambda\in C([0,1], H^{1}(R^{N}))|\gamma(0)=0, L_{\lambda}(\gamma(1))<0\}$

とする．このとき， $c_{MP}(\lambda)=E(\lambda)>0$ が成立する．
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(iii) 各 $\delta>0,$ $\lambda\in[V_{0}, \overline{V}]$ に対して path $\gamma_{\lambda}^{\delta}\in C([0,1], H^{1}(R^{N}))$ が存在して

$\{\begin{array}{l}\gamma_{\lambda}^{\delta}(0)=0, L_{\lambda}(\gamma_{\lambda}^{\delta}(1))<0, \max_{0\leq t\leq 1}L_{\lambda}(\gamma_{\lambda}^{\delta}(t))=E(\lambda) , \gamma_{\lambda}^{\delta}([0,1])\cap S_{0}(\lambda)\neq\emptyset,L_{\lambda}(\gamma_{\lambda}^{\delta}(t))<E(\lambda) if \Vert\gamma_{\lambda}^{\delta}(t)-S_{0}(\lambda)\Vert_{H^{1}}\geq\delta.\end{array}$

(iv) 各 $V_{0}\leq\lambda_{1}<\lambda_{2}\leq\overline{V}$ に対して $E(\lambda_{1})<E(\lambda_{2})$ が成り立ち，関数 $\lambda\mapsto E(\lambda)$ :
$[V_{0}, \overline{V}]arrow R$ は連続．更に $\bigcup_{\lambda\in[V_{0}},{}_{\overline{V}]}S_{0}(\lambda)$ は $H^{1}(R^{N})$ において compact.

定理 2.3では，峠の定理に現れる臨界値 $c_{MP}(\lambda)$ と最小エネルギー $E(\lambda)$ が等しく，ま
た $c_{MP}$ を達成する path で付加的な性質を持つものが存在することを示している．また，
$c_{MP}(\lambda)=E(\lambda)$ を示すために $c_{MP}(\lambda)$ が $L_{\lambda}$ の臨界値であることを証明するが，このために
は (m4), (m5) は必要ではなく， $(ml)-(m3)$ だけで良い．詳しくは [25, Proposition 2. 13]
を参照されたい．条件 (m4), (m5) は定理 2.3 (iii) に現れる path の存在を示すために必
要となる．

また，定理 2.3のような特徴付けは特異摂動問題 $(P_{\epsilon})$ だけでなく，ポテンシャル項を
含んだ Kirchhoff 型方程式の最小エネルギー解の存在を証明するときにも有効である．実
際，[32] ではそのような特徴を用いて Kirchhoff型方程式に対する最小エネルギー解の存
在を示している．

この節の残りでは定理 2.3の証明を与える代わりに $N\geq 3$ かつ (m3) を外した場合，
(5) が非自明解を持たない例について考える．このような例は $m(s)=a+bs,$ $N\geq 4$ の場

合，[7] において考察されている．
まず，準備として次の問題を考える:

(6) $-\triangle w=g_{\lambda}(w)$ $in$ $R^{N},$ $w\in H^{1}(R^{N})$ .

ただし， $g_{\lambda}$ は $(gl)-(g4)$ を満たしているとする．(6) に対応する汎関数を

$J_{\lambda}(w) := \frac{1}{2}\int_{R^{N}}|\nabla w|^{2}dx-\int_{R^{N}}G_{\lambda}(w)dx\in C^{1}(H^{1}(R^{N}), R)$

で定義する．上と同様に $J_{\lambda}’(w)=0$ であることと (6) の解であることは同値である． こ

のとき，次のことが知られている ([9,10,31]を参照のこと):

(i) $0< \tilde{E}(\lambda):=\inf\{J_{\lambda}(w)|w\not\equiv O, J_{\lambda}’(w)=0\}.$

(ii) $\emptyset\neq\tilde{S}_{0}(\lambda):=\{w\in H^{1}(R^{N})|w\not\equiv 0, J_{\lambda}’(w)=0, J_{\lambda}(w)=\tilde{E}(\lambda)\}.$

命題 2.4 $(cf. [6, 7 N\geq 3 とし，m\in C([O, \infty), R)$ は (m1) と (m4) を，$g_{\lambda}$ は $(gl)-(g4)$

を満たすとする．このとき，方程式

(7) $-m(\Vert\nabla v\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle v=g_{\lambda}(v)$ in $R^{N},$ $v\in H^{1}(R^{N})$

が非自明解を持つ必要十分条件は次の関数 $h(t)$ が $(0, \infty)$ 上で零点をとることである:

$h(s):=m(\tilde{E}(\lambda)Ns^{N-2})-s^{2}.$
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特に，$m(s):=a+bs^{2/(N-2)}(a, b>0)$ とおく と，(m1), (m2), (m4), (m5) を満たすが，
(m3) は満たさない．この場合，命題 2.4から (7) が非自明解を持っための必要十分条件

は $b(\tilde{E}(\lambda)N)^{2/(N-2)}-1<0$ となる．したがって， $b\geq(\tilde{E}(\lambda)N)^{-2/(N-2)}$ ならば (7) は非

自明解を持たない．

証明．[6, 7] にある議論を用いる．まず (7) が非自明解 $v_{0}$ を持ったとする．このとき，
$\alpha_{0}^{2}:=m(\Vert\nabla v_{0}\Vert_{L^{2}}^{2})$ , $w_{0}(x):=v_{0}(\alpha_{0}x)$ とおくと $w_{0}$ は (6) を満たすことが分かる．した
がって， $\tilde{E}(\lambda)$ の定義より $\tilde{E}(\lambda)\leq J_{\lambda}(w_{0})$ .
一方，任意の (6) の解 $w$ は次の Pohozaev の恒等式を満たす (証明については [10] を

参照のこと):

$0= \frac{N-2}{2N}\Vert\nabla w\Vert_{L^{2}}^{2}-\int_{R^{N}}G_{\lambda}(w)dx.$

したがって， $w$ が (6) の解ならば

(8) $J(w)= \frac{1}{N}\Vert\nabla w\Vert_{L^{2}}^{2}$

が成立し，

$\tilde{E}(\lambda)\leq J_{\lambda}(w_{0})=\frac{1}{N}\Vert\nabla w_{0}\Vert_{L^{2}}^{2}=\frac{\alpha_{0}^{2-N}}{N}\Vert\nabla v_{0}\Vert_{L^{2}}^{2}.$

を得る．$N\tilde{E}(\lambda)\alpha_{0}^{N-2}\leq\Vert\nabla v_{0}\Vert_{L^{2}}^{2}$ , (m4) と $\alpha_{0}$ の定義から

$\alpha_{0}^{2}=m(\Vert\nabla v_{0}\Vert_{L^{2}}^{2})\geq m(N\tilde{E}(\lambda)\alpha_{0}^{N-2})$ .

故に $h(\alpha_{0})\leq 0$ . 最後に (m1) から $h(O)>0$ が成立するので中間値の定理より $h(s_{0})=0$

となる $s0\in(0, \alpha_{0}]$ が存在する．

次に $h(s_{0})=0$ が成立したとする． $\emptyset\neq\tilde{S}_{0}(\lambda)$ より $w0\in\tilde{S}_{0}(\lambda)$ とし，$v_{0}(x):=w_{0}(s_{0}^{-1}x)$

とおく．(8) より

$\tilde{E}(\lambda)=J_{\lambda}(w_{0})=\frac{1}{N}\Vert\nabla w_{0}\Vert_{L^{2}}^{2}$

が成立する．また $h(s_{0})=0$ より

$s_{0}^{2}=m(N\tilde{E}(\lambda)s_{0}^{N-2})=m(\Vert\nabla w_{0}\Vert_{L^{2}}^{2}s_{0}^{N-2})=m(\Vert\nabla v_{0}\Vert_{L^{2}}^{2})$ .

ここで $v_{0}$ は $-s_{0}^{2}\triangle v_{0}=g_{\lambda}(v_{0})$ を満たすことに注意すると $v_{0}$ は (7) の非自明解となる． $\square$

注意 2.5. $N=1$ , 2の場合でも $(gl)-(g4)$ の条件の下，$\tilde{S}(\lambda)\neq\emptyset$ を示すことができ ([9, 31,
33] または [25, Section 2 上の議論はそのまま有効である．特に $h(s)$ が $(0, \infty)$ 上零点
を持っていれば $m$ の単調性や連続性を仮定することなく (7) の非自明解を構成できる．
したがって， $N=1$ , 2の場合，$m\in C([O, \infty$ ) が (m1) を満たせば，$h(s)$ は常に $(0, \infty)$ 上

零点を持つことが分かるので，(7) は非自明解を持っ．
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3 定理 1.3の証明

この節では [14, 15] の枠組みを使い，定理 2.3において述べられている性質を用いて定理
1.3の証明の大雑把な流れを述べる．この節では常に (V1), (V2), $(fl)-(f4)$ , (ml) を仮定し，
$N\geq 3$ の場合は $(m2)-(m5)$ も仮定する．また，平行移動を考えることにより $0\in \mathcal{M}\subset\Omega$

と仮定しても良い．

まず初めに次のスケール変換 $\epsilon y=x$ を施すことにより $(P_{\epsilon})$ は次の問題に書き直せる:

(9) $-m(\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle u+V(\epsilon y)u=f(u)$ in $R^{N}.$

次に $\lambda=V_{0}$ として定理 2.3を適用すると以下を満たす path $\gamma^{\delta}\in C([0,1], H^{1}(R^{N}))$ が存

在する:

(10) $\{\begin{array}{l}\gamma^{\delta}(0)=0, L_{V_{0}}(\gamma^{\delta}(1))<-1, \max_{0\leq t\leq 1}L_{V_{0}}(\gamma^{\delta}(t))=E(V_{0}) ,\gamma^{\delta}([0,1])\cap S_{0}(V_{0})\neq\emptyset, L_{V_{0}}(\gamma^{\delta}(t))<E(V_{0}) if \Vert\gamma^{\delta}(t)-S_{0}(V_{0})\Vert_{H^{1}}\geq\delta.\end{array}$

$\delta>0$ は命題 3.3の後で固定される．
最後に (9) に対応する汎関数 $I_{\epsilon}$ と補助汎関数ゐを導入する．まず，各 $\epsilon>0$ に対し

て $\chi_{\epsilon},$
$H_{\epsilon},$ $H_{\epsilon}^{*}$ を次の様に定める:

$\chi_{\epsilon}(y):=\{\begin{array}{ll}0 if y\in\epsilon^{-1}\Omega:=\{\epsilon^{-1}z|z\in\Omega\},\epsilon^{-1} if y\not\in\epsilon^{-1}\Omega,\end{array}$

$H$
。

$:= \{u\in H^{1}(R^{N})|\int_{R^{N}}V(\epsilon y)u^{2}dy<\infty\},$ $H_{\epsilon}^{*}:=H_{\epsilon}$ の双対空間，

$\langle u, v\rangle_{H_{\epsilon}} :=\int_{R^{N}}\nabla u\cdot\nabla v+V(\epsilon y)uvdy, \Vert u\Vert_{H_{\epsilon}} :=\langle u, u\rangle_{H_{\epsilon}}^{1/2}$

$\chi$。はペナルティ関数であり， $(H_{\epsilon}, \rangle_{H_{\epsilon}})$ は Hilbert 空間である．また汎関数 $I_{\epsilon},$ $Q_{\epsilon},$ $J_{\epsilon}\in$

$C^{1}(H_{\epsilon}, R)$ を

$I_{\epsilon}(u):= \frac{1}{2}M(\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})+\frac{1}{2}\int_{R^{N}}V(\epsilon y)u^{2}dy-\int_{R^{N}}F(u)dy,$

$Q_{\epsilon}(u) := \{(\int_{R^{N}}\chi_{\epsilon}u^{2}dy-1)_{+}\}^{2} J_{\epsilon}(u) :=I_{\epsilon}(u)+Q_{\epsilon}(u)$ .

ここで $I_{\epsilon}$ は (10) に対応する汎関数であり，$I_{\epsilon}$ の臨界点であることと $H_{\epsilon}$ に属する (10) の

解であることは同値である．同様にゐは次の方程式に対応する汎関数である:

(11) $-m(\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle u+V(\epsilon y)u+4\{Q_{\epsilon}(u)\}^{1/2}\chi_{\epsilon}u=f(u)$ in $R^{N},$ $u\in H_{\epsilon}.$

特に (11) の解 $u$ で $Q_{\epsilon}(u)=0$ となるようなものを見つけることができれば (9) の解と
なる．

次に，$V(x)$ の増大度によっては $\gamma^{\delta}(t)\not\in H_{\epsilon}$ となるかもしれないので次の様な cut-off
関数を用意する．$10\beta:=$ dist ( $\mathcal{M}, R^{N}\backslash \Omega)$ とおき， $\varphi\in C_{0}^{\infty}(R^{N})$ として

$0\leq\varphi\leq 1,$ $\varphi(y)=1$ for $|y|\leq\beta,$ $\varphi(y)=0$ for $|y|\geq 2\beta$
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を満たすものをとる． $\epsilon>0$ に対して $\varphi_{\epsilon}(y):=\varphi(\epsilon y)$ とおき， $\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t)(y):=\varphi_{\epsilon}(y)\gamma^{\delta}(t)(y)$

を考えると $\gamma_{\epsilon}^{\delta}\in C([0,1], H_{\epsilon})$ . そこで，

$C_{\epsilon,\delta}:= \inf_{\gamma\in\Gamma_{\epsilon\delta}},\max_{0\leq t\leq1}J_{\epsilon}(\gamma(t))$ , $\Gamma_{\epsilon,\delta}:=\{\gamma\in C([0,1], H_{\epsilon})|\gamma(0)=0, \gamma(1)=\gamma_{\epsilon}^{\delta}(1)\}$

とおく．ここで $\gamma_{\epsilon}^{\delta}\in\Gamma_{\epsilon,\delta}$ より $\Gamma_{\epsilon,\delta}\neq\emptyset$ かつ

$C_{\epsilon,\delta} \leq D_{\epsilon,\delta}:=_{0}\max_{\leq t\leq 1}J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t))$

が成立する．

補題 3.1. 各 $\delta>0$ に対して $\lim_{\epsilonarrow 0}C_{\epsilon,\delta}=E(V_{0})=\lim_{\epsilonarrow 0}D_{\epsilon,\delta}.$

証明．$\lim_{\epsilonarrow 0}D_{\epsilon,\delta}=E(V_{0})$ を示す．まず， $\gamma^{\delta}\in C([O, 1], H^{1}(R^{N}))$ に注意すると $\gamma^{\delta}([0,1])$

は $H^{1}(R^{N})$ 上 compact. したがって， $\varphi_{\epsilon}$ の定義から次が成立する:

$\lim_{\epsilonarrow 0_{0}}\sup_{\leq t\leq 1}\Vert\gamma^{\delta}(t)-\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t)\Vert_{H^{1}}=0.$

これより， $t\in[0$ , 1$]$ について一様に

$\frac{1}{2}M(\Vert\nabla\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t)\Vert_{L^{2}}^{2})arrow\frac{1}{2}M(\Vert\nabla\gamma^{\delta}(t)\Vert_{L^{2}}^{2}) , \int_{R^{N}}\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t)dyarrow\int_{R^{N}}\gamma^{\delta}(t)dy.$

更に $0\in \mathcal{M},$ Supp $\varphi_{\epsilon}$ 上 $V(\epsilon y)\leq\overline{V}$ かつ $V(\epsilon y)arrow V(O)=V_{0}$ in $L_{1c}^{\mathring{\infty}}(R^{N})$ が成立してい
るので，$t\in[0$ , 1$]$ について一様に

$\int_{R^{N}}V(\epsilon y)(\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t))^{2}dyarrow\int_{R^{N}}V_{0}(\gamma^{\delta}(t))^{2}dy.$

これらのことと $Q_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t))=0$ に注意すると

$\lim_{\epsilonarrow 0}D_{\epsilon,\delta}=\lim_{\epsilonarrow 00}\max_{\leq t\leq 1}J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t))=\max_{0\leq t\leq 1}L_{V_{0}}(\gamma^{\delta}(t))=E(V_{0})$ .

一方，$\lim\inf_{\epsilonarrow 0}C_{\epsilon,\delta}\geq E(V_{0})$ については [14, Proposition 3] と同様にすれば証明でき
る． 口

次に，

$X_{\epsilon}:= \{\varphi_{\epsilon}(y-\frac{x}{\epsilon})U(y-\frac{x}{\epsilon})|x\in \mathcal{M}^{\beta},$ $U\in S_{0}(V_{0})\},$ $\mathcal{M}^{\beta}:=\mathcal{M}+B_{\beta}(0)$

とおく．ここで各 $x\in \mathcal{M}^{\beta}$ に対して $Q_{\epsilon}(\varphi_{\epsilon}(\cdot-\epsilon^{-1}x)U(\cdot-\epsilon^{-1}x))=0$ となるので

$I_{\epsilon}’(\varphi_{\epsilon}(\cdot-\epsilon^{-1}x)U(\cdot-\epsilon^{-1}x))\psi=J_{\epsilon}’(\varphi_{\epsilon}(\cdot-\epsilon^{-1}x)U(\cdot-\epsilon^{-1}x))\psi$

$= \int_{R^{N}}m(\Vert\nabla(\varphi_{\epsilon}U)\Vert_{L^{2}}^{2})\nabla(\varphi_{\epsilon}U)(y)\cdot\nabla\psi(y+\epsilon^{-1}x)+V(\epsilon y+x)(\varphi_{\epsilon}U)(y)\psi(y+\epsilon^{-1}x)dy$

$- \int_{R}$

ガ

$f(\varphi_{\epsilon}U)(y)\psi(y+\epsilon^{-1}x)dy$

$=o(1)\Vert\psi\Vert_{H_{\epsilon}}$

となる．したがって， $X_{\epsilon}$ は (9) または (11) の近似解の集合である．
次に X。の近傍の点列の挙動に関する命題を述べる．この命題が $X_{\epsilon}$ の近傍上の Palais-

Smale 列の生成や定理 1.3の証明においても用いられるので以後の議論の中で重要な命題
となる (命題 3.3, 命題 3.4を参照のこと).
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命題 3.2. ある $do>0$ が存在して

$\{\begin{array}{l}\epsilon_{n}arrow 0, u_{\epsilon_{n}}\in X_{\epsilon_{n}}^{d_{0}}:=X_{\epsilon}+B_{d_{0}}(0)=\{v\in H_{\epsilon}| dist_{H_{\epsilon}}(v, X_{\epsilon})<d_{0}\},\lim_{narrow\infty}J_{\epsilon_{\mathfrak{n}}}(u_{\epsilon_{n}})\leq E(V_{0}) , \Vert J_{\epsilon_{n}}’(u_{\epsilon_{n}})\Vert_{H_{\epsilon_{n}}^{t}}arrow 0\end{array}$

を満たす任意の $(\epsilon_{n})$ , $(u_{\epsilon_{n}})$ に対して部分列をとれば (部分列を取った後でも $(\epsilon_{n})$ 等と記

す $)$ , ある $(y_{n})\subset R^{N},$ $x_{0}\in \mathcal{M}$ と $U\in S_{0}(V_{0})$ が存在して

(12) $y_{n} arrow x_{0}, \lim_{narrow\infty}\Vert u_{\epsilon_{n}}-\varphi_{\epsilon_{n}}(\cdot-\frac{y_{n}}{\epsilon_{n}})U(\cdot-\frac{y_{n}}{\epsilon_{n}})\Vert_{H_{\epsilon_{n}}}=0$

が成立する．

この命題は

$\{\begin{array}{l}\epsilon_{n}arrow 0, R_{\epsilon_{n}}\geq\epsilon_{n}^{-1}diam \Omega, u_{\epsilon_{n}}\in X_{\epsilon_{n}}^{d_{0}}\cap H_{0}^{1}(B_{R_{\epsilon_{n}}}(0)) ,\lim_{narrow\infty}J_{\epsilon_{n}}(u_{\epsilon_{n}})\leq E(V_{0}) , \Vert J_{\epsilon_{n}}’(u_{\epsilon_{n}})\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R_{\epsilon_{n}}}(0)))^{*}}arrow 0\end{array}$

を満たす列に対しても成立する $(R_{\epsilon_{n}}\geq\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ より $X_{\epsilon_{\mathfrak{n}}}\subset H_{0}^{1}(B_{R_{\epsilon_{n}}}(0))$ となることに

注意する).

命題 3.2については証明しないが，(12) より $X_{\epsilon}^{d_{0}}$ 内において (11) の解で $Q_{\epsilon}(u)=0$

となるものを見つけることができれば定理 1.3において述べられている挙動をしているこ
とに注意する．

次に， $X_{\epsilon}^{d_{0}}$ 上に $J_{\epsilon}$ の (PS)-列が存在することを証明するのに必要な命題を述べる．こ
れは命題 3.2から導かれる．合わせて $\delta>0$ を固定するために必要な命題も述べる．

命題 3.3. (i) $d_{0}>0$ を命題 3.2で現れた数とする．このとき，任意の $d\in(0, d_{0})$ に対し

て，$\in d>0,$ $\rho_{d}>0,$ $\omega_{d}>0$ が存在して

$\Vert J_{\epsilon}’(u)\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R}(0)))^{*}}\geq\omega_{d}$

が全ての $u\in[J_{\epsilon}\leq E(V_{0})+\rho_{d}]\cap(X_{\epsilon}^{\ J}\backslash X_{\epsilon}^{d})\cap H_{0}^{1}(B_{R}(0))$ , $\epsilon\in(0, \epsilon_{d})$ , $R\geq\epsilon^{-1}$diam $\Omega$

に対して成立する．ただし $[J_{\epsilon}\leq c]:=\{u\in X_{\epsilon}|J_{\epsilon}(u)\leq c\}$ とする．

(ii) ある $T_{0}>0$ が存在し次を満たす．任意の $\delta>0$ に対してある $\alpha_{\delta}>0$ と $\epsilon_{\delta}\in(0,1$ ] が

存在して
$\epsilon\in(0, \epsilon_{\delta}) , J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta}(t))\geq E(V_{0})-\alpha_{\delta} \Rightarrow \gamma_{\epsilon}^{\delta}(t)\in X_{\epsilon}^{T_{0}\delta}.$

証明．(i) だけ証明する．もし (i) の主張が成り立たないとすると，ある $d\in(0, d_{0})$ , $(\epsilon_{n})$ ,
$(\rho_{n})$ , $(R_{n})$ , $(u_{n})$ が存在して，$\epsilon_{n},$ $\rho_{n}arrow 0$ , 塩 $\geq\epsilon_{n}^{-1}$diam $\Omega,$

$u_{n}\in[J_{\epsilon_{n}}\leq E(V_{0})+\rho_{n}]\cap(X_{\epsilon_{n}}^{d_{0}}\backslash X_{\epsilon_{n}}^{d})\cap H_{0}^{1}(B_{R_{n}}(0))$ , $\Vert J_{\epsilon_{n}}’(u_{n})\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R_{n}}(0)))^{*}}\leq\frac{1}{n}$

が成り立つ．これより命題 3.2が適用でき，$(y_{n})\subset R^{N},$ $x_{0}\in \mathcal{M}$ と $U\in S_{0}(V)$ が存在して

$y_{n} arrow x_{0}, \Vert u_{n}-\varphi_{\epsilon_{n}}(\cdot-\frac{y_{n}}{\epsilon_{n}})U(\cdot-\frac{y_{n}}{\epsilon_{n}})\Vert_{H_{\epsilon_{n}}}arrow 0.$

したがって，十分大きい $n$ に対して $u_{n}\in X_{\epsilon_{n}}^{d}$ となり矛盾する．口
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命題 3.2と命題 3.3 (ii) より $\delta_{1}>0$ を $T_{0}\delta_{1}\leq d_{0}/4$ が成立するように取り，固定する．
$\delta=\delta_{1}$ とすると命題 3.3 (ii) より $\alpha_{1}:=\alpha_{\delta_{1}},$

$\hat{\epsilon}_{1}:=\epsilon_{\delta_{1}}$ を固定できる．また，命題 3.3 (i) に
おいて現れる $d\in(0, d_{0})$ を $d_{1}=d:=d_{0}/4$ として固定し， $\tilde{\epsilon}_{1}:=\epsilon_{d_{1}},$

$\rho_{1}:=\rho_{d_{1}},$ $\omega_{1}:=\omega_{d_{1}}$

とおく．以後は $\epsilon\leq\min\{\hat{\epsilon}_{1}, \tilde{\epsilon}_{1}\}$ として考える．
次に任意の $R>\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ に対して

$\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t)\in H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ for $0\leq t\leq 1,$ $X$
。

$\subset H_{0}^{1}(B_{R}(0))$

が成り立つことに注意して

$C_{\epsilon,R}:= \inf_{\gamma\in\Gamma_{\epsilon R}},\sup_{0\leq t\leq 1}J_{\epsilon}(\gamma(t))$
,

$\Gamma_{\epsilon,R}:=\{\gamma\in C([0,1], H_{0}^{1}(B_{R}(0)))|\gamma(0)=0, \gamma(1)=\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(1)\}$

と定める． $\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}\in\Gamma_{\epsilon,R}$ に注意すると次が分かる: 任意の $\epsilon\in(0, \min\{\hat{\epsilon}_{1},\tilde{\epsilon}_{1}\})$ と $R>$
$\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ に対して

$C_{\epsilon,\delta、}\leq C_{\epsilon,R}\leq D_{\epsilon,\delta、},$ $[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}]\cap X$

。
$\cap H_{0}^{1}(B_{R}(0))\neq\emptyset.$

次に X。の $H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ 上の近傍にゐに対する Palais-Smale 列が存在することを示す:

命題 3.4. ある $\overline{\epsilon}\in(0, \min\{\hat{\epsilon}_{1},\tilde{\epsilon}_{1}\})$ が存在して，任意の $\epsilon\in(0,\overline{\epsilon})$ と $R>\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ に対
して

(13) $\inf\{\Vert J_{\epsilon}’(u)\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R}))^{*}}|u\in[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon]\cap X_{\epsilon}^{d_{0}}\cap H_{0}^{1}(B_{R}(0))\}=0.$

証明．まず $\epsilonarrow 0$ とすると $C_{\epsilon,\delta_{1}},$ $D_{\epsilon,\delta_{1}}arrow E(V_{0})$ , $J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(1))arrow L_{V_{0}}(\gamma^{\delta_{1}}(1))<-1$ より
$\overline{\epsilon}\in(0,$ $\min\{\hat{\epsilon}_{1},\tilde{\epsilon j}_{1\})}$ を次の様に固定する: $0<\epsilon<\overline{\epsilon}$ ならば
(14)

$D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon\leq E(V_{0})+\rho_{1},$ $D_{\epsilon,\delta_{1}}-C_{\epsilon,\delta_{1}}< \frac{\omega_{1}d_{0}}{8},$
$E(V_{0})- \frac{\alpha_{1}}{2}<C_{\epsilon,\delta_{1}},$ $J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(1))<0.$

(13) を示すために背理法を用いる．そこで，ある $\epsilon\in(0,\overline{\epsilon})$ と $R>\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ が存在して

(15) $\tau(\epsilon, R):=\inf\{\Vert J_{\epsilon}’(u)\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R}))^{*}}|u\in[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon]\cap X_{\epsilon}^{d_{0}}\cap H_{0}^{1}(B_{R}(0))\}>0$

が成立したとする． $Y(v)$ を $H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ 上のゐに対する pseudo-gradient vector field と

する．すなわち，$Y$ $:\{u\in H_{0}^{1}(B_{R}(O))|J_{\epsilon}’(u)\neq 0\}arrow H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ は局所 Lipschitz 連続で
あり次の 2つの性質を満たす:

$\Vert Y(v)\Vert_{H_{0}^{1}(B_{R}(0))}\leq 2\Vert J_{\epsilon}’(v)\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R}(0)))^{*}}, J_{\epsilon}’(v)Y(v)\geq\Vert J_{\epsilon}’(v)\Vert_{H_{0}^{1}(B_{R}(0))^{*}}^{2}.$

もし $J_{\epsilon}\in C^{2}$ であれば $Y(v):=\nabla J_{\epsilon}(v)$ とおけば良い．ただし $\nabla J_{\epsilon}(v)\in H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ は
$J_{\epsilon}’(v)u=\langle\nabla J_{\epsilon}(v)_{)}u\rangle_{H_{\epsilon}}$ をみたすものとする． $J_{\epsilon}\in C^{1}$ の場合については [47] を参照のこ
と．また $\psi_{1},$ $\psi_{2}$ : $H_{0}^{1}(B_{R}(0))arrow R$ を locally Lipschitz 連続関数かつ $0\leq\psi_{i}(u)\leq 1,$

$\psi_{1}(u):=\{\begin{array}{l}1if u\in[E(V_{0})-\alpha_{1}\leq J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}],0 if u\in[J_{\epsilon}\leq E(V_{0})-2\alpha_{1}]\cup[D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon\leq J_{\epsilon}],\end{array}$

$\psi_{2}(u):=\{\begin{array}{l}1 if \Vert u-X_{\epsilon}\Vert_{H_{\epsilon}}\leq\frac{3}{4}d_{0},0 if \Vert u-X_{\epsilon}\Vert_{H_{\epsilon}}\geq d_{0}\end{array}$
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を満たすものをとり，次の常微分方程式を考える:

(16) $\frac{d}{ds}\eta(s;u)=-\frac{Y(\eta)}{\Vert Y(\eta)||_{H_{\epsilon}}}\psi_{1}(\eta)\psi_{2}(\eta) , \eta(0;u)=u.$

(15), cut-off 関数 $\psi_{i}$ と (16) の右辺の norm は 1以下であるので各 $u$ に対して (16) は一

意解 $\eta(s;u)$ を持ち，更に命題 3.3と合わせると次を満たす:

(i) $\eta\in C([O, \infty)\cross H_{0}^{1}(B_{R}(0)), H_{0}^{1}(B_{R}(0)))$ .

(ii) 各 $0\leq s<\infty$ と $u\in H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ に対して $\frac{d}{ds}J_{\epsilon}(\eta(s;u))\leq 0.$

(iii) $\eta(s, u)\in[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}]\cap\overline{X_{\epsilon}^{3d_{0}/4}\backslash X_{\epsilon}^{d_{0}/4}}$ ならば $\frac{d}{ds}J_{\epsilon}(\eta(s;u))\leq-\omega\iota/2.$

(iv) $\eta(s;u)\in[E(V_{0})-\alpha_{1}\leq J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}]\cap X_{\epsilon}^{3d_{0}/4}$ ならば $\frac{d}{ds}J_{\epsilon}(\eta(s;u))\leq-\tau(\epsilon, R)/2.$

(v) $J_{\epsilon}(\eta(s;u))\leq 0$ ならば $\eta(s;u)=u.$

次に

$s_{1}:= \frac{\omega_{1}d_{0}}{\tau(\epsilon,R)}, \zeta(t) :=\eta(s_{1};\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t))\in C([O, 1], H_{0}^{1}(B_{R}(0)))$

とおく．(14) と上の性質を合わせると $\zeta\in\Gamma_{\epsilon,R}$ となることが分かる．故に， $\eta(s;u)$ の性

質をもう一度用いることにより，以下を成り立たせる $t_{1}\in(0,1)$ が存在する:

(17) $E(V_{0})- \frac{\alpha_{1}}{2}<C_{\epsilon,\delta_{1}}\leq C_{\epsilon,R}\leq J_{\epsilon}(\zeta(t_{1}))\leq J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t_{1}))\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}.$

$\delta_{1}$ の取り方と命題 3.3 (ii) を思い出すと $\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}$ $(t_{1})\in X_{\epsilon}^{d_{0}/4}\cap[E(V_{0})-\alpha_{1}\leq J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}]$ とな

る．ここで次の 2つの場合が考えられる:

(I) ある $s\in[0, s_{1}]$ が存在して $\eta(s;\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t_{1}))\not\in X_{\epsilon}^{3d_{0}/4}$

(II) 全ての $s\in[0, s_{1}]$ に対して $\eta(s;\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t_{1}))\in X_{\epsilon}^{3d_{0}/4}$

(I)が起こったとすると，$\Vert d\eta/ds\Vert_{H_{\epsilon}}\leq 1$ かつ $\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t)\in X_{\epsilon}^{d_{0}/4}$ より，ある区間 $[s_{2}, s_{3}]\subset$

$[0, s_{1}]$ が存在して

$s_{3}-s_{2} \geq\frac{d_{0}}{2},$ $\eta(s;\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t_{1}))\in x3d_{0}/4\backslash X_{\epsilon}^{d_{0}/4}$ in $[s_{2}, s_{3}].$

したがって，(14) と $\eta(s;u)$ の性質より

$C_{\epsilon,\delta_{1}} \leq J_{\epsilon}(\zeta(t_{1}))=J_{\epsilon}(\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t_{1}))+\int_{0}^{s_{1}}\frac{d}{ds}J_{\epsilon}(\eta(s;\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}))ds$

$\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\int_{2}^{S3}s\frac{d}{ds}J_{\epsilon}(\eta(s;\gamma_{\epsilon}^{\delta_{1}}(t_{1})))d_{S}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}-\frac{\omega_{1}d_{0}}{4}<C_{\epsilon,\delta_{1}}$

となり矛盾する．したがって，(I) は起こらない．
次に (II) が起こったとする．(14) と $s_{1}$ の定義より

$C_{\epsilon,\delta_{1}} \leq J_{\epsilon}(\zeta(t_{1}))\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}-\frac{1}{2}\tau(\epsilon, R)s_{1}=D_{\epsilon,\delta_{1}}-\frac{\omega_{1}d_{0}}{2}<C_{\epsilon,\delta_{1}}$

となり矛盾する．故に (II) も起こりえないので (15) は成立しない．これで命題 3.4の証
明が終わる 口
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定理 1.3の証明を与える:

定理 1.3の証明．命題 3.4により，各 $\epsilon<\overline{\epsilon}$ と $R>\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ に対して次を満たす列
$(u_{\epsilon,R,n})$ を見つけることができる:

$u_{\epsilon,R,n}\in[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon]\cap X_{\epsilon}^{d_{0}}\cap H_{0}^{1}(B_{R}(0))$ , $\Vert J_{\epsilon}’(u_{\epsilon,R,n})\Vert_{(H_{0}^{1}(B_{R}(0)))^{*}}arrow 0$ as $narrow\infty.$

まず， $(u_{\epsilon,R,n})$ は $X_{\epsilon}^{d_{0}}$ に属しており，X。は $H_{0}^{1}(B_{R}(0))$ の有界集合であるので， $(u_{\epsilon,R,n})$

も $H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ 上の有界列である．これより弱収束部分列を引き抜くことができるので
$u_{\epsilon,R,n}arrow u_{\epsilon,R}$ とする．埋め込みの compact 性から $1\leq P<2^{*}(N=1,2$ のときは
$2^{*}=\infty$ , それ以外の場合 $2^{*}=2N/(N-2)$ とする) に対して $u_{\epsilon,R,n}arrow u_{\epsilon,R}$ strongly in
$Ii^{p}(B_{R}(0))$ とできる．したがって，仮定 (f3) を用いると

$f(u_{\epsilon,n,R})arrow f(u_{\epsilon,R})$ strongly in $L^{p_{N}}(B_{R}(0))$ .

ただし， $p_{N}=2(N=1,2)$ , $p_{N}=2N/(N+2)(N\geq 3)$ である．特に，$(H_{0}^{1}(B_{R}))^{*}$ に

おいて強収束する: $f(u_{\epsilon,n,R})arrow f(u_{\epsilon,R})$ . 同様に $(Q_{\epsilon}’(u_{\epsilon,R,n}))_{n=1}^{\infty}$ も $(H_{0}^{1}(B_{R}))^{*}$ 上強収
束する部分列を持ち， $m_{n}:=m(\Vert\nabla u_{\epsilon,R,n}\Vert_{L^{2}}^{2})$ は正の値に収束する部分列を持つ．故に
$(-\triangle+V(\epsilon y)/m_{n})^{-1}$ : $(H_{0}^{1}(B_{R}(0)))^{*}arrow H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ の有界性と

$u_{\epsilon,n,R}=(-\triangle+V(\epsilon y)/m_{n})^{-1}m_{n}^{-1}\{f(u_{\epsilon,R,n})-Q_{\epsilon}’(u_{\epsilon,R,n})+ 0(1)\}$ in $H_{0}^{1}(B_{R}(0))$

より $(u_{\epsilon,n,R})$ が $H_{0}^{1}(B_{R}(O))$ において強収束列を持つことが分かる: $u_{\epsilon,R,n}arrow u_{\epsilon,R}$ strongly
in $H_{0}^{1}(B_{R}(0))$ . このとき， $u_{\epsilon,R}$ は次の方程式の解となっている:

$(18)\{-m(\Vert\nabla u_{\epsilon,R}\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle u_{\epsilon,R}+\{V(\epsilon y)+4(Q_{\epsilon}(u_{\epsilon,R}))^{1/2}\chi_{\epsilon}(y)\}u_{\epsilon,R}=f(u_{\epsilon,R})$ in $B_{R}(0)$ ,

$u_{\epsilon,R}=0 on\partial B_{R}(0)$ .

更に $u_{\epsilon,R}\in[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon]\cap X_{\epsilon}^{d_{0}}$ も満たしている．したがって， $(u_{\epsilon,R})_{R}$ は $H_{\epsilon}$ 上の有界

列であり，$J_{\epsilon}(u_{\epsilon,R})\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon$ より $(Q(u_{\epsilon,R}))_{R}$ も有界．これより

(19) $u_{\epsilon,R}arrow u_{\epsilon}$ weakly in $H_{\epsilon}$ , 4 $(Q_{\epsilon}(u_{\epsilon,R}))^{1/2}arrow\beta_{\epsilon},$
$m(\Vert\nabla u_{\epsilon,R}\Vert_{L^{2}}^{2})arrow\alpha_{\epsilon}$

とできる． $(u_{\epsilon,R})_{R}$ の弱収束性と $X_{\epsilon}$ の compact 性および $X_{\epsilon}^{d_{0}}$ の定義から $u_{\epsilon,R}\in X_{\epsilon}^{d_{0}}$ と

なることがわかり，また $u_{\epsilon,R}\neq 0$ かつ

(20) $-\alpha_{\epsilon}\triangle u_{\epsilon}+(V(\epsilon y)+\beta_{\epsilon}\chi_{\epsilon}(y))u_{\epsilon}=f(u_{\epsilon})$ in $R^{N}.$

次の目標は，十分小さい $\epsilon>0$ に対して $(u_{\epsilon,R})_{R}$ の $H_{\epsilon}$ における強収束性を示すこと

である．まず，仮定 (f3), Brezis-Kato の方法 ([13]) と楕円型正則性 ([29]) を用いると，
全ての $p<\infty$ に対して $u_{\epsilon,R}arrow u_{\epsilon}$ rn $W_{1oc}^{2,p}(R^{N})$ . 一方，$Q_{\epsilon}(u_{\epsilon,R})\leq C_{0}$ が全ての $\epsilon<\overline{\epsilon},$

$R>\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ について成り立っことに注意すると

$\int_{R^{N}\backslash \epsilon^{-1}\Omega}|u_{\epsilon,R}|^{2}dy\leq C_{1}\epsilon$

を得ることができる．この $L^{2}$-評価と Brezis-Kato の議論，楕円型正則性を合わせると次
の主張を示すことができる: 任意の $\eta>0$ に対してある $\epsilon_{\eta}>0$ が存在して $\epsilon\leq\epsilon_{\eta}$ かっ
$R>2\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ ならば

$u_{\epsilon,R}(y)\leq\eta$ for all $y\in R^{N}\backslash (2\epsilon^{-1}\Omega)$ .
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ここで仮定 (f2) を思い出すと，ある $\xi_{0}>0$ が存在して $\eta=\eta_{0}>0$ を十分小さくとること

により

$f(u_{\epsilon,R}(y))<(\underline{V}-\xi_{0})u_{\epsilon,R}(y)\leq V(\epsilon y)u_{\epsilon,R}(y)$ for each $y\in B_{R}(0)\backslash (2\epsilon^{-1}\Omega)$ .

故に (18) と $\alpha_{\epsilon,R}:=m(\Vert\nabla u_{\epsilon,R}\Vert_{L^{2}}^{2})$ が $0$ から一様に浮いていることを用いると，

$-\Delta u_{\epsilon,R}+\xi_{1}u_{\epsilon,R}\leq 0$ $in$ $B_{R}(0)\backslash (2\epsilon^{-1}\Omega)$

を満たすような $\xi_{1}>0$ が存在する．比較原理を用いると $\epsilon,$
$R$ に無関係な $c_{1},$ $c_{2}>0$ が存

在して各 $\epsilon<\epsilon_{\eta 0},$

$R>2\epsilon^{-1}$diam $\Omega$ に対して

$u_{\epsilon,R}(y)\leq c_{1}\exp(-c_{2}|y|)$ for all $y\in R^{N}.$

特に，任意の $q<\infty$ に対して $u_{\epsilon,R}arrow u_{\epsilon},$
$f(u_{\epsilon,R})arrow f(u_{\epsilon})$ strongly in $L^{q}(R^{N})$ となり，

$(u_{\epsilon,R})$ の $H_{\epsilon}$ 上における強収束性を導ける．実際，(18), (19), (20) と上の強収束性より

$\int_{R^{N}}\alpha_{\epsilon}|\nabla u_{\epsilon}|^{2}+(V(\epsilon y)+\beta_{\epsilon}\chi_{\epsilon})u_{\epsilon}^{2}dy$

$\leq\lim_{Rarrow}\inf_{\infty}\int_{R^{N}}m(\Vert\nabla u_{\epsilon,R}\Vert_{L^{2}}^{2})|\nabla u_{\epsilon,R}|^{2}+(V(\epsilon y)+4(Q_{\epsilon}(u_{\epsilon,R}))^{1/2}\chi_{\epsilon})u_{\epsilon,R}^{2}dy$

$\leq\lim_{Rarrow}\sup_{\infty}\int_{R^{N}}m(\Vert\nabla u_{\epsilon,R}\Vert_{L^{2}}^{2})|\nabla u_{\epsilon,R}|^{2}+(V(\epsilon y)+4(Q_{\epsilon}(u_{\epsilon,R}))^{1/2}\chi_{\epsilon})u_{\epsilon,R}^{2}dy$

$\leq\lim_{Rarrow}\sup_{\infty}\int_{R^{N}}f(u_{\epsilon,R})u_{\epsilon,R}dy=\int_{R^{N}}f(u_{\epsilon})u_{\epsilon}dy=\int_{R^{N}}\alpha_{\epsilon}|\nabla u_{\epsilon}|^{2}+(V(\epsilon y)+\beta_{\epsilon}\chi_{\epsilon})u_{\epsilon}^{2}dy.$

したがって，

$\Vert\nabla u_{\epsilon,R}\Vert_{L^{2}}^{2}arrow\Vert\nabla u_{\epsilon}\Vert_{L^{2}}^{2}, \int_{R^{N}}V(\epsilon y)u_{\epsilon,R}^{2}dyarrow\int_{R^{N}}V(\epsilon y)u_{\epsilon}^{2}dy$

が成り立ち，$(u_{\epsilon,R})$ が $u_{\epsilon}$ に $H_{\epsilon}$ 上弱収束していたので $u_{\epsilon,R}arrow u_{\epsilon}$ strongly in $H_{\epsilon}$ が成り

立つ．

以上により $u$
。

$\in[J_{\epsilon}\leq D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon]\cap X_{\epsilon}^{d_{0}},$
$\beta_{\epsilon}=4(Q_{\epsilon}(u_{\epsilon}))^{1/2}$ となり， $u_{\epsilon}$ は次の正値解:

$-m(\Vert\nabla u_{\epsilon}\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle u_{\epsilon}+(V(\epsilony)+4(Q_{\epsilon}(u_{\epsilon}))^{1/2}\chi_{\epsilon}(y))u_{\epsilon}=f(u_{\epsilon})$ in $R^{N}.$

最後に $Q_{\epsilon}(u_{\epsilon})=0$ を示すことができれば，$(u_{\epsilon})$ は (9) の正値解であり， $u_{\epsilon}\in[J_{\epsilon}\leq$

$D_{\epsilon,\delta_{1}}+\epsilon]\cap X_{\epsilon}^{d_{0}}$ かつ補題 3.1, 命題 3.2を用いると定理 1.3において記述されている挙動を

持つことが分かる．背理法で示すのである列 $(\epsilon_{n})$ が存在して $\epsilon_{n}arrow 0,$ $Q_{\epsilon_{n}}(u_{\epsilon_{n}})>0$ が成

り立つとする．このとき，命題 3.2を適用することにより，ある $U_{0}\in S_{0}(V_{0})$ と $(y_{n})\subset \mathcal{M}^{\beta}$

を見つけることができ，

$y_{n} arrow y_{0}\in \mathcal{M}, \Vert u_{\epsilon_{n}}-\varphi_{\epsilon_{n}}(\cdot-\frac{y_{n}}{\epsilon_{n}})U_{0}(\cdot-\frac{y_{n}}{\epsilon_{n}})\Vert_{H_{\epsilon_{n}}}arrow 0.$

そこで，$v_{n}(y):=u_{n}(y+\epsilon_{n}^{-1}y_{n})$ とおくと $v_{n}$ は $v_{n}arrow U0$ strongly in $H^{1}(R^{N})$ かつ

$-m(\Vert\nabla v_{n}\Vert_{L^{2}}^{2})\triangle v_{n}+\{V(\epsilon_{n}y+y_{n})+4(Q(u_{\epsilon_{n}}))^{1/2}\chi(\epsilon_{n}y+y_{n})\}v_{n}=f(v_{n})$ in $R^{N}$

102



を満たす．再び楕円型正則性や比較原理をを用いることにより

$v_{n}arrow U_{0}$ strongly in $L^{\infty}(R^{N})$ , $v_{n}(y)\leq c_{1}\exp(-c_{2}|y|)$ in $R^{N}$

を示すことができる．ただし $c_{1},$ $c_{2}>0$ は $n$ に依存していない．$0\in \mathcal{M},$ $y_{n}\in \mathcal{M}^{\beta}$ かっ
$\mathcal{M}^{2\beta}\subset\Omega$ に注意すると，$y\not\in\epsilon_{n}^{-1}(\Omega-y_{n})$ であれば $\epsilon_{n}|y|\geq\beta$ が成 $\gamma$) 立っ．したがって，

$\epsilon_{n}^{-1}\int_{R^{N}\backslash \epsilon_{n}^{-1}\Omega}u_{n}^{2}dy=\epsilon_{n}^{-1}\int_{R^{N}\backslash \epsilon_{n}^{-1}(\Omega-y_{n})}v_{n}^{2}(y)dy\leq\epsilon_{n}^{-1}\int_{|y|\geq\epsilon_{n}^{-1}\beta}c_{1}\exp(-c_{2}|y|)dyarrow 0.$

$Q_{\epsilon}$ の定義を思い出すと十分大きな $n$ に対して $Q_{\epsilon_{n}}(u_{\epsilon_{n}})=0$ となるがこれは矛盾する．故
に十分小さな $\epsilon>0$ に対しては $Q_{\epsilon}(u_{\epsilon})=0$ が成り立ち，定理 1.3の証明が完了する． $\square$
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