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1 はじめに

本研究では，雪の結晶成長を記述する数理モデルへの応用を目指して，辺の分裂と衝突

を許した拡張されたクリスタライン法の数学的定式化と，ある簡略化された雪の結晶成長

モデルに対する数値シミュレーションを行った．

雪の結晶成長に関しては，中谷宇吉郎 [11] による人工雪を用いた実験と，現在中谷ダイ

アグラムと呼ばれる水蒸気の過飽和度と温度と結晶形状の間の関係を明らかにした研究が

有名である．物理の面からは，黒田横山 [10, 15] などその後も多くの研究がある．また，

最近ではそれらの成果を数学的に定式化して得られた偏微分方程式モデルの大規模数値シ

ミュレーションを行った Barrett-Garcke-N\"urnberg [2] の研究や，セルオートマトンによる

結晶成長モデルの研究 Reiter [12] や Gravner-Griffeath [4, 5] などがあり，2次元のみなら

ず $3$ 次元シミュレーションが可能になって来ていることが注目される．

今回は，上記のような複雑な 3次元モデルではなく，2次元結晶成長に限定し，簡略化さ

れてはいるが厳密な数学的形式化の可能な雪の結晶成長モデルの構築を目指して研究を行っ

た．2次元の結晶成長モデルとして，J. Taylor [13] および Angenent-Gurtin [1] によるクリ

スタライン曲率運動 (3.7) と，その様々な拡張 [8, 14] が知られている．そこでは，ある辺が

消滅することでおきる辺の結合は許されているが，辺同士の衝突や分裂などは考えていな

かった．

本論文では雪の 2次元結晶を想定し，Wulff図形 [8, 14] が正六角形であるとし，3節にお

いて辺の結合，分裂，衝突などの特異性の分類と，それらの特異性を許容する新しい広義

解を定義し，4節ではその解の性質を数学的に調べる．特に，辺の衝突後にしばしば現れる

長さ $0$ の辺を持つ多角形を初期値とする拡張されたクリスタライン曲率運動の解の一意存

在を証明する (定理 4.1). また 5節では，非分裂解と分裂不可能解という 2つの解の概念

を導入し，特に非分裂解の大域解の存在に関する結果を紹介する (定理 5.2). 特に，簡略

化された形で過飽和度の効果を取り込んだモデルに対して，6節では分裂不可能解の数値シ
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ミュレーション結果を紹介する．辺が分裂可能かどうかを判定するための辺の臨界長さを

形式的な漸近展開を用いて導出し，それを用いた数値計算例を示す．

2 多角形運動

2.1 許容多角形

Bene\v{s}-Kimura-Yazaki [3] に従って以下の記号を用いる．本論文では，平面内の折れ線で

囲まれた有界な多角形領域を $\Omega$ とし，その境界である閉じた多角形曲線を多角形と呼び，し

ばしば $\Gamma$ で表す．辺の数は有限で $N$ とする．但し， $\Omega$ や $\Gamma$ は連結とは限らないが，条件

int $\overline{\Omega}=\Omega,$ $\partial\Omega=\Gamma$ , (2.1)

を満たすものとする． $\Gamma$ の $N$個の辺 (両端の頂点を含む) を $\Gamma_{j}(i=1, \cdots, N)$ とおく．以

下，説明を簡単にするために， $\Gamma$ の連結成分は 1つ (この場合 $\Gamma$ は Jordan曲線になる) と

し，番号 $j$ は考えている辺のまわりで反時計回りに振られているものとする．ただし， $\Gamma$ が

複数の連結成分を持つ場合にも以下の定義などは容易に拡張可能である．

また， $\Gamma_{j}$ 上の外向き単位法線ベクトルを $n_{j}=(\cos\theta_{j}, \sin\theta_{j})\in \mathbb{R}^{2}$ とし，

$h_{j}=h_{j}(\Gamma):=n_{j}\cdot x (x\in\Gamma_{j})$ ,

を，辺 $\Gamma_{j}$ の高さ関数と呼び，

$h(\Gamma)=(h_{1}(\Gamma), \cdots, h_{N}(\Gamma))\in \mathbb{R}^{N}$

を $N$ 多角形 $\Gamma$ の高さ関数とする．

本論文では，雪の結晶成長モデルを念頭に置き，正六角形を Wulff図形とする以下のよ

うな許容多角形のクラス [8, 14] を考える．

$\mathcal{P}:=\{\Gamma|(2.1)$ を満たす． $\theta_{j}\in\{\frac{k\pi}{3}\}_{k=0,\cdots,5}(j=1, \cdots, N)$ , 各頂点の外角は土 $\frac{\pi}{3}\}$

$\mathcal{P}$ には図 1や図 2のような多角形が含まれる．
$\Gamma\in \mathcal{P}$ の辺を図 3のように 4つのタイプに分類し， $\Gamma_{\dot{フ}}$ の遷移数 (transition number)

$\chi_{j}$

を次のように定める．

$\{$

1 $\Gamma_{j}$ の両端の外角が共に $\pi/3$ の場合 (図 3の左上)

$\chi_{j}=$
$0$ $\Gamma_{j}$ の両端の外角が $\pi$/3と $-\pi/3$ の場合 (図 3の右上または左下)

$-1$ $\Gamma_{j}$ の両端の外角が共にー $\pi$/3の場合 (図 3の右下)

以下簡単のため， $\alpha=\frac{2}{\sqrt{3}}$ とおく．辺 $\Gamma$

j の長さ $|\Gamma_{j}|$ は，次で定義される $l_{j}$ で与えられる．

$l_{j}:=\{\begin{array}{ll}\alpha\chi_{j}(h_{j-1}-h_{j}+h_{j+1}) (\chi_{j}=\pm 1)\pm\alpha(h_{j-1}-h_{j+1}) (\chi_{j}=0, 図 3の右上のときは +, 左下のときは-)\end{array}$

121



図 1: $\mathcal{P}$ に含まれる図形 1 図 2: $\mathcal{P}$ に含まれる図形 2

図 3: 辺の分類と遷移数 $\chi_{j}$

また，辺 $\Gamma_{j}$ の多角形曲率 (クリスタライン曲率) [3, 7, 14] は

$\kappa_{j}:=\frac{\alpha\chi_{j}}{l_{j}}$

で与えられる．

2つの (連結な) 多角形 $\Gamma,$ $\Sigma\in \mathcal{P}$ の間の同値関係 ～ を次のよう

に定義する (図 4).

辺の数 $N$ が同じで，反時計回りの辺番号 $j$ をうまく選ぶと，
$\Gamma\sim\Sigma\Leftrightarrow$

$n_{j}(\Gamma)=n_{j}(\Sigma)(i=1, \cdots, N)$ となる．

このとき，各同値類 $Q\in \mathcal{P}/\sim$ は，高さ関数 $Q\ni\Gamma\mapsto h(\Gamma)\in \mathbb{R}^{N}$

によって $\mathbb{R}^{N}$ のある開集合 $h(Q)$ と同一視され， $Q$ は次の距離 : 図 4: 同値な図形

$d( \Gamma, \Sigma):=\max_{1\leq j\leq N}|h_{j}(\Gamma)-h_{j}(\Sigma)| (\Gamma, \Sigma\in Q\in \mathcal{P}/\sim)$ ,
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によって距離空間となる．連結ではない多角形についても同様に同値関係を定義できるが，
各同値類 $Q\in \mathcal{P}/\sim$ は，高さ関数による $Q$ の像 $h(Q)\subset \mathbb{R}^{N}$ の各連結成分毎に同値類とみ

なすこととする．

次に，本論文では多角形がその同値類の中で連続に変形し，辺の衝突・分裂・消滅・生
成などの特異性を持つことを許すため，各同値類 $Q\in \mathcal{P}/\sim$ の上の距離に関する完備化を
$Q^{0}$ とする． $Q^{0}$ は $\mathbb{R}^{N}$ における $h(Q)$ の閉包 $\overline{h(Q)}$ と同一視される． $Q^{0}$ は図 5, 図 6のよう

な図形が含まれ，辺同士が衝突していたり，辺が 1点に退化している $(l_{j}=0)$ ものも許し
ている．

図 5: $Q^{0}$に含まれる図形 1図 6: $Q^{0}$ に含まれる図形 2

$\Gamma\in Q^{0}\backslash Q$ のとき，辺の衝突部分の長さ $l^{*}(\Gamma)$ を

$l^{*}( \Gamma):=\max\{|\Gamma_{k}\cap\Gamma_{j}||n_{k}+n_{j}=0(k\neq j$

で定める．但し， $|\Gamma_{k}\cap\Gamma_{j}|$ は $\Gamma_{k}\cap\Gamma_{j}$ の長さで， $|\emptyset|=0$ とする．また， $\Gamma(t)\in Q\in \mathcal{P}\backslash \sim$ の

とき $\Gamma_{j}(t)$ の法線方向速度巧を
$V_{j}:= \frac{dh_{j}}{dt}$ (2.2)

で定める．

2.2 多角形運動による雪の結晶成長モデル

本論文では，次の形の結晶成長モデルの初期値問題を考える． $\Gamma(t)(t\geq 0)$ は，ある同値
類 $Q\in \mathcal{P}\backslash \sim$ に含まれるものとする．

$\{\begin{array}{l}V_{j}=F_{j}(t, \Gamma(t)) (j=1, \cdots, N)\Gamma(0)=\Gamma^{0}\end{array}$ (2.3)

ただし，各 $Q\in \mathcal{P}\backslash \sim$ について， $F_{j}\in C^{0}(\mathbb{R}\cross Q^{0})$ で Lipschitz条件

$|F_{j}(t, \Gamma)-F_{j}(t, \Sigma)|\leq K(Q)d(\Gamma, \Sigma) (\Gamma, \Sigma\in Q^{0})$ (2.4)

を満たすものとする．これは (2.2) より $h_{j}$ についての常微分方程式の初期値問題であり，局
所一意可能性が [3] で示されている．この形に含まれるモデルの具体例をいくつか示す．
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(1) 曲率流モデル

$V_{j}=-\kappa_{j} (j=1, \cdots, N)$ (2.5)

このモデルはクリスタライン法で扱われており，周長が単調に減少するなどの性質が

知られている [1, 3, 7, 8, 14, 13].

(2)Gurtin モデル

$\alpha(n_{j})V_{j}=F-\kappa_{j}$ (2.6)

このモデルにおいて $F$ は成長項であり，各辺の動きやすさ $\alpha(n_{j})>0$ は $n_{j}$ によって

変わる [8].

(3) 雪の結晶成長モデル I
温度は一定とし， $u$ を水蒸気の過飽和度として，

$\{\begin{array}{l}\triangle u=0 in D\backslash \overline{\Omega(t)}f_{\Gamma_{j}}uds=c\kappa_{j} on \Gamma_{j}(t)V_{j}=\frac{\partial u}{\partial n_{j}} (const.) on \Gamma_{j}u=u_{1} on \partial D\end{array}$ (2.7)

このモデルでは，多角形の成長を図 7のように領域 $D$ の中で考え，十分水蒸気の拡散

が速いものとする．また， $\Gamma_{j}$ 上での $u$ の積分平均は $c\kappa j$ とし，各辺の成長速度は各 $\Gamma_{j}$

上で一定であるとする．そして， $D$ の境界上での $u$ の値を $u_{1}$ とする．このモデルの

局所解の一意存在は既に証明されている [9].

(4) 結晶成長モデル I
モデル Iを簡略化して過飽和度の効果を組み込んだモデルは次のようなモデルである．

$V_{j}=\beta(\chi_{j})F-c\kappa_{j}$ (2.8)

ここで $c>0$ である． $F$ は成長項であり，それにかかる $\beta$ は結晶成長における過飽和度

の効果を簡略化したものである．このとき $\beta$ の値の関係は $\beta(1)>\beta(0)>\beta(-1)>0$

となっている．つまり， $\chi_{j}=1$ の辺が最も成長しやすく， $\chi_{j}=-1$ の辺が最も成長し

にくいという効果を表している図 8.

(5) 結晶成長モデル $m$

$\{\begin{array}{l}V_{j}=F_{j}(t, \Gamma(t))-\mathcal{C}j\kappa j (j=1, \cdots , N)\Gamma(0)=\Gamma^{0}\end{array}$ (2.9)

ただし， $c_{j}>0$ である．この結晶成長モデルは，(2.5), (2.6), (2.8) の形の結晶成長

モデルを含む．
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図 7: 結晶成長モデル Iのイメージ 図 8: 結晶成長モデル Iのイメージ

3 多角形運動における特異性

3.1 特異性の分類

結晶成長において起こりうる特異性を定めるために，次の 4つの量を定義する．

$q_{0}( \Gamma):=\min_{j}\{|\Gamma_{j}||\chi_{j}=0\}$

$q_{1}( \Gamma):=\min_{j}\{|\Gamma_{j}||\chi_{j}=\pm 1\}$

$q_{2}( \Gamma):=\min_{i,j}\{|x-y||x\in\Gamma_{j}, y\in\Gamma_{i}, n_{j}+n_{i}=0\}$

$q( \Gamma):=\min(q_{0}(\Gamma), q_{1}(\Gamma), q_{2}(\Gamma))$

$\Gamma(t)$ は $Q\in \mathcal{P}/\sim$ における (2.3) の多角形運動の古典解とする．

ある時刻ちにおいて， $\varliminf_{tarrow t_{i}-0}q(\Gamma(t))>0$ ならば， $\Gamma(t_{i})\in Q$

であり． $t>t_{i}$ まで滑らかに (2.3) の解は延長可能である．逆に，
図 9: $q_{2}(\Gamma)$ のイメージ

$\varliminf_{tarrow t_{i}-0}q(\Gamma(t))=0$ となるとき， $t=t_{i}$ で，何らかの特異性 (sin-
gularity) が発生している．同様に $\varliminf_{tarrow t_{i}+0}q(\Gamma(t))=0$ となるときは． $t=t_{i}$ において特異

性を持った状態から $t>t_{i}$ へ結晶が成長している．関数 $q_{0}\sim q_{2}$ を用いて，次のように起こ

りうる特異性を分類し名称を定める．

$\varliminf_{tarrow t_{i}-0}q_{0}(\Gamma(t))$
$=$ $0$ (facet merging(辺の結合)) (3.1)

$\varliminf_{\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow t_{i}+0}q_{0}(\Gamma(t))$

$=$ $0$ (facet breaking(辺の分裂)) (3.2)

$\varliminf_{tarrow t_{i}-0}q_{1}(\Gamma(t))$
$=$ $0$ (facet degeneration(辺の縮退)) (3.3)

$t^{\frac{hm}{arrow t_{i}+}}0^{q_{1}(\Gamma(t))}$
$=$ $0$ (facet generation(辺の生成)) (3.4)

$\varliminf_{tarrow t_{i}-0}q_{2}(\Gamma(t))$
$=$ $0$ (facet collision(辺の衝突)) (3.5)

$\varliminf_{tarrow t_{i}+0}q_{2}(\Gamma(t))$
$=$ $0$ (domain splitting(領域分裂)) (3.6)

特異性を図で表すと下図のようになる．図 10は結晶成長において起こりうる特異性とし，
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図 11は本研究では扱わない特異性とする．facet degeneration は今回扱う結晶成長モデル

では起こらないものとし，domain splitting は結晶成長の解としては許さない現象とする．

$q_{1}(\Gamma)>0$ $q_{1}(\Gamma)=0$ $q_{2}(\Gamma)=0$ $q_{2}(\Gamma)>0$

facet degeneratlon domain sp iting

図 10: 扱う特異性 図 11: 扱わない特異性

3.2 広義解

多角形運動の初期値問題 (2.3) の広義解を次のように定義する． $\Gamma(t)$ で囲まれる領域 $\Omega(t)$

の特性関数を下のようにおく．

$\chi_{\Omega(t)}(x):=\{\begin{array}{l}1 (x\in\Omega(t))0 (x\not\in\Omega(t))\end{array}$

定義 3.1. $I=[0, T)$ , $T<\infty$ として $\Gamma(t)(t\in I)$ が次の条件をみたすとき (2.3) の広義解で

あるという．

1. $[tarrow\chi_{\Omega(t)}]\in C^{0}(I, L^{1}(R^{2}))$

2. $0=to$ $<$ $\exists_{t_{1}}<t_{2}<\cdots<t_{m-1}<t_{m}=T,$ $\Gamma(t)$ は $t\in(t_{i}, t_{i+1})$ において同値類

$Q_{i}\in P/\sim$ に属する (2.3) の古典解である．

3. $\Gamma(t_{i})\in Q_{i}^{0},$
$\lim_{tarrow t_{i}+0}\Gamma(t)=\Gamma(t_{i})$ in $Q_{i}^{0},$ $l^{*}(\Gamma(t_{i}))=0$

(domain splitting は起こらない)

クリスタライン法 [1, 13] では，結晶界面が辺の向きを変えずに多角形曲率によって成長

する運動の基本的枠組みを与えており，次の形の多角形運動を扱う．

$V_{j}=F-\kappa_{j}$ (3.7)

$F=0$ のときには，辺の縮退 (3.3) や，辺の衝突 (3.5) が起こらないことは示されている [7].

また，クリスタライン法では，(3.1) の辺の結合の特異性を許しており，(3.1) が起こるとき

以外は同じクラス $Q$ の中で多角形運動する．そして，クリスタライン法で考えられる解は

定義 3.1で定められる広義解に含まれている．(3.1) のみ扱えば，解が存在することは示さ
れている [7].
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$F=0$の時

$\backslash$ $\sim$
$|$

facet merging

図 12: クリスタライン法で表される多角形運動

4 辺の生成が起きる場合

辺の衝突を許す結晶成長モデルの解を考えるとき右図
のように外角 $\pm\frac{2}{3}\pi$ となる許容多角形の条件を満たさな

い多角形が表れる．この頂点を長さ $0$ の $\chi_{j}=\pm 1$ の辺と

して，この場合でも解が延長できることを示す．以下，
高さ関数 $h$ についての初期値問題について考える．多

角形運動の初期値問題 (4.1) について次の定理が成り立
つ．ある $Q^{0}$ を 1つ固定し， $F_{j}$ を $t$ と $h\in \mathbb{R}^{N}$ の関数と

みなし， $c_{j}>0$ とする．

$\{\begin{array}{l}V_{j}=F_{j}(t, h)-c_{j}\kappa_{j}h(0)=h^{0}\end{array}$

図 13: 辺の衝突後の多角形

(4.1)

また， $F_{j}$ は連続で，Lipschitz条件

$|F_{j}(t, h)-F_{j}(t,\tilde{h})|\leq K\Vert h-\tilde{h}\Vert_{\infty} (\forall h, \tilde{h}\in \mathbb{R}^{N})$ (4.2)

を満たすものとする．

定理 4.1. $\Gamma_{0}\in Q^{0},$ $Q\in \mathcal{P}\backslash \sim,$ $q_{0}(\Gamma_{0})>0,$ $q_{2}(\Gamma_{0})>0$ ならば次のことをみたす To と，(4.1)
の広義解 $\{\Gamma(t)\}_{0\leq t\leq T_{0}}\subset Q^{0}$ がただ 1つ存在し次のことをみたす．

1. $\Gamma(t)(0<t\leq\tau_{0})$ は (4.1) の古典解

2. $\lim_{tarrow+0}h(t)=h(\Gamma_{0})$

また， $h_{j}$ は， $\dot{h}_{j}=F_{j}-c_{j}\kappa_{j},$ $h\in C^{0}([0, T_{0}])\cap C^{1}((0, T_{0}])$ をみたす．

［証明］定理の仮定より $l_{j}(O)$ について $l_{j}(O)\geq 0$ である．もし，$l_{j}(0)=0$であるならば $\chi$j
$=\pm 1$

であり，任意の $j$ に対して $\max(l_{j}(0), l_{j\pm 1}(0))>0$ が成り立っ．ここで高さ関数 $h$ と $l$ の変

数変換について考える．まず，集合 $J_{0},$ $J_{1}$ を次のように定める．

$J_{0} := \{j\in\{1, \cdots, N\}|l_{j}(0)=0\}$

$J_{1} := \{1, \cdots, N\}\backslash J_{0}$
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$J_{0}=\phi$ のとき解が存在するのはあきらか． $J_{0}\neq\phi$ のとき， $\alpha=\frac{2}{\sqrt{3}}$ とすると $j\in J_{0}$ のとき

らは高さ関数を用いて次のように表すことができる．

$l_{j}=\alpha\chi_{j}(h_{j-1}-h_{j}+h_{j+1})$ (4.3)

また， $\kappa_{j}$ は $l_{j}$ を用いて， $\kappa_{j}=$ 響と表すことができる．ここで，
$y(t)=((l_{j}(t))_{j\in J_{0}}, (h_{j}(t))_{j\in J_{1}})\in \mathbb{R}^{N}$ (4.4)

と置き， $y=((l_{j}), (h_{j}))arrow h$ を $h=\Phi(y)$ , $harrow l=(l_{1}, \cdots, l_{N})$ を， $l=\Psi(h)$ , $l_{j}=\psi_{j}(h)$

とする． $i\in J_{0}$ のときらは次の式で表される．

$i_{j} = \alpha\chi_{j}(\dot{h}_{j-1}-\dot{h}_{j}-\dot{h}_{j+1})$

$= \alpha\chi_{j}(F_{j-1}-F_{j}-F_{j+1}-c_{j-1}\kappa_{j-1}+c_{j}\kappa_{j}-c_{j+1}\kappa_{j+1})$

$= \alpha\chi_{j}(F_{j-1}-F_{j}-F_{j+1}-c_{j-1}\frac{\alpha\chi_{j-1}}{l_{j-1}}+c_{j}\frac{\alpha\chi_{j}}{l_{j}}-c_{j+1}\frac{\alpha\chi_{j+1}}{l_{j+1}})$ (4.5)

$G_{j}(t, h,p, q)=(F_{j-1}(t, h)-F_{j}(t, h)+F_{j+1}(t, h)-c_{j-1} \frac{\alpha\chi_{j-1}}{p}-c_{j+1}\frac{\alpha\chi_{j+1}}{q})$ (4.6)

とおくと

$i_{j}= \frac{\alpha^{2}c_{j}}{l_{j}}+\alpha\chi_{j}G_{j}(t, h(t), l_{j-1}(t), l_{j+1}(t))$ (4.7)

となる． $y(t)=((l_{j}(t))_{j\in J_{0}}, (h_{j}(t))_{j\in J_{1}})$ の常微分方程式は次のように表すことができる．

$\{\begin{array}{l}i_{j}=\frac{\alpha^{2_{\mathcal{C}}}}{l_{j}}+g_{j}(t, y) (j\in J_{0})\dot{h}_{j}=g_{j}(t,y) (j\in J_{1})y=y^{0}\end{array}$ (4.8)

ここで，

$g_{j}(t, y)=\{\begin{array}{l}\alpha\chi_{j}G_{j}(t, \Phi(y), \psi_{j-1}(\Phi(y)), \psi_{j+1}(\Phi(y))) (j\in J_{0})F_{j}(t, \Phi(y))-\frac{\alpha\chi}{(\Phi}L^{\mathcal{C}}= (j\in J_{1})\end{array}$ (4.9)

また $y^{0}=(y_{j}^{0})$ として，

$y_{j}^{0}=\{\begin{array}{l}0 (j\in J_{0})h_{j}(0) (j\in J_{1})\end{array}$ (4.10)

である．ここで $d_{0}$ を適当にとり， $D$ を次のようにおく．

$D=\{y=((l_{j})_{j\in J_{0}}, (h_{j})_{j\in J_{1}})\in \mathbb{R}^{N} 0\leq l_{j}\leq d_{0}(j\in J_{0})|h_{j}-h_{j}^{0}|\leq d_{0}(j\in J_{1})\}\}$

$i\in J_{0}$ のとき， $d_{0}>0$ を十分小さく選ぶと， $y\in D$ に対し， $\psi_{j\pm 1}(\Phi(y))>0$ より，

$g_{j}= \alpha\chi_{j}(F_{j-1}(t, \Phi(y))-F_{j}(t, \Phi(y))-F_{j+1}(t, \Phi(y))-c_{j-1}\frac{\alpha\chi_{j-1}}{l_{j-1}}-c_{j+1}\frac{\alpha\chi_{j+1}}{l_{j+1}})$ (4.11)

128



$F_{j},$ $F_{j\pm 1}\in C^{0}$ ならば $g_{j}\in C^{0}([0, T]\cross D)$ である．ここで， $y$ について $g_{j}(t, y)$ が Lipschitz

連続であることを示す． $\Phi(y)$ , $\Psi(\Phi(y))$ は一次変換である． $A$ を行列とすると $\Phi(y)=Ay$

と表すことができ，ある $K>0$ が存在して協 $(t, h)-F_{j}(t,\tilde{h})|\leq K|h-\tilde{h}|$ をみたすとす

ると，

$|F_{j}(t, \Phi(y))-F_{j}(t, \Phi(\tilde{y}))| \leq K|\Phi(y)-\Phi(y)|$

$= K|A(y-y)|$

$\leq K\Vert A\Vert|y-y|$ (4.12)

よって $F_{j}(t, h)$ は Lipschitz 連続である．同様に $\psi_{j}(\Phi(y))$ は $C^{1}$ 級で， $\psi_{j\pm 1}(\Phi(y))\neq 0$ よ

り， $c_{j_{\psi_{j\pm 1}(\Phi(y))}^{\infty}}^{\alpha\chi\pm 1}$ も Lipschitz連続である． $j\in J_{1}$ のときも同様に示すことができる．よって，

$g_{j}(t, y)$ が Lipschitz連続であることが示された．以上のことを用いて (2.40) 式は $j$ によって

次のように変数変換を行うことができる．

$\{\begin{array}{l}i_{j}\frac{\alpha^{2}}{l}\lrcorner (j\in J_{0})\dot{h}_{j}=g_{j}(t, y) (j\in J_{1})l_{j}(0)=0 (j\in J_{0})h_{j}(0)=h_{j}^{0} (j\in J_{1})\end{array}$ (4.13)

この変数変換は 1対 1に対応している．(4.13) の解が存在して一意であることは次の補題
4.2によって示される．口

補題 4.2.

$c_{j}\{\begin{array}{l}>0(j=1, \cdots, N_{0}), x^{0}=(0, \cdots 0, x_{N_{0}+1}^{0}, \cdots, x_{N}^{0})=0(j=N_{0}+1, \cdots, N)\end{array}$

とする． $d_{0}>0,$ $T>0$ として

$D=\{x 0<x_{j}<d_{0}(1,\cdots,.N_{0})_{N)\}}|x_{j}-x_{j}^{0}|<d_{0}(N_{0},\cdot\cdot,\}$

$g_{j}\in C^{0}([0, T]\cross D)$ として，ある $K>0$ が存在し，

$|g_{j}(t, x)-g_{j}(t, y)|\leq K|x-y| (\forall x, y\in D, t\in[O, T])$

をみたすとする．このときある $T_{0}\in(0, T$] にたいして，初期値問題

$\{\begin{array}{ll}\dot{x}_{j}(t)=\frac{c_{j}}{x_{j}(t)}+g_{j}(t, x(t)) (t>0, j=1, , N)x(0)=x^{0} x_{j}(t)\in D (0<t\leq T,j=1, \cdots, N) \end{array}$ (4.14)

の解 $X\in C^{0}([0, T_{0}], \mathbb{R}^{N})\cap C^{1}((0, T_{0}], \mathbb{R}^{N})$ が一意的に存在する．
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［証明］まずは，解が存在することを証明する．紛を用いて $y_{j}$ を次のように定める．

$y_{J}\prime(t):=\{\begin{array}{l}\frac{1}{2}x_{j}^{2}(t)(j=1, \cdots, N_{0})x_{j}(t)(j=N_{0}十 1, \cdots, N)\end{array}$ (4.15)

このとき

$\dot{y}_{j}(t)=\{\begin{array}{l}c_{j}+\sqrt{2y_{j}}g_{j}(t, \sqrt{2y_{1}}, \cdots, \sqrt{2y_{N_{0}}}, y_{N_{0}+1}, \cdots, y_{N})g_{j}(t, \sqrt{2y_{1}}, \cdots, \sqrt{2y_{N_{0}}}, y_{N_{0}+1}, \cdots, y_{N})\end{array}$ (4.16)

ここで， $g_{j}$ を $C^{0}([0, T]\cross \mathbb{R}^{N})$ に拡張しておくと，Peano の定理より，ある $\gamma>0$ に対し

(4.16) の古典解 $y\in C^{1}([0, \gamma], \mathbb{R}^{N})$ が存在する． $j\in J_{0}$ のとき， $y_{j}(O)=c_{j}>0$ より， $y_{j}(t)>$

$0(0<t\leq\gamma)$ より，このとき，次のように $x_{j}(t)$ を定めると， $x_{j}\in C^{0}[0, \gamma$ ) $\cap C^{1}(0, \gamma)$ であ

る (4.14) の解が存在する．

$x_{j}(t):=\{\begin{array}{l}\sqrt{2y_{j}(t)}(j=1, \cdots, N_{0})y_{j}(t)(j=N_{0}+1, \cdots, N)\end{array}$ (4.17)

よって解が存在することが示された．次に，この解が一意であることを証明する． $0<\epsilon<$

$t<\gamma$ とする．

$x_{j}(t)-x_{j}( \epsilon)=l^{t}\{\frac{c_{j}}{x_{j}(s)}+g_{j}(s, x(s))\}ds$

において， $\epsilonarrow+0$ とすると，

$x_{j}(t)-x_{j}(0)= \int_{0}^{t}\{\frac{c_{j}}{x_{j}(s)}+g_{j}(s, x(s))\}ds (\forall t\in[0, \gamma])$ (4.18)

もし $x^{(1)},x^{(2)}$ が共に解ならば， $\gamma=\frac{1}{2K}$ として，不等式 $\Vert x^{1}-x^{2}\Vert_{\infty}\leq K\gamma\Vert x^{1}-x^{2}\Vert_{\infty}$ が

成り立つことを示す．ここで $\Vert$ $\Vert_{\infty}$ は $0\leq t\leq\gamma$ における最大値ノルムを表す．この不

等式より， $x^{(1)}=x^{(2)}$ が従う．任意の $t\in[0, \gamma]$ を取り固定する． $x_{j}^{(1)}(t)>x_{j}^{(2)}(t)$ のとき，

to $:= \max\{s|0\leq s\leq t_{1}, x_{j}^{(1)}(s)\leq x_{j}^{(2)}(s)\}$ とおくと， $0\leq to$ $<t_{1},$ $x_{j}^{O}(t_{0})=x_{j}^{(2)}(t_{0})$ ,

$x_{j}^{(1)}(s)>x_{j}^{(2)}(s)(t_{0}<s\leq t_{1})$ より，

$|x_{j}^{(1)}(t_{1})-x_{j}^{(2)}(t_{1})|$ $=$ $x_{j}^{(1)}(t_{1})-x_{j}^{(2)}(t_{1})$

$= \int_{t_{O}}^{t}\{\dot{x}_{j}^{(1)}(s)-\dot{x}_{j}^{(2)}(s)\}ds$

$= \int_{t_{0}}^{t}(\frac{c_{j}}{x_{j}^{(1)}}-\frac{c_{j}}{x_{j}^{(2)}})ds+\int_{t_{0}}^{t}(g_{j}(s, x^{(1)}(\mathcal{S}))-g_{j}(s, x^{(2)}(s)))ds$

$\leq \int_{t_{0}}^{t}(\frac{c_{j}}{x_{j}^{(1)}}-\frac{c_{j}}{x_{j}^{(2)}})ds+K(t-t_{0})\Vert x^{(1)}-x^{(2)}\Vert_{\infty}$

$\leq K\gamma\Vert x^{(1)}-x^{(2)}\Vert_{\infty}$ . (4.19)
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$x_{j}^{(2)}(t)=x_{j}^{(1)}(t)$ のときは明らかであり， $x_{j}^{(2)}(t)>x_{j}^{(1)}(t)$ のときは $x_{j}^{(1)}(t)>x_{j}^{(2)}(t)$ の時と同

様に示すことができる．以上より解が一意であることは示された． $\square$

この定理によって 図 14のように $\chi_{j}=\pm 1$ であるような辺の長さの初期値からも，初期
速度 $\infty$ であるような解が存在することが示された．また，そのような長さ $0$ の辺は何カ所

あってもよい．

図 14: 初期値の例

5 非分裂解と分裂可能解

広義解では辺の分裂 (3.2) を許しているため，辺の分裂が起きる場合には一般に広義解の

一意性が成り立たない．そのため，以下のように 「非分裂解」 $=$「辺の分裂を起こさない

解」 と「分裂不可能解」 $=$ 「それ以上分裂を起こさせられない解」 を定義する．

定義 5.1. $\{\Gamma(t)\}_{0\leq t\leq T}$ を広義解， $\{t_{i}\}_{i=0}^{m}$ を $\{\Gamma(t)\}$ の特異性の表れる時刻の集合とする．

1. $\Gamma(t)$ が $i=0,$ $\cdots,$ $m-1$ について
$\varliminf_{tarrow t_{i}+0}q_{0}(\Gamma_{j}(t))>0$

をみたすとき $\{\Gamma(t)\}$ を非分裂解

とよぶ．

2. $\tilde{\Gamma}(t)=\Gamma(t)(0\leq t\leq t_{*})$ , $\tilde{\Gamma}(t)\neq\Gamma(t)(t_{*}<t<t_{*}+\epsilon)$ をみたす広義解 $\{\tilde{\Gamma}(t)\}_{0\leq t\leq\overline{T}}$

と， $t_{*}\in[0, \tilde{T})\backslash \{t_{1}, \cdots, t_{l}\}$ が存在するとき $\{\Gamma(t)\}$ を分裂可能な解とよぶ．

3. $\{\Gamma(t)\}$ が分裂可能でないとき，この解を分裂不可能解とよぶ．

これから，次の多角形運動について考える．

$V_{j}=\beta(\chi_{j})F-\kappa_{j}$ (5.1)

この多角形運動について次の定理が成り立っ．

定理 5.2. $\forall_{\Gamma^{0}}\in P$ に対し，非分裂解 $\{\Gamma(t)\}_{0<t<T\leq\infty}$ が存在し，次のどれかが起こる．

(1) $T=\infty$ まで広義解が存在する．

(2) $T<\infty$ で $\lim_{tarrow T-0}|\Omega(t)|=0$

(3) $T<\infty$ で無限回辺の衝突が起きる

(1)のイメージは図 15であり，(2) のイメージは図 16である．(3) は起こらないと予想し

ている．この定理の証明は，現在準備中の論文で発表予定である．
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facet merging facet collision

図 15: (1) のとき 図 16: (2)のとき

6 雪の結晶成長のシミュレーション

数値計算においては次の結晶成長モデルを考える．

$V_{j}=\beta(\chi_{j})F-\kappa_{j}$ (6.1)

6.1 辺の分裂の臨界長さ

分裂の条件

結晶成長において辺の数を増やす条件を定める．このとき

図 17のように同じ初期値から分裂する解がいくつも予想され

る．数値計算においては，辺の成長速度が正で凹凸の差の大

きさが一番速く広がる時に分裂できるものと考える．つまり，

図 17の時は右の成長速度のときに分裂が起きるものと考え
る．このとき，辺の分裂が起きるための条件は次のようにな

る． $\Gamma(t)\in Q(t_{*}<t<t_{**})$ :古典解， $\Gamma^{\epsilon}(t)\in\tilde{Q}(t_{*}<t<t_{**})$ :

古典解とする．また， $\lim_{\epsilonarrow 0}\Gamma^{\epsilon}(t_{1})=\Gamma(t_{1})$ in $L^{1}$ が成り立つと

し， $\Gamma(t_{1})$ の $i$ 番目の辺 $\Gamma_{j}(t_{1})$ の安定性を以下の様に調べる．

$t=t_{1}$ で $\Gamma_{j}(t)$ が $\tilde{Q}$ のクラスに分裂するものとし， $\Gamma_{i}^{\epsilon}(t)$ と

$\Gamma_{l}^{\epsilon}(t)$ を $\lim_{\epsilonarrow 0}\Gamma_{i}^{\epsilon}(t_{1})\subset\Gamma_{j}(t_{1})$ , $\lim_{\epsilonarrow 0}\Gamma_{l}^{\epsilon}(t_{1})\subset\Gamma_{j}(t_{1})$ を満たす辺と

図 17: 辺の分裂が起こる解する．このとき，

$h_{i}^{\epsilon}(t)-h_{l}^{\epsilon}(t)$ $=$ $(h_{i}^{0}(t)-h_{l}^{0}(t))+o(\epsilon)$ (6.2)

$\dot{h}_{i}^{\epsilon}(t)-\dot{h}_{l}^{\epsilon}(t)$ $=$ $(\dot{h}_{i}^{0}(t)-\dot{h}_{l}^{0}(t))+o(\epsilon)$ (6.3)

と仮定する．ここで， $\dot{h}_{i}(t_{*})-\dot{h}_{t}(t_{*})=\max_{i,t}(\dot{h}_{i}^{0}(t_{*})-\dot{h}_{l}^{0}(t_{*}))$ により， $i$ と $l$ を決める．そして

$r_{j}^{\epsilon}(t)$ $:=h_{i}^{\epsilon}(t)-h_{l}^{\epsilon}(t)$ とおく と $r_{j}^{\epsilon}(t_{*})=\dot{h}_{i}^{0}(t_{*})-\dot{h}_{l}^{0}(t_{*})+o(\epsilon)$ となり， $r_{j}^{0}(t_{*})$ $:=\dot{h}_{i}^{0}(t_{*})-\dot{h}_{l}^{0}(t_{*})$

として展開すると，

$r_{j}^{0}(t_{*}) := \dot{h}_{i}^{0}(t_{*})-\dot{h}_{l}^{0}(t_{*})$

$= ( \beta(\chi_{i})-\beta(\chi_{l}))F-c\gamma(\frac{\chi_{i}}{|\Gamma_{i}|}-\frac{\chi_{l}}{|\Gamma_{l}|})$ (6.4)
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このとき辺の成長について次のように考える．

1. (6.4) の値が最大になる方向に辺が成長すると考える

2. 各 $\chi$j の値について $r_{j}^{0}$ が全ての同値類の中で正で最大となるような辺の長さを定める

3. この辺の長さを critical lengthと呼ぶ．

critical length

辺のタイフ
$\circ$

によって critical length の値を求める．

$\bullet$ $\chi_{j}=\pm 1$ のとき

(6.4) の値が最大になるのは $|\Gamma_{i}|=|\Gamma_{l}|=_{3^{L}}\underline{|\Gamma}|$ のときである．このとき式を展開すると，

$r_{j}^{0}=( \beta(1)-\beta(-1))F-\frac{4\sqrt{3}c}{|\Gamma_{j}|}>0$ (6.5)

ならば辺を分割する．よって

$| \Gamma_{j}|>\frac{4\sqrt{3}c}{(\beta(1)-\beta(-1))F}$ (6.6)

$\Gamma_{j}$ が成長して，この長さより長くなったら辺を 3分割する．

$\bullet$ $\chi_{j}=0$ のとき

(6.4) の値が最大になるのは $| \Gamma_{i}|=|\Gamma_{l}|=\frac{|\Gamma|}{2}$ のときである．このとき式を展開すると，

$r_{j}^{0}=( \beta(1)-\beta(-1))F-\frac{8c}{\sqrt{3}|\Gamma_{j}|}>0$ (6.7)

ならば辺を分割する．よって

$| \Gamma_{j}|>\frac{8c}{(\beta(1)-\beta(-1))F}$ (6.8)

ならば辺を 2分割する．
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図 18: $\chi_{j}=\pm 1$ のとき

図 19: $\chi_{j}=0$ のとき

6.2 分裂可能解の計算例

雪の結晶成長において，温度を固定し過飽和度のみを変えて結晶形状を見ると，過飽和
度が大きくなると枝の数が増え，結晶も大きくなっていることが分かる [6]. 本研究におけ

る数値計算では，図 20の枠で囲まれた部分の結晶形状の再現を目指す．

図 20: 雪の結晶成長の中谷ダイヤグラム [6] より
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次に，数値計算結果によって得られた結果を見る．(6.1) において， $\beta(0)=0.3,$ $\beta(-1)=$

$0.08$ と固定して， $\beta(1)$ の値を変えて前説で得られた critical length を用いて同じ時刻まで
数値計算を行った結果，次のような結果が得られた．

$\beta(1)=0.7$ $\beta(1)=1.0$ $\beta(1)=1.25$ $\beta(1)=1.5$

図 21: 数値計算結果

$\beta(1)$ の値を変えて温度は一定 $(-15^{o}C$付近 $)$ として，ダイヤグラムを作成すると次のよう
な結果になる．

図 22: 数値計算結果

この結果をみると， $\beta(1)$ の値が大きくなると結晶の大きさが大きくなっており，また枝
の数も多くなっている事がわかる．このことから， $\beta(\chi_{j})$ は過飽稲度の効果をとらえること

ができているのではないかと考えられる．また，数値誹算において critical length は意味
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があるのかを確かめる．critical length をそのままの値で計算したものと，0.5倍して計算

したものを比較する．図 23の丸で囲った部分を拡大してみて見ると，一度分裂の起こった

辺の凸な部分の成長が遅いことがわかる．図 24では分裂が起きたあと，凸な部分の成長が

凹な部分より速いことがわかる． $\beta(\chi_{j})$ の効果より，凸な部分の成長速度は図 24の方が自

然である．数学的には 5節で定義した分裂不可能解を数値計算したことになっていると考
えられる．

図 23: critical lengthを 0.5倍図 24: critical length をそのまま

7 まとめと今後の課題

本研究では，辺の衝突・分裂を扱うことのできる多角形運動を構築し，その数学的広義解

を定義した．そして，衝突などの特異性が起きた後も広義解が存在することを示した．数

値計算においては分裂不可能解を計算し，結晶成長において起こりうる特異性を扱う事の

できるアルゴリズムを構築した．今後の目標は数学的解についての予想が正しい事を証明

すること，そしてより一般的な結晶成長モデル (2.7) に対して，数値計算を行ったり，今回

の数学的定義がその様なモデルにおいても適応するかを確かめる事があげられる．
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