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概要

2乗可積分な多重調和関数からなる空間を考える．まず，一般領域でその空間
が再生核を持つ Hilbert 空間になること，および基本的な再生核の評価について
説明する．そして次に，領域を半空間に限定し，その上の再生核を Poisson核の
微分を用いて表すことを考える．そのために，分数ベキの多重放物型 Bergman

空間を導入し，関数のノルム評価および各点での微分の評価を与える．

1 緒言

Bergman 空間は複素平面上の正則関数のなす Hilbert 空間として導入され，研究さ
れてきた．正則関数は調和関数であることから調和 Bergman空間の研究もさかん

になされ，数多くの論文が発表されている．また，われわれは [9] で放物型 Bergman

空間を導入し，調和 Bergman空間との関係を明らかにしてきた．

以上をふまえ，ここではさらに一般化し，多重調和関数 (polyharmonic)の空間を

多重放物型 (polyparabolic) Bergman 空間との関連で考察する．多重調和関数とは

偏微分方程式 $\triangle^{m}u=0$ をみたす関数のことである．多変数函数論にあらわれる

pluriharmonic 関数とはことなっていることに注意する．
$H$ を $(n+1)$-次元 Euclidean 空間の上半空間とし，$X=(x, t)=(x_{1}, \cdots, x_{n}, t)$ な

どで $H$ の点を表す．Laplacian は

$\triangle:=\frac{\partial^{2}}{\partial x_{1}^{2}}+\cdots+\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}$

である．整数 $m\geq 1$ と $1\leq p\leq\infty$ に対し，多重調和 Bergman 空間は

$b^{m,p}=b^{m,p}(H) :=\{u\in C^{2m}(H)|\triangle^{m}u=0, u\in L^{p}(H)\}$
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で与えられる．本論分の目的はこの空間の完備性および再生核の存在を示し，再生
核を上半空間の Poisson 核 (Szeg\"o 核) を用いて，具体的な形を提示することである．

すなわち，主定理は次である．

定理 1. $b^{m,p}$ は Banach 空間である．$b^{m,2}$ は再生核をもつ Hilbe吋空間である．

さらに，$b^{m,2}$ の再生核 $K$ は次のように与えられる．そのために，

$p_{0},p_{1},p_{2}, \cdots$ (1)

を半直線 $(0, \infty)$ 上の重み $e^{-t}dt$ で与えられる直交多項式で $\deg(p_{k})=k$ なるものと

する．これは，指数 $0$ の Laguerre 多項式 (の定数倍) である．また，上半空間上の

Poisson 核を $W$ すなわち，

$W(x, t):= \frac{\Gamma(\frac{n+1}{2})}{\pi^{\frac{n+1}{2}}}\frac{t}{(t^{2}+|x|^{2})^{\frac{n+1}{2}}}$

とする．そのとき，次がなりたつ．

定理 2. $X_{1}=(x_{1}, t_{1})$ , $Y_{1}=(y_{1}, s_{1})\in H$ に対し，

$K^{m}(X_{1}, Y_{1})$ $:= \sum_{k=0}^{m-1}(-2\partial_{t})p_{k}(-2t_{1}\partial_{t})p_{k}(-2s_{1}\partial_{s})W(x-y, t+s)|_{X=X_{1},Y=Y_{1}}$

とおく．そのとき核 $K^{m}$ によって与えられる積分作用素は，$L^{2}(H)$ から $b^{m,2}$ への

直交射影である．

これらのことを示すために，放物型作用素および放物型 Bergman空間を考える．
$0<\alpha\leq 1$ に対し，

$L^{(\alpha)}:=\partial_{t}+(-\triangle_{x})^{\alpha}$

とおく．ここで，

$\partial_{t}:=\frac{\partial}{\partial t}, \triangle_{x}:=\frac{\partial^{2}}{\partial x_{1}^{2}}+\cdots+\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}^{2}}$

である．整数 $m\geq 1$ と $1\leq P\leq\infty$ に対し，

$b_{\alpha}^{m,p}=b_{\alpha}^{m,p}(H)$ $:=\{u\in C^{\infty}(H)|(L^{(\alpha)})^{m}u=0,$ $t^{k}(L^{(\alpha)})^{k}u\in L^{p}(H)$ for $0\leq k\leq m\}$

とおき，多重放物型 (polyparabolic) Bergman 空間とよぶ．これに関して次がなり
たつ．

定理 3. $m\geq 1$ を整数，$0<\alpha\leq 1,$ $1\leq p\leq\infty$ とする．そのとき，$b_{\alpha}^{m,p}$ は Lp-ノ

ルムで Banach 空間である．$b_{\alpha}^{m,2}$ は再生核をもつ Hilbert 空間である．

57



本稿ではまず，一般な領域 $\Omega\subset R^{N}$ 上の多重調和 Bergman空間の考察をした後，
上半空間上の多重放物型 Bergman空間の再生核を与える公式を導く．そして最後に
次の関係に注意する．

定理 4. $b^{m,p}=b_{1/2}^{m,p}$

$m=1$ のとき，$b^{1,p}=b_{1/2}^{1,p}$ であることは [9] で注意されているが，調和 Bergman

空間 $b^{1,2}$ の再生核が

$K^{1}(X, Y)=-2\partial_{t}W(x-y, t+s)$

となることは [10] にある．定理 2はこの一般化である．

なお，Aronszain は無限次の多重調和関数 (polyharmonic functions of infinite order)

という概念を提唱している (たとえば [1] 参照). そのような関数の空間がどのよう

なものになっているのかは今後の課題として興味深いと思われる．

2 多重調和関数

この節では準備として，Euclid 空間 $R^{N}$ の領域 $\Omega$ 上の多重調和関数の性質につい

て説明し，多重調和関数から成る Bergman 型空間が，再生核を持つ Hilbert空間に
なることを確認する．自然数 $m\geq 1$ に対し，

$\mathcal{H}^{m}(\Omega):=\{u\in C^{2m}(\Omega)|\triangle^{m}u=0\}$

とおく．$u\in \mathcal{H}^{m}(\Omega)$ は $m$ 次多重調和関数とよはれる．Laplacian $\triangle$ の解析的準楕円

性より多重調和関数は実解析的である．

2.1 平均値の性質．多重調和関数に対する平均値の性質はこれまで状況に応じ

て論じられてきている ([2], [3] など). ここでは，スケーリングによってノルム評価

を与えることを目的とした形のものを考える．そのためまず，単位球 $B:=\{X\in$

$R^{N}||X|<1\}$ 上の多重調和関数の Almanzi 分解から始める．

補題 1. (cf. [1]) $u\in \mathcal{H}^{m}(B)$ とする．そのとき $m$ 個の $h_{0},$
$\cdots,$

$h_{m-1}\in \mathcal{H}^{1}(B)$

が存在し，

$u(X)=h_{0}(X)+|X|^{2}h_{1}(X)+\cdots+|X|^{2m-2}h_{m-1}(X) (X\in B)$

と表される．
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補題 2. 整数 $m\geq 1$ に対し，$supp(\varphi)\subset B$ となる関数 $\varphi\in C^{\infty}(R^{N})$ が存在し，
任意の $u\in \mathcal{H}^{m}(B)$ に対し，

$u(0)=u*\varphi(0)$

がなりたつ．ここで，$*$ は $R^{N}$ 上の合成積を表す．

証明．$0<r<1$ をとり，補題 1を積分すると，調和関数の平均値の性質より，

$S_{r}u:= \frac{\int_{S_{r}}ud\sigma_{r}}{\int_{S_{r}}d\sigma_{r}}=h_{0}(0)+r^{2}h_{1}(0)+\cdots+r^{2m-2}h_{m-1}(0)$

を得る．ここで $\sigma$。は球面 $S_{r}:=\{X\in R^{N}||X|=r\}$ 上の球面測度である．そこで，
$0<r_{1}<\cdots<r_{m}<1$ をとれば

$(\begin{array}{llll}1 r_{1}^{2} \cdots r_{1}^{2m-2}\vdots 1 r_{m}^{2} \cdots r_{m}^{2m-2}\end{array})(\begin{array}{l}h_{0}(0)h_{1}(0)\vdots h_{m-1}(0)\end{array})=(\begin{array}{l}S_{r_{l}}uS_{r2}u\vdots S_{r_{m}}u\end{array})$

が得られる．これを $h_{0}(0)$ について解けば，

$u(0)=h_{0}(0)= \frac{|_{S_{r_{m}}ur_{m}^{2}\cdot\cdot r_{m}^{2m-2}}^{S_{r}.ur_{1}^{2}\cdot.\cdot\cdot r_{1}^{2m-2}}1.|}{|\begin{array}{llll}1 r_{1}^{2} \cdots r_{1}^{2m-2}\vdots \vdots 1 r_{m}^{2} \cdots r_{m}^{2m-2}\end{array}|}=\sum_{j=1}^{m}A_{j}S_{r_{j}}u$

の形の平均値の性質を得る．ここで，係数 $A_{j}$ は

$A_{j}=A_{j}(r_{1}, \ldots, r_{m}):=\prod_{k\neq j}\frac{r_{k}^{2}}{r_{k}^{2}-r_{j}^{2}}$

で与えられる $r_{1}$ , . . . , $r_{m}$ の有理関数である．そこで，$m$ 個の関数 $\rho_{j}\in C_{0}^{\infty}(0,1)$ を

$\int\rho_{j}(t_{j}).dt_{j}=1$ で台が互いに交わらないように取り，$\rho(r_{1})\cdots\rho_{m}(r_{m})dr_{1}\cdots dr_{m}$ に

よって積分すれば求める平均値の性質

$u(0)=\varphi*u(O)$

が得られる．ここで，$\varphi\in C_{0}^{\infty}(B)$ は単位球面の表面積を $|S|$ として

$\varphi(x):=\sum_{j}\frac{\rho_{j}(|x|)}{|S||x|^{N-1}}\int_{(m-1)-ti}\cdots\int_{mes}A_{j}(r_{1}, \cdots, |x|, \cdots, r_{m})\rho_{1}(r_{1})^{j}\cdot\rho_{m}(r_{m})dr_{1^{j}}\cdots dr_{m}j..$
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で与えられる． 口

多重調和性 $\triangle^{m}u=0$ が平行移動と拡大縮小で不変であることから，上の平均値の

性質は一般領域上の多重調和関数に対しては次の形になる．

補題 3. 整数 $m\geq 1$ および領域 $\Omega\subset R^{N}$ をとる．そのとき，$R^{N}$ 上の $C^{\infty}$ -関数

$\varphi$ で $supp(\varphi)\subset\{|X|<1\}$ なるものが存在し，任意の $\tau>0$ に対し，$\Omega_{\mathcal{T}}:=\{X\in$

$\Omega|\delta_{\Omega}(X)>\tau\}$ 上

$u=u*\varphi_{\tau}$

が各 $u\in \mathcal{H}^{m}(\Omega)$ についてなりたつ．ここで，$\varphi_{\tau}(X):=\tau^{-N}\varphi(\tau^{-1}X)$ で，$\delta_{\Omega}(X)$ は

点 $X\in\Omega$ から境界 $\partial\Omega$ までの距離を表す．

証明．補題 2の $\varphi$をとればよい．口

2.2 多重調和 Bergman 空間． $R^{N}$ の領域 $\Omega,$ $1\leq P\leq\infty$ , および $m\geq 1$ に

対し，
$b^{m,p}(\Omega):=\{u\in \mathcal{H}^{m}(\Omega)|\Vert u\Vert_{p}<\infty\},$

とおき，多重調和ベルグマン空間と呼ぶ．平均値の性質から次の有界性が導かれる．

補題 4. $u\in b^{m,p}(\Omega)$ に対し

$|u(X)|\leq C\delta_{\Omega}(X)^{-N/p}\Vert u\Vert_{p}$

がなりたつ．ここで，定数 $C$ は $u,$ $X$ に依らない．

証明．補題 3の $\varphi$ をとる．$X\in\Omega$ に対し，任意の $0<\tau<\delta_{\Omega}(X)$ をとれば，

$|u(X)|=| \int h(X-Y)\varphi_{\tau}(Y)dY|\leq\Vert u\Vert_{p}(\int(\tau^{-N}|\varphi(\tau^{-1}Y)|)^{p’}dY)^{p}\urcorner 1$

$= \Vert u\Vert_{p}(\int\tau^{-Np’+N}|\varphi(\tau^{-1}Y)|^{p’}\frac{dY}{\tau^{N}})^{p}\neg=\tau^{-N(1_{p}^{1})}-\urcorner\Vert u\Vert_{p}1. \Vert\varphi\Vert_{p’}$

$=\tau^{-N/p}\Vert u\Vert_{p}\cdot\Vert\varphi\Vert_{p’}$

を得る．ここで，$p’$ を $p$の双対指数である．口

同様の議論によって，微分の各点評価も与えられる．

補題 5. $\beta\in N_{0}^{N}$ とする．ここで，$N_{0}$ は非負整数全体である．このとき各 $u\in$

$b^{m,p}(\Omega)$ に対し，
$|\partial^{\beta}u(X)|\leq C\delta_{\Omega}(X)^{-N/p-|\beta|}\Vert u\Vert_{p}$

がなりたつ．ここで，$C$ は $\beta$ のみに依る定数である．
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特に，$\Omega=R^{N}$ の場合を考えれば，$\delta_{\Omega}(X)=\infty$ と解釈して次が得られる．

系 1. $1\leq P<\infty$ のとき $b^{m,p}(R^{N}).$ $=\{O\}$ である．また，$P=\infty$ のとき

$b^{m,\infty}(R^{N})=R$ , すなわち定数関数に限る．

以上から，多重調和ベルグマン空間の完備性が導かれる．

定理 1の証明． $(u_{j})_{j}$ を $b^{m,p}$ の $L^{p_{-}}$ノルムに関する Cauchy 列とする．そのとき，
多重指数 $\beta$ に対し，$D^{\beta}u_{j}$ は広義一様セミノルムでの Cauchy 列になることからそ

の収束先として $v_{\beta}\in C(\Omega)$ の存在がいえる．

今，点 $X_{0}\in\Omega$ および $r_{0}>0$ を $B_{r_{0}}(X_{0})\subset\Omega$ となるようにとる．すると $X\in$

$B_{r_{0}}(X_{0})$ に対し，

$u_{j}(X)-u_{j}(X_{0})= \int_{0}^{1}\frac{d}{dt}(u_{j}(X_{0}+t(X-X_{0}))dt$

において $iarrow\infty$ とすると，帰納的に

$v_{\beta}=D^{\beta}v_{0}$

が得られる．こうして，$v_{0}\in C^{\infty}(\Omega)$ , $\triangle^{m}v_{0}=0$ および賜が $v_{0}$ に $L^{p_{-}}$ノルムで収束

することがわかり，証明が終わる．口

系 2. $b^{m,2}(\Omega)$ の再生核を $K$ とすると

$K(X, X)\leq C\delta_{\Omega}(X)^{-N}$

がなりたつ．

証明．$K(X, \cdot)\in b^{m,2}(\Omega)$ なので

$K(X, X)\leq C\delta_{\Omega}(X)^{-N/2}\Vert K(X, \cdot)\Vert_{L^{2}(\Omega)}=C\delta_{\Omega}(X)^{-N/2}K(X, X)^{1/2}$

がなりたつ．口

本節の最後に，次の評価を紹介する．

定理 5. $u\in b^{m,p}(\Omega)$ とするとノルム評価

$\Vert\delta_{\Omega}^{|\beta|}\partial^{\beta}u\Vert_{p}\leq C\Vert u\Vert_{p}$

が得られる．
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証明．領域 $\Omega$ のWhitney分解

$\Omega=\bigcup_{j}Q_{j}$

をとる．すなわち，$Q_{j}$ は $\Omega$ にふくまれる立方体で 辺の長さは境界までの距離と比

較可能である．そして，各辺は座標軸に並行で，さらにお互いの立方体同士は共通部
分はあるとしても互いの境界のみである．

いま，任意に $i$ をとり，$\tau_{j}:=dist(Q_{j}, \partial\Omega)$ とおく．，すると各 $X\in\Omega$ に対し，上の

定理より，
$|\partial^{\beta}u(X)|\leq C\Vert u\Vert_{Lp(\overline{Q_{j}})}\tau_{j}^{-\frac{N}{p}-|\beta|}$

ここで，$\overline{Q_{j}}$ は $Q_{j}$ と中心が同じで大きさが 2倍の立方体である．その結果，

$\int_{Q_{j}}|\delta_{\Omega}(X)^{|\beta|}\partial^{\beta}u(X)|^{p}dX\leq C\Vert u\Vert_{L^{p}(\overline{Q_{j}})}^{p}\tau_{j}^{-N}\leq C\int_{\overline{Q_{j}}}|u|^{p}dX$

がなりたつ．これを $j$ について和をとると，

$\int_{\Omega}|\delta_{\Omega}(X)^{|\beta|}\partial^{\beta}u(X)|^{p}dX=\sum_{j}\int_{Q_{j}}|\delta_{\Omega}(X)^{|\beta|}\partial^{\beta}u(X)|^{p}dX\leq C\sum_{j}\int_{\overline{Q_{j}}}|u|^{p}dX$

$\leq C\int_{\Omega}|u|^{p}dX$

となり，証明が終わる．ロ

3 放物型作用素

この節では，上半空間 $H$ 上の $\alpha$-次放物型作用素 $L^{(\alpha)}=\partial_{t}+(-\triangle_{x})^{\alpha}(0<\alpha\leq 1)$

に関する基本的な性質を述べる．ここでは $n\geq 1$ とし $N:=n+1$ とおく．

Laplacian の分数べき $(-\triangle_{x})^{\alpha}$ は次の Fourier multiplier

$(-\triangle_{x})^{\alpha}:=\mathcal{F}_{x}^{-1}|\xi|^{2\alpha}$ろ

で与えられる．ここで，$\mathcal{F}_{x}$ は $R^{n}$ 上の Fourier変換

ろ $\varphi$
$(\xi$ $)$ $:= \int_{R^{n}}\varphi(x)e^{-ix\cdot\xi}dx$

である．特に，$0<\alpha<1$ , に対しては $(-\Delta_{x})^{\alpha}$ は $-c_{n,\alpha}p.f.|x|^{-n-2\alpha}$ による合成積作

用素である．ここで，p.f. は有限部分を表し，定数は

$c_{n,\alpha}=-4^{\alpha}\pi^{-n/2}\Gamma((n+2\alpha)/2)/\Gamma(-\alpha)>0$
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である．すなわち，$\varphi\in C_{0}^{\infty}(R^{n})$ に対し，

$(- \triangle_{x})^{\alpha}\varphi(x)=-c_{n,\alpha}\lim_{\delta\downarrow 0}\int_{|y|>\delta}(\varphi(x-y)-\varphi(x))|y|^{-n-2\alpha}dy$

である．ここで，$C_{0}^{\infty}(R^{n})$ はコンパクト台の $C^{\infty}$-関数全体を表す．

また，$L^{(\alpha)}$ の基本解は

$W^{(\alpha)}(x, t)=\{\begin{array}{l}(2\pi)^{-n}\int_{R^{n}}e^{-t|\xi|^{2\alpha}}e^{ix\cdot\xi}d\xi t>00 t\leq 0\end{array}$

で与えられる．

補題 6. $L^{(\alpha)}W^{(\alpha)}=\epsilon$ . 特に，$H$ 上

$(-\triangle_{x})^{\alpha}W^{(\alpha)}=-\partial_{t}W^{(\alpha)}$

がなりたつ．ここで $\epsilon$ は $0\in R^{N}$ における Dirac測度を表す．

また，$\alpha=1$ または $\alpha=1/2$ のときには具体的に，

$W^{(1)}(x, t)=(4\pi t)^{-\frac{n}{2}}e^{-\perp x^{2}}4t$ and $W^{(1/2)}(x, t)= \frac{\Gamma(\frac{n+1}{2})}{\pi^{\frac{n+1}{2}}}\frac{t}{(t^{2}+|x|^{2})^{\underline{n}_{2}}\pm 1}$

と表される．一般の $0<\alpha<1$ に対しては評価

$0\leq W(x, t)\leq Ct(t+|x|^{2\alpha})^{-\frac{n}{2\alpha}-1}$ (2)

がなりたつ．ここではさらに次が必要である ([9]).

補題 7. 多重指数 $\beta=(\beta_{1}, \cdots, \beta_{n})\in N_{0}^{n}$ と整数 $k\geq 0$ に対し，

$|\partial_{x}^{\beta}\partial_{t}^{k}W^{(\alpha)}(x, t)|\leq C(t+|x|^{2\alpha})^{-(\frac{n+|\beta|}{2\alpha}+k)} ((x, t)\in H)$

がなりたつ．

4多重放物型 Bergman空間

以下，上半空間や帯状領域を $H_{\tau}:=R^{n}\cross(\tau, \infty)$ や $H_{\mathcal{T}1^{\mathcal{T}}2}:=R^{n}\cross(\tau_{1}, \tau_{2})$ で表す．

$H=H_{0},$ $H_{\tau}=H_{\tau,\infty}$ である．$\Omega=H_{\mathcal{T}_{1}\tau_{2}}$ に対し，

$b_{\alpha}^{m_{\}}p}(\Omega)$ $:=\{u\in C^{\infty}(\Omega)|(L^{(\alpha)})^{m}u=0,$ $t^{k}(L^{(\alpha)})^{k}u\in L^{p}(\Omega)$ for $0\leq k\leq m\}$

とおく．まず Huygens 性と呼ばれる $m=1$ の場合の平均値の性質が基本的である

([9]).
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補題 8. $h\in b_{\alpha}^{1,p}(H_{\tau_{1^{\mathcal{T}}2}},)$ と $\tau>0$ に対し，

$h=h*(W^{(\alpha)}dx\otimes d\epsilon_{\tau})(X) (X\in H_{\tau_{1+\mathcal{T},\mathcal{T}2}})$

がなりたつ．ここで，$\epsilon_{\tau}$ は $R$ 上の $\tau$ における Dirac測度を表す．

何の増大条件もなくただ方程式 $L^{(\alpha)}h=0$ の解というだけでは必ずしも上の Huy-

gens 性は成り立たないことに注意する．そのために多重放物型 Bergman 空間の定

義では技術的な条件 $t^{k}(L^{(\alpha)})^{k}u\in U$ が課されている．

多重調和関数の Almanzi分解に対応する結果は次のようになる．

補題 9. $u\in b_{\alpha}^{m,p}$ とする．そのとき，$m$ 個の関数 $h_{0}$ . . . . . $h_{m-1}\in C^{\infty}(H)$ がただ

1組存在し，$Lh_{k}=0,$ $t^{k}h_{k}\in L^{p}(H)(0\leq k<m)$ , $u=h_{0}+th_{1}+\cdots+t^{m-1}h_{m-1}$ が

なりたつ．

証明．帰納法で示す．$m=1$ のときは明らかなので，$m-1$ の場合を仮定し，任意
の $u\in b_{\alpha}^{m,p}$ をとる．$h_{m-1}:=L^{m-1}u/(m-1)!$ を考え，$v:=u-t^{m-1}h_{m-1}$ とおく．す

ると，$t^{m-1}h_{m-1}\in L^{p},$ $L^{m-1}v=0,$ $t^{k}L^{k}v=t^{k}L^{k}u-Ct^{m-1}h_{m-1}\in L^{p}(H)$ が各 $k$ に

対してなりたつので，仮定により $v=h_{0}+\cdots+t^{m-2}h_{m-2}$ と表される．これで，$m$

の場合が示された．口

これより多重調和関数のときと同様にして平均値の性質が得られる．

補題 10. 整数 $m\geq 1$ と $0<\alpha\leq 1$ に対し，関数 $\rho\in C_{0}^{\infty}(0,1)$ が存在し，$\tau>0$

と $u\in b_{\alpha}^{m,p}$ に対し，
$u=u*\mathcal{A}_{\mathcal{T}}$ on $H_{\tau}$

がなりたつ．ここで，$\mathcal{A}(x, t)$ $:=\rho(t)W^{(\alpha)}(x, t)$ で，

$\mathcal{A}_{\tau}(x, t):=\tau^{-(\frac{n}{2\alpha}+1)}\mathcal{A}(\tau^{-\frac{1}{2\alpha}}x, \tau^{-1}t)$

である．

証明．補題 2と同様にして $\tau=1$ で $\rho$ を構成し，スケール変換をすればよい．以
下証明の概略を述べる．$X_{0}=(x_{0}, t_{0})\in H_{1}$ をとり，補題 9を

$u(x, t)=h_{0}+(t_{0}-t)h_{1}+\cdots+(t_{0}-t)^{m-1}h_{m-1}$

と書く．$0<t_{1}<\cdots<t_{m}<1$ をとると補題 8により

$u*(W^{(\alpha)}dx\otimes d\epsilon_{t_{j}})(X_{0})=h_{0}(X_{0})+t_{j}h_{1}(X_{0})+\cdots+t_{j}^{m-1}h_{m-1}(X_{0})$ (3)
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が得られる．以下，補題 2と全く同様にして

$u(X_{0})=u*\mathcal{A}(X_{0})$

となる $\rho\in C_{0}^{\infty}(0,1)$ が構成される．構成のしかたから $\rho$ は $X_{0}$ に依存しない．

次に $\tau>0$ に対しスケール不変性を用いると，$(x, t)\in H_{\tau}$ に対し，

$u* \mathcal{A}_{\tau}(x, t)=\int_{H}u(x-y, t-s)\mathcal{A}_{\tau}(y, s)dyds$

$= \tau^{-(\frac{n}{2\alpha}+1)}\int_{H}u(x-y, t-s)\mathcal{A}(\tau^{-\frac{1}{2\alpha}}y, \tau^{-1}s)dyds$

$= \int_{H}u(\tau^{\frac{1}{2\alpha}}(\tau^{-\frac{1}{2\alpha}}x-y), \tau(\tau^{-1}t-s))\mathcal{A}(y, s)dyds$

$=u(\tau^{\frac{1}{2\alpha}}(\tau^{-\frac{1}{2\alpha}}x), \tau(\tau^{-1}t))=u(x,t)$

がなりたつ．口

補題 11. 整数 $k\geq 0$ と多重指数 $\beta$ に対し

$|\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u(x, t)|\leq Ct^{-(\frac{n}{2\alpha}+1)\frac{1}{p}(\frac{|\beta|}{2\alpha}+k)}\Vert u\Vert_{p}$

が $u\in b_{\alpha}^{m,p}$ に対しなりたつ．

証明． $(x, t)\in H$ に対し $0<\tau<t$ をとると，

$\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}_{\tau}(x, t)=\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}(\tau^{-(\frac{n}{2\alpha}+1)}\mathcal{A}(\tau^{-\frac{1}{2\alpha}}x, \tau^{-1}t))=\tau^{-(\frac{|\beta|}{2\alpha}+k)}(\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A})_{\tau}(x, t)$

に注意すれば，補題 10によって，

$\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u(x, t)=u*(\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}_{\tau})(x, t)=\tau^{-(\frac{|\beta|}{2\alpha}+k)}u*(\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}\vee)_{\tau}(x, t)$

がなりたつ．$P$ の双対指数を p’とすると H\"older の不等式によって

$|\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u(x, t)|\leq\tau^{-(_{2\alpha}^{\sqcup\beta}+k)-(\frac{n}{2\alpha}+1)\frac{1}{p}}\Vert u\Vert_{p}\cdot\Vert\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}\Vert_{p’}$

が得られる．口

同様に次がなりたつ．

補題 12. $k,$ $l\geq 0$ を整数 $0<\alpha\leq 1$ とする．そのとき，$u\in b_{\alpha}^{m,p}$ に対し

$|\partial_{t}^{k}((-\triangle_{x})^{\alpha})^{l}u(x, t)|\leq Ct^{-(\frac{n}{2\alpha}+1)\frac{1}{p}(l+k)}\Vert u\Vert_{p}$

がなりたつ．
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証明．補題 10により，$(-\triangle_{x})^{\alpha}\mathcal{A}(x, t)=\rho(t)\partial_{t}W(x, t)$ と補題 6から従う

$(-\triangle_{x})^{\alpha}\mathcal{A}_{\tau}(x, t)=\tau^{-1}(\rho\cdot\partial_{t}W)_{\tau}(x, t)=\tau^{-1}((-\triangle_{x})^{\alpha}\mathcal{A})_{\tau}(x, t)$

に注意すればよい．口

補題 13. 整数 $k,$ $l\geq 0$ と多重指数 $\beta$ に対し

$\Vert t^{\llcorner_{+k}}2\alpha\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u\Vert_{p}\leq C\Vert u\Vert_{p}\beta|$ (4)

$\Vert t^{l+k}\partial_{t}^{k}((-\triangle_{x})^{\alpha})^{l}u\Vert_{p}\leq C\Vert u\Vert_{p}$ (5)

$\Vert t^{k}L^{k}u\Vert_{p}\leq C\Vert u\Vert_{p}$ (6)

が任意の $u\in b_{\alpha}^{m,p}$ に対してなりたつ．

証明．$\tau>0$ とする．すると $\tau<t<2\tau$ に対し，

$\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u(x_{;}t)=(\tau/2)^{-(\frac{|\beta|}{2\alpha}+k)}u*(\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A})_{\tau/2}(x, t)$

なので Minkowski の不等式によって

$\Vert\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u\Vert_{Lp(H_{\tau,2\tau})}\leq(\tau/2)^{-(_{2\alpha}^{\cup\beta}+k)}\Vert u\Vert_{L(H_{\tau/2,2\tau})}p. \Vert\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}\Vert_{1}$

が得られる．したがって，

$\Vert\iota^{\frac{|\beta|}{2\alpha}+k}\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u\Vert_{Lp(H_{\tau,2\tau})}\leq 4^{\beta 1}2\alpha\Vert\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}\Vert_{1}\cdot\Vert u\Vert_{L^{p}(H_{\tau/2,2\tau})}\fbox{Error::0x0000}\llcorner_{+k}$

となり，これらを加えて

$\Vert t^{\lrcorner 1_{\alpha}}2^{+k}\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u\Vert_{L^{p}(H)}^{p}=\sum_{j\in Z}\Vert t^{\frac{|\beta|}{2\alpha}+k}\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}u\Vert_{L^{p}(H_{2,2})}^{p}j\dot{g}+1$

$\leq 4^{(_{2\alpha}^{\llcorner\beta 1}+k)p}\Vert\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}\Vert_{1}^{p}\sum_{j\in Z}\Vert u\Vert_{L(H_{2})}pj-1_{2}j+1$

$=2\cross 4^{(_{2\alpha}+k)p}\Vert\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}\mathcal{A}\Vert_{1}^{p}\cdot\Vert u\Vert_{L^{p}(H)}\lrcorner|\beta$

がなりたち，(4) が得られる．他の評価 (5), (6) も同様に示される．口

以上から，定理 1と同様にして，定理 3が導かれる．

5 再生核

本節ではまず放物型 Bergman空間の再生核を求め，次に調和 Bergman空間との関
連を注意する．
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5.1 多重放物型 Bergman 核．ここでは，形式的な計算により発見的に核の形
を導出してみる．

$u=h_{0}+th_{1}+\cdots+t^{m-1}h_{m-1}|\in b_{\alpha}^{m,2}$

を空間変数 $x$ で Fourier変換してみると

$\hat{u}(\xi, t)=\hat{h_{0}}(\xi, t)+t\hat{h_{1}}(\xi, t)+\cdots+t^{m-1}\overline{h_{m-1}}(\xi, t)$

$=e^{-t|\xi|^{2\alpha}}(\hat{h_{0}}(\xi, 0)+t\hat{h_{1}}(\xi, 0)+\cdots+t^{m-1}\overline{h_{m-1}}(\xi, O))$

$=e^{-t|\xi|^{2\alpha}}(P_{0}(\xi, t)\hat{v_{0}}(\xi, 0)+P_{1}(\xi, t)\hat{v_{1}}(\xi, 0)+\cdots+P_{m-1}(\xi, t)\overline{v_{m-1}}(\xi, 0))$

となる．最後の行は時間変数 $t$ について Gram-Schmidt 直交化をほどこした．これ

により $K_{\alpha}^{m}$ の Fourier 変換は

$\overline{K_{\alpha}^{m}}(t, s)(\xi)=\sum_{k=0}^{m-1}P_{k}(\xi, t)P_{k}(\xi, s)e^{-(t+s)|\xi|^{2\alpha}}$

の形をしているはずである．ここで，

$\int_{0}^{\infty}|f(t)|^{2}e^{-t}dt=2|\xi|^{2\alpha}\int_{0}^{\infty}|f(2|\xi|^{2\alpha}t)|^{2}e^{-2|\xi|^{2\alpha}}tdt$

であることから

$\overline{K_{\alpha}^{m}}(t, s)(\xi)=\sum_{k=0}^{m-1}2|\xi|^{2\alpha}p_{k}(2|\xi|^{2\alpha}t)p_{k}(2|\xi|^{2\alpha}s)e^{-(t+s)|\xi|^{2\alpha}}$

が予想される．ここで，$(Pj)_{j}^{\infty}=0l3;(0, \infty)$ 上の重み $e^{-t}dt$ の直交多項式である．これ

と基本解の Fourier 変換が $e^{-t|\xi|^{2\alpha}}$ であること，すなわち

$W^{(\alpha)}(x, t)=(2 \pi)^{-n}\int_{R^{n}}e^{-t|\xi|^{2\alpha}}e^{ix\cdot\xi}d\xi$

と比較して再生核が次のように導かれる．

定理 6. $X_{1}=(x_{1}, t_{1})$ , $Y_{1}=(y_{1}, s_{1})\in H$ に対し，

$K_{\alpha}^{m}(X_{1}, Y_{1}):= \sum_{k=0}^{m-1}(-2\partial_{t})p_{k}(-2t_{1}\partial_{t})p_{k}(-2s_{1}\partial_{s})W^{(\alpha)}(x-y, t+s)|_{X=X_{1},Y=Y_{1}}$

とおく．すると $K_{\alpha}^{m}$ による積分作用素は $L^{2}(H)$ から $b_{\alpha}^{m,2}$ への直交射影である．

証明．次の性質を示せばよい:

(i) $\forall u\in b_{\alpha}^{m,2},$ $K_{\alpha}^{m}u=u$ ;

(ii) $\forall X\in H,$ $K_{\alpha}^{m}(X, \cdot)\in b_{\alpha}^{m,2}.$

これらは，Fourier変換を用いて示される．口
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5.2 上半空間上の多重調和 Bergman空間．最後に) $\Omega$ が上半空間のとき，放

物型の空間との関係を与える．

まず 次のノルム評価が必要である．

補題 14. $0<\theta<1$ , 整数 $k\geq 0$ , 多重指数 $\beta$ に対し，関数 $u\in b^{m,p}$ のノルム評価

(i) $|\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{\beta}(-\triangle_{x})^{\theta}u(x, t)|\leq Ct^{-2\theta-k-|\beta|-\frac{n+1}{p}}\Vert u\Vert_{p}$

(ii) $\Vert t^{-2\theta-k-|\beta|}\partial_{t}^{k}\partial_{x}^{l}(-\Delta_{x})^{\theta}u\Vert_{p}\leq C\Vert u\Vert_{p}$

がなりたつ．

証明．まず $\psi\in C_{0}^{\infty}(H)$ に対し

$|(-\triangle_{x})^{\theta}\psi(x, t)|\leq C|x|^{-n-2\theta}$

に注意する．$\tau>0$ に対し

$((- \triangle_{x})^{\theta}\psi_{\tau})(x, t)=-c_{n,\alpha}\lim_{\delta\downarrow 0}\int_{|y|>\delta}\tau^{-n-1}(\varphi(\tau^{-1}(x-y))-\varphi(\tau^{-1}x))|y|^{-n-2\alpha}dy$

$=-c_{n,\alpha} \lim_{\delta\downarrow 0}\int_{|y|>\tau^{-1}\delta}\tau^{-n-1}(\varphi(\tau^{-1}x-y)-\varphi(\tau^{-1}x))|\tau y|^{-n-2\alpha}\tau^{n}dy$

$=\tau^{-2\theta}((-\triangle_{x})^{\theta}\psi)_{\tau_{-}}(x, t)$

であるので，補題 3の $\varphi$ に対し，

$(-\triangle_{x})^{\theta}\partial_{x}^{\beta}\partial_{t}^{k}\varphi_{\mathcal{T}}=\tau^{-2\theta-k-|\beta|}((-\triangle_{x})^{\theta}\partial_{x}^{\beta}\partial_{t}^{k}\varphi)_{\tau}$

がわかる．ここで，$\varphi_{\tau}(X)=\tau^{-n-1}\varphi(\tau^{-1}X)$ である．任意の $q\in[1, \infty]$ に対し，
$(-\triangle_{X})^{\theta}\partial_{x}^{\beta}\partial_{t}^{k}\varphi\in L^{q}$ であることに注意すれば，補題 11と補題 13の証明と同様にし
て補題が証明される．口

以上から定理 4が示される．

定理 4の証明． $b^{m,p}(H)\supset b_{1/2}^{m,p}(H)$ :多重調和性のみが問題である．

$u=h_{0}+th_{1}+\cdots+t^{m-1}h_{m-1}\in b_{1/2}^{m,p}$

とすると $\triangle^{m}u=0$ , なぜなら各 $\tau>0$ に対し $h_{0},$ $h_{1}$ , . . . , $h_{m-1}\in b_{1/2}^{1,p}(H_{\tau})=$

$b^{1,p}(H_{\tau})$ .
$b^{m,p}(H)\subset b_{1/2}^{m,p}(H):u\in b^{m,p}$ とする． $\triangle(\triangle^{m-1}u)=\triangle^{m}u=0$ , なので補題 14よ

り $\tau>0$ に対し，$\triangle^{m-1}u\in b^{1,p}(H_{\tau})=b_{1/2}^{1,p}(H_{\tau})$ . よって

$\triangle^{m-1}(L^{(1/2)}u)=L^{(1/2)}(\triangle^{m-1}u)=0$

がわかり，再び補題 14により $L^{(1/2)}u\in b^{m-1,p}(H_{\tau})$ . 以下帰納法である． $\square$
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