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概要

半無限計画問題とは，有限個の決定変数と無限個の制約式で特徴付けられる最適化問題であり，

チェビシェフ近似問題やフィルター設計など重要な応用例が多く存在することから盛んに研究

されてきた．そして，近年では半正定値錐や 2次錐など特殊な凸錐を制約として含むような半

無限計画問題が研究されてきている．本研究では，半正定値錐制約をもち，関数がすべて線形で

ある半無限計画問題 (Linear semi-infinite semi-definite programming problem: LSISDP) に

ついて考える．LSISDPの最適解を求めるためにパス追跡型のアルゴリズムを提案し，その大

域的収束性を示す．

1 はじめに

本研究では，つぎのような半正定値錐制約と無限個の線形不等式を持つ半無限計画問題 (Linear

semi-infinite semi-definite programming problem: LSISDP) を考える．

Minimize $c^{T}x$

subject to $a(\tau)^{T}x-b(\tau)\leq 0(\tau\in T)$ , (11)

$F(x)\in S_{+}^{m}.$

ここで， $c\in \mathbb{R}^{n}$ , および $a:Tarrow \mathbb{R}^{n},$ $b:Tarrow \mathbb{R}$ は与えられたベクトルと連続関数とする．

また $S^{m}$ は $m$ 次元実対称行列の集合，$S_{+}^{m},$ $S_{++}^{m}$ はそれぞれ $m$ 次元半正定値対称行列と正定値

対称行列の集合であり，行列値関数 $F:\mathbb{R}^{n}arrow S^{m}$ は， $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$F(x):=F_{0}+ \sum_{i=1}^{n}x_{i}F_{i},$ $F_{i}\in S^{m}(i=0,1,2, \ldots, n)$ で与えられるアフイン関数とする．(1.1) に

等式制約も含めて考えることができるが，本稿では簡単のため等式制約がない形だけを考える．安
定性を考慮したあるフィルター設計問題 [28] などが LSISDPとして定式化される．
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もし，最初の線形半無限不等式 $a(\tau)^{T}x-b(\tau)\leq 0(\tau\in T)$ がなければ，LSISDP(1.1) はよく知ら

れた半正定値計画問題 (Semi-definite programming problem: SDP) に他ならない．SDP はその

表現能力の高さから最適化分野に限らない各方面で問題解決のための強力な道具として注目され

ている最適化問題である [26, 27, 24]. また SDP は，線形計画問題 (Linear programming problem:

LP), 凸 2次制約つき 2次計画問題，2次錐計画問題 (Second-order cone programming problem:

SOCP)をサブクラスとして含んでいる．そうした SDP を解くための手法として主双対内点法

[15, 11, 1, 9], 拡張ラグランジュ法 [35], 相補性関数を用いて構成した SDP と等価な方程式系への

ニュートン型手法の適用 [3, 33] などがあげられる．それらの中でも主双対内点法が最も有効な手

法であると考えられており，SDPT3[25], SDPA[32], SeDuMi[22] といった主双対内点法を実装し

た強力なフリーソルバも公開されている．また非線形関数を含んだ SDP の研究もまだ多くはない

ものの近年活発に行われている [30, 31, 5].

また，半正定値錐制約 $F(x)\in S$孕がなければ，LSISDP (1.1) は線形半無限計画問題 (Linear semi-

infinite programming problem: LSIP) という半無限計画問題の中で最も基本的な問題になる [6].

通常の LP と同じように，単体法的な手法 [2] が LSIPに対して開発されている．同様に，主内点法

[23], 主双対内点法 [21] やパス追跡法 [4] といった手法も LSIPに対して提案はされてはいるものの，

LP に対するそれらとは異なり，際立った成果の報告はない．

LSISDP(1.1) のような錐制約を持つ半無限計画問題に関する研究は SDP や SIP 自身の研究に

比べて少ないものの，近年進んできている．例えば，[8] では有限個の 2次錐制約を持つ LSIPに対

して陽的交換法を，[13] では有限個の半正定値錐制約を持つ LSIPに対して緩和切除平面アプロー

チを，また [17] では，無限個の閉凸錐制約を持つ凸な SIP に対して陽的交換法と正則化法を組み合

わせた正則化陽的交換法を提案した．これらの方法はいずれも各反復で SOCPや SDP を正確に解

くことを要求している．しかしながら，SOCPや SDP を効率よく解く手法が確立されているとい

えども，それらを解く計算コストは小さいとはいえない．

本研究の目的は，LSISDP(1.1) をより効率的に解くために，SDPを逐次的に解くことに頼らない

アルゴリズムを構築することである．提案手法は [31] における非線形な SDPに対する主双対内点法

のアイディアにもとづき，後に定義する BKKT点から構成されるパス的な集合を近似的にたどりな

がら，KKT点に到達するパス追跡型の手法となっている．また提案手法の各反復では，近似 BKKT

点を見つけるために有限個の線形制約を持つ 2次計画問題を解くだけであり，SDPを解く必要はない．

本稿の構成は次のようになる．まず，第 2節では，提案手法を述べるための準備として LSISDP(1.1)

に関する KKT 条件と BKKT条件を導入し，それらに関連して KKT 点と BKKT点を定義する．

また LSISDP (1.1) に対する Haar の双対問題を導き，それと KKT点，BKKT点との関係について

述べる．第 3節では，LSISDP(1.1) の KKT 点を求めるためのパス追跡法を提案し，その大域的収

束性を証明する．第 4節では，BKKT点を求めるために SQP 法と交換法を組み合わせた手法を提

案する．最後の 5節でまとめと今後の課題について述べる．

なお，本稿では，上の文章中で定義したものに加えて以下の記号を用いる．まず $x=$ $(x_{1}, x_{2}, \ldots , x_{n})^{T}\in$

$\mathbb{R}^{n}$ を $(x_{i})_{i=1}^{n}$ で表し，非負錐 $\mathbb{R}_{+}^{n}$ を $\mathbb{R}_{+}^{n}:=\{x\in \mathbb{R}^{n}|x_{i}\geq 0(i=1,2, \ldots, n)\}$ とする．また行列

空間 $\mathbb{R}^{m\cross m}$ における内積 $\circ$ とノルム $\Vert\cdot\Vert_{F}$ として，$X,$ $Y\in \mathbb{R}^{m\cross m}$ に対して $X\bullet$ $Y:=tr(X^{T}Y)$ ,
$\Vert X\Vert_{F}:=\sqrt{X\cdot X}$で定義する．さらに作用素 $\circ:S^{m}\cross S^{m}arrow S^{m}$ を $X\circ Y:=(XY+YX)/2$ で

定義する．
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2 準備

2.1 LSISDPに対する KKT条件

本節では，LSISDP(1.1) の最適解が満たすべき必要十分条件である Karush-Kuhn-Tucker(KKT)

条件について説明し，あとで提案する手法のためにバリア KKT(BKKT) 条件を導入する．

まず LSISDP (1. 1) における Slater制約想定を以下のように定義する．

定義 2. 1(Slater 制約想定). LSISDP (1.1) において Slater制約想定が成り立つとは，ある $\tilde{x}$ が存

在して以下を満たすときをいう．

$a(\tau)^{T}\tilde{x}-b(\tau)<0(\tau\in T) , F(\tilde{x})\in S_{++}^{m}.$

LSISDP(1.1) は無限個の制約を持つため，その最適解における KKT条件は無限個の制約を用い

て表現されるのが自然である．ところが Slater制約想定が LSISDP(1.1) で成り立っているならば，

KKT条件は適当な $n$個 (決定変数 $x$ の次元) の制約関数だけで記述することができる．

定理 2.1. $x^{*}\in \mathbb{R}^{n}$ を LSISDP (1.1) の最適解とする．このとき，Slater制約想定が LSISDP で成り

立つならば $n$ 個の添字 $\tau_{1}^{*},$ $\tau_{2}^{*},$

$\cdots,$
$\tau_{n}^{*}\in T,$ $n$ 個のラグランジュ乗数 $y_{1}^{*},$ $y_{2}^{*},$ $\cdots$ , $y_{n}^{*}\in \mathbb{R}$ , ある行列

$V_{*}\in S^{m}$ が存在して以下が成り立つ．

$c+ \sum_{j=1}^{n}a(\tau_{j}^{*})y_{j}^{*}-(\begin{array}{l}F_{1}\cdot V_{*}\vdots F_{n}\cdot V_{*}\end{array})=0$ , (2.1)

$F(x^{*}) \bullet V_{*}=0, F(x^{*})\in S_{+}^{m}, V_{*}\in S_{+}^{m}$ , (2.2)

$a(\tau_{j}^{*})^{T}x^{*}-b(\tau_{j}^{*})\leq 0, y_{j}^{*}\geq 0, (a(\tau_{j}^{*})^{T}x^{*}-b(\tau_{j}^{*}))y_{j}^{*}=0 (1\leq j\leq n)$ (2.3)

逆に，$x^{*}$ が LSISDP (1.1) における実行可能点で上の条件 $(2.1)-(2.3)$ が成り立つならば，$x^{*}$ は

LSISDP(1.1) の最適解である．

(2.2) は半正定値相補性条件である．この条件は SDP に対する主双対内点法においてニュートン

方程式を導出する際に，1節の最後で定義した $\circ$ を用いた等価な条件

$F(x^{*})\circ V_{*}=0, F(x^{*})\in S_{+}^{m}, V_{*}\in S_{+}^{m}$ (2.4)

でしばしば置き換えられるが，本研究でも (2.2) ではなく，(2.4) を採用する．また KKT条件を満
$n$ 個の積

たす LSISDP (1.1) の実行可能点 $x\in \mathbb{R}^{n}$ , 添字 $\tau^{*}:=(\tau_{1}^{*}, \tau_{2}^{*}, \ldots, \tau_{n}^{*})\in T^{n}:=\overline{T\cross\cdots\cross T}$, そして

ラグランジュ乗数である $(y^{*}, V_{*})\in \mathbb{R}_{+}^{n}\cross S_{+}^{m}$ $(ただし y^{*}:=(y_{1}^{*}, y_{2}^{*}, \ldots, y_{n}^{*})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ とする $)$ をあわ

せて LSISDPの KKT点とよぶことにする．

上の定理から LSISDP(1.1) の最適解を求めるためには KKT点を求めれば十分であることがわ

かる．通常の SDP と最も異なる点は，(2.1),(2.3),(2.4) が成り立つ添字 $\tau_{1}^{*},$ $\tau_{2}^{*}$ , . . . , $\tau_{n}^{*}\in T$ を推定し

なければならないことである．また LSISDPに対する実行可能点を見つけるのも，通常の SDP と

比べて簡単ではない．

次に BKKT 条件を定義する．$\mu\geq 0$ を一つとり，$I\in \mathbb{R}^{m\cross m}$ を単位行列とする．BKKT 条件と

は，KKT 条件 (2.1), (2.3), (2.4) において半正定値相補性条件 (2.4) を $F(x^{*})\circ V_{*}=\mu I,$ $F(x)\in$

$S_{+}^{m},$ $V_{*}\in S_{+}^{m}$ で置き換えたものである．
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定義 2.2 (バリア KKT (BKKT) 条件). $x^{*}\in \mathbb{R}^{n}$ を LSISDP (1.1) の実行可能点，$\mu\in \mathbb{R}$ を

与えられた非負のパラメータとする．このとき，$x^{*}$ で BKKT条件が成り立つとは，$n$ 個の添字

$\tau_{1}^{*},$ $\tau_{2}^{*}$ , . . . , $\tau_{n}^{*}\in T$ と $y^{*}:=(y_{1}^{*}, y_{2}^{*}, \ldots, y_{n}^{*})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ および $V_{*}\in S^{m}$ が存在して

$c+ \sum_{j=1}^{n}a(\tau_{j}^{*})y_{j}^{*}-(\begin{array}{l}F_{1}\bullet V_{*}\vdots F_{n}\bullet V_{*}\end{array})=0,$

$F(x^{*})\circ V_{*}=\mu I, F(x^{*})\in S_{+}^{m}, V_{*}\in S_{+}^{m},$

$a(\tau_{j}^{*})^{T}x^{*}-b(\tau_{j}^{*})\leq 0,$ $y_{j}^{*}\geq 0,$ $(a(\tau_{j}^{*})^{T}x^{*}-b($げ $))y_{j}^{*}=0$ $(1\leq i\leq n)$

が成り立つときをいう．また $\mu$をバリアパラメータとよび，BKKT条件を構成する $(x^{*}, y^{*}, V_{*}, \tau^{*})\in$

$\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}\cross S_{+}^{m}\cross T^{n}$ を LSISDP (1.1) のバリアパラメータ $\mu$ に関する BKKT 点とよぶ．

2.2 Haarの双対問題

LSISDP(1.1) を主問題としたとき，その双対問題は以下のように書くことができる．

Maximizeu,$V$

$- \int_{T}b(\tau)u(d_{\mathcal{T}})-F_{0}\cdot V$

subject to $c+ \int_{T}a(\tau)u(d\tau)-(F_{i} \bullet V)_{i=1}^{n}=0,$

$V\in S_{+}^{m}, u\in M_{+}(T)$ .

ただし，$M_{+}(T)$ は $T$上の有界な非負ボレル測度の集合である．この問題は変数として測度 $u\in$

$M_{+}(T)$ が含まれており，直接取り扱うのは難しい．そのため，$M_{+}(T)$ を非負の有界離散測度で置

き換えた Haar の双対問題とよばれる以下の問題を導入する．

Maximizeu,$V$
$- \sum_{\tau\in T}b(\tau)u(\tau)-F_{0}\cdot V$

subject to
$c+ \sum_{\tau\in T}a(\tau)u(\tau)-(F_{i}\bullet V)_{i=1}^{n}=0$

, (2.5)

$V\in S_{+}^{m}, u\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}.$

ここで $\mathbb{R}_{+}^{(T)}:=\{u:Tarrow \mathbb{R}+||supp(u)|<\infty\},$ $supp(u):=\{\tau\in T|u(\tau)\neq 0\}$ である．

主問題と双対問題の任意の実行可能解の組 $(\overline{x}, \overline{u}, \overline{V})$ に対して以下の弱双対性が成り立つ．

$c^{T} \overline{x}\geq-\sum_{\tau\in T}b(\tau)\overline{u}(\tau)-F_{0}\bullet\overline{V}.$

さらに，Slater制約想定の下で次のような強双対性も成り立つ．主問題 (1.1) が最適解 $x^{*}$ を持つとす

る．このとき，双対問題 (2.5) は最適解 $u^{*}\in R_{+}^{(T)},$
$V_{*}\in S_{+}^{m}$ をもち，

$c^{T}x^{*}=- \sum_{\tau\in T}b(\tau)u^{*}(\tau)-F_{0}\bullet V_{*}$

を満たす．

161



2.3 KKT点，BKKT点と主問題，双対問題との関係

LSISDP における KKT 点 $(x^{*}, y^{*}, V_{*}, \mathcal{T}^{*})\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross S^{m}\cross T^{n}$ において $u^{*}:Tarrow \mathbb{R}+$ を

$u^{*}(\tau):=\{\begin{array}{ll}\sum_{i\in I(\tau)}y_{i}^{*} (I (\tau):=\{i\in\{1,2, \ldots, n\}|\tau=\tau_{\dot{x}}^{*}\}0 (otherwise)\end{array}$

とおけば，$x^{*}$ は主問題 (1.1) の最適解，$(u^{*}, V^{*})$ は Haar の双対問題 (2.5) の最適解となる．一方，主

問題，双対問題において半正定値錐制約 $F(x)\in S_{+}^{m}$ , V $\in$ S孕を対数バリア関数を用いて目的関数
に付け加えた問題はそれぞれ

Minimize $c^{T}x-\mu\log\det F(x)$

subject to $a(\tau)^{T}x-b(\tau)\leq 0(\tau\in T)$ , (26)

$F(x)\in S_{++}^{m}.$

Maximizeu,$V$
$- \sum_{\tau\in T}b(\tau)u(\tau)-F_{0}\circ V+\mu\log\det V$

subject to
$c+ \sum_{\tau\in T}a(\tau)u(\tau)-(F_{i}\bullet V)_{i=1}^{n}=0$

, (2.7)

$V\in S_{++}^{m}, u\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}.$

であるが，BKKT 点 $(\overline{x}, \overline{y}, \overline{V}, \overline{\tau})\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross S^{m}\cross T^{n}$ が与えられたとき，$\overline{x}$ は問題 (2.6) の最適

解となり，$\overline{u}\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}$ を

$\overline{u}(\tau):=\{\begin{array}{ll}\sum_{i\in\overline{I}(\tau)}\overline{y}_{i} (\overline{I}(\tau):=\{i\in\{1,2, \ldots, n\}|\tau=\overline{\tau}_{i}\})0 (otherwise)\end{array}$

で定義すれば $(\overline{u}, \overline{V})$ は問題 (2.7) の最適解になる．

3 パス追跡型アルゴリズム

本節では，LSISDP(1.1) を解くためのパス追跡型アルゴリズムを提案し，その収束定理を与える．

3.1 アルゴリズム

本稿のアルゴリズムでは，各 $\mu>$ 0に対して BKKT点を近似的に求めながら，$\mu$ の値を小さくし

ていくことによって KKT点を求める．アルゴリズムを記述するために，バリアパラメータ $\mu\geq 0$

に対する関数 $R_{\mu}:\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross S^{m}\cross T^{n}arrow \mathbb{R}$ を次のように定義する．

$R_{\mu}(x, y, V, \tau):=\sqrt{\Vert\varphi_{1}(x,y,V,\tau)\Vert^{2}+\Vert\varphi_{2}(x,V,\mu)\Vert_{F}^{2}+\varphi_{3}(x)^{2}}$
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ただし，$y:=(yj)_{j}^{n}=1,$ $\tau:=(\mathcal{T}j)_{j}^{n}=1\in T^{n}$ とし，

$\varphi_{1}(x, y, z, V, \tau):=(\begin{array}{ll}c+\sum_{j=1}^{n}a(\tau_{j})y_{j} -(F_{i}\cdot V)_{i=1}^{n}y_{1}(a(\tau_{1})^{T}x-b(\tau_{1})) \vdots y_{n}(a(\tau_{n})^{T}x-b(\tau_{n})) \end{array}),$

$\varphi_{2}(x, V, \mu) :=F(x)oV-\mu I,$

$\varphi_{3}(x)$ $:= \max_{\tau\in T}(a(\tau)^{T}x-b(\tau))_{十},$ $( \cdot)_{+}:=\max$(. O)

とする．方程式 $R_{\mu}(x, y, V, \tau)=0$ と BKKT条件の間には，以下の関係が成り立つ．

$R_{\mu}(x, y, V, \tau)=0,$ $F(x)\in S_{+}^{m},$ $V\in S_{+}^{m},$ $y\in \mathbb{R}_{+}^{n}\Leftrightarrow(x, y, V, \tau)$ は $\mu>0$ に関する BKKT 点，

また $\mu=0$ とおけば KKT条件とのつながりも示される．

$R_{0}(x, y, V, \tau)=0,$ $F(x)\in S_{+}^{m},$ $V\in S_{+}^{m},$ $y\in \mathbb{R}_{+}^{n}=(x, y, V, \tau)$ は KKT 点．

さて，以下の提案手法では，$F(x)\in S_{+}^{m},$ $V\in$ S孕を満たしながら方程式 $R_{\mu}(x, y, V, \tau)=0$ を近

似的に解くことを繰り返す．同時に $R_{\mu}(x, y, V, \tau)=0$ を解く精度を高め，かつ $\mu$ の値を $0$ に近づ

けていく．具体的には以下のように記述される．

Algorithm 1(パス追跡型アルゴリズム)

Step $0$ (初期設定): 初期点 $(x^{0}, y^{0}, V_{0}, \tau^{0})\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross S^{m}\cross T^{n}$ を $F(x^{0})\in S_{++}^{m},$ $V0\in$

$S_{++}^{m},$ $y^{0}\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ . であるように選ぶ．また正のパラメータ列 $\{\mu_{k}\}_{k\geq 0}$ および $\{\epsilon_{k}\}_{k\geq 0}$

を $\lim_{karrow\infty}\mu_{k}=0,$ $\lim_{karrow\infty}\epsilon_{k}=0$ であるように選ぶ．$k:=0$ とする．

Step 1(終了条件): 以下を満たせばアルゴリズムを終了する．

$R_{0}(x^{k}, y^{k}, V_{k}, \tau^{k})=0, F(x^{k})\in S_{+}^{m}, V_{k}\in S_{+}^{m}, y^{k}\in \mathbb{R}_{+}^{n}.$

Step 2 (近似 BKKT点を求める): 以下を満たす近似BKKT点 $(xk+1, y^{k+1}, V_{k+1}, \tau^{k+1})$

を求める．

$R_{\mu_{k}}(x^{k+1}, y^{k+1}, V_{k+1}, \tau^{k+1})\leq\epsilon_{k}, F(x^{k+1})\in S_{+}^{m}, V_{k+1}\in S_{+}^{m}, y^{k+1}\in \mathbb{R}_{+}^{n}.$

Step 3 (更新): $k:=k+1$ として Step 1へ戻る．

適当な条件 1の下で，各バリアパラメータ $\mu>0$ に対してバリア付き LSISDP(2.6) の最適解は存

在すれば唯一つであり，それを $x^{*}(\mu)$ とおくと $\bigcup_{\mu>0}x^{*}(\mu)$ はパスを構成すると考えられる．この

ことから Algorithm 1は，BKKT条件を近似的に満たす $y\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $V\in S_{+}^{m},$ $\tau\in T^{n}$ を求めながら

パス $\bigcup_{\mu>0}x^{*}(\mu)$ を辿っていくアノレゴリズムであると見ることができる．

1例えば瓦 $\in S^{m}(i=1,2, \ldots, n)$ が $S^{m}$ において線形独立であるなどがあげられる．すなわち，$c_{i}\in \mathbb{R}(i=$

$1$ , 2, . . . , $n)$ , $c_{1}F_{1}+c_{2}F_{2}+\cdots+c_{n}F_{n}=O$ ならば $c_{1}=c_{2}=\cdots=c_{n}=0$ である．
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3.2 収束解析

収束を解析するにあたって，次のような仮定をおく．

Assumption $A$

(a) LSISDP (1.1) の実行可能領域が非空なコンパクト集合である．

(b) Slater制約想定が LSISDP (1.1) で成り立つ．

さて，生成される点列の有界性に関して以下が成り立つ．

命題 3.1. Assumption $A-(a)$ の下で，Algorithm 1によって生成された点列 $\{x^{k}\}$ は有界である．

命題 3.2. Assumption $A$ の下で，Algorithm 1によって生成されたラグランジュ乗数の列 $\{V_{k}\}\subseteq$

$S_{+}^{m},$ $\{y^{k}\}\subseteq \mathbb{R}_{+}^{n}$ は有界である．

これらの命題より，生成された点列は必ず集積点をもち，それらは LSISDPの KKT点であるこ
とが示すことができる．

定理 3.2. Assumption $A$ の下で $\{(x^{k}, y^{k}, V_{k}, \tau^{k})\}\subseteq \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}\cross S_{+}^{m}\cross T^{n}$ は必ず集積点をもち，そ

れらは LSISDP の KKT 点となる．とくに $\{x^{k}\}$ の任意の集積点は LSISDP (1.1) の最適解となる．

4 BKKT点を求めるアルゴリズム

前節では，各バリアパラメータ $\mu>0$に対する BKKT点を逐次的に求めながら，$\mu$の値を $0$に近づ

けていくことで最終的に KKT点を求めるパス追跡型アルゴリズムを提案した．本節では，バリアパ

ラメータ $\mu$を固定し，それに関する BKKT点を求める方法を提案する．また以降では，Algorithm 1

における反復点と区別するため，反復回数を $r$ で表し，生成する点列を $\{(x^{r}, y^{r}, V_{r}\tau^{r})\}\subseteq \mathbb{R}^{n}\cross$

$\mathbb{R}^{n}\cross S^{m}\cross T^{n}$ で表す．本手法は，

$F(x^{r})\in S_{++}^{m}, V_{r}\in S_{++}^{m}, y^{r}\in \mathbb{R}_{+}^{n}, \tau^{r}\in T^{n}$

を維持しながら，バリア関数つき LSISDP(2.6) に対して SQP法を適用して点列を生成していくも

のである．

以下では，探索方向の生成の仕方とステップサイズの決め方を説明する．

4.1 探索方向の生成方法

現在点侮，$\overline{y},\overline{V},$ $\overline{\tau}$) $\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}\cross S_{++}^{m}\cross T^{n}$ における探索方向 $dw=(dx, dy, dV, d\tau)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross$

$S^{m}\cross \mathbb{R}^{n\ell}$ の求め方を説明する．
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$dx,$ $dy,$ $d\tau$ の導出方法について

まず x-空間における探索方向 $dx$ を生成するために，$\overline{x}$ においてバリア関数つき LSISDP (2.6) の

目的関数を 2次近似し，制約関数を 1次近似した次の半無限 2次計画問題 (Semi-infinite quadratic

programming problem: SIQP) を考える．

$Minimized\in\pi n \frac{1}{2}d^{T}Bd+c^{T}d-\mu\sum_{i=1}^{n}d_{i}F_{i} \bullet F(\overline{x})^{-1}$

(4.1)

subject to $a(\tau)^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau)\leq 0(\tau\in T)$ .

ここで $B\in S^{m}$ は任意の正定値対称行列である．元問題である LSISDP (I.I) が実行可能解を

持てば，SIQP (4.1) も実行可能であり，目的関数が強凸関数であることから唯一つの解を持つ．

LSISDP (1.1) の Slater制約想定の下で SIQP (4.1) の KKT条件は次のように記述される．すなわ

ち，$d$が SIQP (4.1) の最適解とすると，ある $n$個の添字 $\tau_{1},$ $\tau_{2}$ , . . . , $\tau_{n}\in T$ と $n$個のラグランジュ乗

数 $y_{1},$ $y_{2}$ , . . . , yn $\in \mathbb{R}$が存在して

$Bd+c- \mu (F_{i} \bullet F(\overline{x})^{-1})_{i=1}^{n}+\sum_{i=1}^{n}y_{i}a(\tau_{i})=0,$

$y_{i}(a(\tau_{i})^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau_{i}))=0, y_{i}\geq 0,$

$a(\tau_{i})^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau_{i})\leq 0(i=1,2, \ldots, n)$

が成り立つ．$d=0$ かつ $F(\overline{x})\in S_{++}^{m}$ のとき，$\mu F(\overline{x})^{-1}=V$ とおけば，上の条件から LSISDP (1.1)

の BKKT条件が得られる．

SQP 法の中で SIQP(4.1) を逐次的に解けば，LSISDP(1.1) の最適解を得ることが期待できる．

ところが，SIQP(4.1) は半無限計画問題であり，正確に解くことが難しい．そこで凸半無限計画問
題を解くためのアルゴリズムの一つである交換法 [17, 34, 8, 12] を用いて，inexaxtに解くことを考

える．交換法とは，有限部分添字集合列 $\{T_{k}\}\subseteq T$ に対して定義される，半無限計画問題の有限緩
和問題を逐次的に解くことで点列を発生させる方法である．交換法にはいくつかバリエーション

があるが，SIQP(4.1) に対して以下のような交換法を考える．

SIQP(4.1) に対する交換法

Step $0$ : 緩和パラメータ $\gamma>0$ と初期有限添字集合乃 $(\subsetneq T)$ を選ぶ．$l:=0$ とする．

Step 1: $T$ を $T_{l}$ で置き換えて有限緩和した SIQP(4.1) の最適解 $d^{l}$ とラグランジュ乗

数 $y^{l}\in \mathbb{R}_{+}^{|T_{l}|}$ を求める．

Step 2: $a(\tau)^{T}(\overline{x}+d^{l})-b(\tau)>\gamma$ となる $\tau\in T$が存在しなければ終了．見つかれば，
それを $T_{l}$ に付加したものを $\tilde{T}_{l}$ にする．

Step 3: $\tau_{\iota+1}:=\{\tau\in\tilde{T}\iota|y_{\tau}\neq 0\}$ とする．

Step 4: $l:=l+1$ として Step 1へ．

この交換法は，与えられた $\gamma>0$に対して次を満たす $T$の有限添字部分集合 $E=\{\tau_{1}, \tau_{2}, . . . , \tau_{p}\}(\subsetneq$
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$T)$ , 解 $d\in \mathbb{R}^{n}$ , そしてラグランジュ乗数 $y_{1}$ , . . . , $y_{p}\in \mathbb{R}$ を有限回の反復後に出力する．

$Bd+c- \mu (F_{i} \bullet F(\overline{x})^{-1})_{i=1}^{n}+\sum_{i=1}^{p}y_{i}a(\tau_{i})=0$ , (4.2)

$y_{i}(a(\tau_{i})^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau_{i}))=0, y_{i}\geq 0$ , (4.3)

$a(\tau_{i})^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau_{i})\leq 0(i=1,2, \ldots,p)$ , (4.4)

$a(\tau)^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau)\leq\gamma(\tau\in T)$ . (4.5)

最初の 3行は SIQP (4.1) で $T$ を $E$ に置き換えてできる 2次計画問題 (Quadratic programming

problem $:QP$) の KKT 条件であり，$d$ はその $QP$ の最適解である．最後の不等式は，半無限制約
$a(\tau)^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau)\leq 0(\tau\in T)$ を $\gamma>0$ だけ緩和したものになっている．また交換法の Step 3
において $d^{l}$ でアクティブ 2ではない制約に対応する添字を除去する操作により，$p(=|E|)$ は殆ど

の場合に変数の数 $n$ で抑えることができ，必要ならばダミーの添字を挿入する 3ことで $p=n$ とで

きる．以後，この事実から，交換法によって出力される添字の個数 $p$ は $n$ であると仮定する．

提案手法では，交換法によって出力された $(4.2)-(4.5)$ を満たす $d\in \mathbb{R}^{n}$ , 有限添字集合 $E=$

$\{\tau_{1}, \tau_{2}, . . . , \tau_{n}\}$ , およびラグランジュ乗数 $y_{1},$ $y_{2}$ , . . . , $y_{n}\in \mathbb{R}$ から $x$-空間，$y$-空間，$\tau$-空間における

それぞれの探索方向 $dx,$ $d\tau,$ $dy$ を

$dx=d, d\tau=(\tau_{1}, \tau_{2}, \ldots, \tau_{n})^{T}-\overline{\tau}, dy=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})^{T}-\overline{y}$ (4.6)

とおく．

$dV$ の導出方法について

前で導いた $dx$をもとに，スケーリングした半正定値相補性条件 $F(x)\circ V=\mu I,$ $F(x)\in S_{+}^{m},$ $V\in$

$S_{+}^{m}$ のニュートン方程式から $dV$ を計算する．そのために，まず適当な正則行列 $P\in \mathbb{R}^{m\cross m}$ を用い

て $F(x)$ と $V$ を次のように $F_{P}(x)$ と $V_{P}$ ヘスケーリング 4する．

$F_{P}(x)=P^{T}F(x)P, V_{P}=P^{-1}VP^{-T}$

行列 $P$ は $F_{P}(x)V_{P}=V_{P}F_{P}(x)$ を満たすように選ぶ．5半正定値相補性条件 $F(x)\circ V=\mu I,$ $F(x)\in$

$S_{+}^{m}$ , V $\in$ S孕はスケーリングされた空間で

$F_{P}(x)\circ V_{P}=\mu I, F_{P}(x)\in S_{+}^{m}, V_{P}\in S_{+}^{m}$

と表現されるが，点 $(\overline{x}, \overline{V}_{P})$ における $F_{P}(x)\circ V_{P}=\mu I$ に対するニュートン方程式は

$F_{P}(\overline{x})\circ V_{P}+F_{P}(\overline{x})\circ dVp+dF_{P}(\overline{x})\circ\overline{V}p=\mu I$ (4.7)

$2_{a(\tau)^{T}(\overline{x}}+d^{l})-b(\tau)=0$ のとき，制約 $a(\tau)^{T}(\overline{x}+d)-b(\tau)\leq 0$ は $d=d^{l}$ でアクテイブであるという．

3実際に出力された個数 $p$ が $p<n$ を満たすとき，(4.4) を満たすようにダミー添字 $\tau_{r+1}$ , . . . , $\tau_{n}\in T$ を導入し，そ
れらに対応する不等式制約に関するラグランジュ乗数を $y_{p+1}=y_{P+2}=\cdots=y_{n}=0$ とおけばよい．

4スケーリングは，SDP に対する主双対内点法においてよく使われる技法である [9, 15, 31].

5こうした $P$ の選び方として $P=F(\overline{x})^{-}21,$ $(F(\overline{x})^{1}2(F(\overline{x})^{z}VF(\overline{x})^{1}l1)^{-\frac{1}{2}}F(\overline{x})^{\eta}1)^{-}Z1$ などがあげられる．
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である，ただし，$dF_{P}(\overline{x})$ $:= \sum_{i=1}^{n}dx_{i}P^{T}F_{i}P,$ $dV_{P}:=P^{-1}dVP^{-T}$ である．さて，$X\in S^{m}$ に対

して線形写像 $\mathcal{L}_{X}:S^{m}arrow S^{m}$ を $\mathcal{L}_{X}(Y):=X\circ Y$ で定義すると (4.7) は

$\mathcal{L}_{F_{P}(\overline{x})}(V_{P}+dV_{P})+dF_{P}(\overline{x})\circ\overline{y}_{P}=\mu I$ (4.8)

と書き直すことができる．X $\in$ S靴のとき $\mathcal{L}_{X}$ は全単射であることに注意すると $F_{P}(\overline{x})\in S_{++}^{m}$ よ

り $\mathcal{L}_{F_{P}(\overline{x})}^{-1}$ が存在して，(4.8) から

$dV_{P}=\mu F_{P}(\overline{x})^{-1}-\overline{V}_{P}-\mathcal{L}_{F_{P}(\overline{x})}^{-1}(dF_{P}(\overline{x})\circ\overline{V}_{P})$

である．このことと $dV_{P}=P^{-1}dVP^{-T}$ から元の $V$-空間における探索方向 $dV$ は

$dV=\mu PF_{P}(\overline{x})^{-1}P^{T}-P\overline{V}_{P}P^{T}-P\mathcal{L}_{F_{P}(\overline{x})}^{-1}(dF_{P}(\overline{x})\circ\overline{V}_{P})P^{T}$

$=\mu F(\overline{x})^{-1}-\overline{V}-P\mathcal{L}_{F_{P}(\overline{x})}^{-1}(dF_{P}(\overline{x})\circ\overline{V}_{P})P^{T}$ (4.9)

となる．

4.2 ステップサイズの決定方法

求めた $x$-空間と $V$-空間における探索方向 $(dx, dV)$ のステップサイズを直線探索で決定する．直

線探索の際，[31] において非線形 SDP の BKKT点を求めるために提案された主双対メリット関数

を拡張した以下のような関数 $\Phi_{\rho,\mu}$ : $\mathbb{R}^{n}\cross S^{m}arrow \mathbb{R}$ をメリット関数として用いる．

$\Phi_{\rho,\mu}(x, V) :=\varphi_{\rho,\mu}^{bp}(x)+\nu\varphi_{\mu}^{cp}(x, V)$ (4.10)

ここで $v>0$ は正の定数パラメータ，$\rho>0$ はペナルティパラメータであり，

$\varphi_{\rho,\mu}^{bp}(x) :=c^{T}x-\mu\log\det F(x)+\rho\max_{\tau\in T}(a(\tau)^{T}x-b(\tau))_{+},$

$\varphi_{\mu}^{cp}(x, V):=F(x) \bullet V-\mu\log\det F(x)V$

である． $\varphi_{\rho,\mu}^{bp}(x)$ がバリア関数つき LSISDP (2.6) に関するメリット関数，$\varphi_{\mu}^{cp}(x, V)$ が半正定値相

補性条件に関するメリット関数である．

メリット関数 $\Phi_{\rho,\mu}$ の値を降下させつつ，$F(x+sdx)\in S_{++}^{m},$ $V+sdV\in S_{++}^{m}$ であるような

$(dx, dV)$ 方向のステップサイズ $s\in(0,1$ ] を決定するために Armijoルールを元にした以下の手順

$(S1)-(S3)$ を順番に実行する．

ステップサイズの決定手順

(S1): ペナルテイパラメータ $\rho$ を

$\rho=\{\begin{array}{ll}\rho (if \rho>\Vert\overline{y}+dy\Vert_{1}) ,\Vert y+dy\Vert_{1}+\delta_{1} (otherwise)\end{array}$

と更新する．ただし，$\delta_{1}>0$ は与えられた定数である．
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(S2): 以下を満たす最小の非負整数 $r=0$ , 1, 2, . . . を決定する．

$\Phi_{\rho,\mu}(\overline{x}+\theta\beta^{r}dx,\overline{V}+\theta\beta^{r}dV)\leq\Phi_{\rho,\mu}(\overline{x},\overline{V})+\alpha\theta\beta^{r}(-dx^{T}Bdx+(\varphi_{\mu}^{cp})’(x, V;dx, dV))+\rho\theta\beta^{r}\gamma.$

(4.11)
ただし $(\varphi_{\mu}^{cp})’(x, V;dx, dV))$ は $\varphi_{\mu}^{cp}$ の $x,$ $V$ における $dx,$ $dV$ 方向の方向微分であ

り，$\theta:=\min(1, \theta_{x}, \theta_{V})$ であり，$\theta_{x},$ $\theta_{V}$ は

$\theta_{x}:=\{\begin{array}{ll}1 (if \lambda_{\min}(F(\overline{x})^{-1}\sum_{i=1}^{n}dx_{i}F_{i})\geq 0) ,- \frac{\delta_{2}}{\lambda_{\min}(F(\overline{x})^{-1}\Sigma_{i=1}^{n}dx{}_{i}F_{i})} (otherwise),\end{array}$

$\theta_{V}:=\{\begin{array}{ll}1 (if \lambda_{\min}(\overline{V}1dV)\geq 0) ,- \frac{\delta_{2}}{\lambda_{\min}(\overline{V}^{-1}dV)} (otherwise),\end{array}$

である．また $\gamma$は SIQPに関する緩和パラメータ ((4.5)参照), $\alpha\in(0,1)$ , $\beta\in(0,1)$

は Armijoパラメータ，$\delta_{2}\in(0,1)$ は与えられた定数，$\lambda_{\min}(X)$ は行列 $X$ の最小固

有値とする．

(S3): ステップサイズ $s$ を $s=\theta\beta^{r}$ とおく．

Step 2での $\theta$ の選び方によって，$F(x+sdx)\in S_{++}^{m},$ $V+sdV\in S_{++}^{m}(s\in[0, \theta])$ とできる．ま

た (4.11) において $\gamma=0$ とおけば，(4.11)は Armijo ルールに基づいた通常の直線探索であり，
SIQP(4.1) の最適解が降下方向になっていると考えられる．しかしながら，今回は SIQP(4.1) は正

確には解いておらず，交換法によって inexactに求めた解 $dx$ は $\Phi_{\rho,\mu}$ の降下方向であるとは限らな

い．そこで，(4. 11) のように $\rho\theta\beta^{r}\gamma$ の項を右辺に加える．この修正により，上の手順は well-defined
であることが示すことができる．

命題 4.3. 直線探索 (4.11) は有限回で終了する．

$\gamma$ を $0$ に近づけていくことによって，(4.11) はメリット関数 $\Phi_{\rho,\mu}$ に関する通常の直線探索に近づ

き，LSISDP(1.1) の BKKT点へ近づいていくと期待される．

4.3 点列の更新

上で求めた探索方向 $dx\in \mathbb{R}^{n},$ $dy\in \mathbb{R}^{n},$ $dV\in S^{m},$ $d\tau\in \mathbb{R}^{n\ell}$ , およびステップサイズ $s$ を用い

て次の反復点 $(x_{+}, y+, V_{+}, \tau_{+})\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}\cross S_{++}^{m}\cross T^{n}$ を

$x_{+}:=\overline{x}+sdx, y_{+}:=\overline{y}+dy, V_{+}:=\overline{V}+sdV, \tau_{+}:=\overline{\tau}+d\tau$

で更新する．

4.4 BKKT点を求めるアルゴリズム

固定されたバリアパラメータ $\mu>0$ に対する BKKT点を求めるアルゴリズムを以下のように提

案する．
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Algorithm 2(BKKT 点を求めるアルゴリズム)

Step $0$ (初期設定): 初期点として

$x^{0}\in \mathbb{R}^{n}, y^{0}\in \mathbb{R}_{+}^{n}, V_{0}\in S_{++}^{m}, \tau^{0}\in T^{n}$

を $F(x^{0})\in S_{++}^{m}$ を満たすように選ぶ．パラメータとして $\epsilon>0,$ $\rho 0>0,$ $\nu>0,$ $\alpha\in$

$(0,1)$ , $\beta\in(0,1)$ , $\delta_{1}>0,$ $\delta_{2}\in(0,1)$ を選ぶ．また正の緩和パラメータ列 $\{\gamma_{r}\}_{r\geq 0}$

として $\sum_{r=0}^{\infty}\gamma_{r}<\infty$ となるように選ぶ．さらに初期行列 $B_{0}\in S_{++}^{m}$ , 初期スケー

リング行列 $P_{0}\in \mathbb{R}^{m\cross m}$ を選ぶ．$r:=0$ とする．

Step 1 (終了条件): もし $R_{\mu}(x^{r}, y^{-r}, V_{r}, \tau^{r})=0$ ならば終了する．

Step 2 (探索方向の導出): $B=B_{r},$ $\gamma=\gamma_{r}$ とおいた SIQP (4.1) から交換法を用いて

$(4.2)-(4.5)$ を満たす解 $d\in \mathbb{R}^{n}$ , 有限添字集合 $E\subsetneq T$ , ラグランジュ乗数 $y\in \mathbb{R}_{+}^{n}$

を導出する．それらを用いて，(4.6) から $dx\in \mathbb{R}^{n},$ $dy\in \mathbb{R}^{n},$
$d\tau\in \mathbb{R}^{n\ell}$ を決定す

る．さらに $P=$ 君とした (4.9) から $dV\in S^{m}$ を計算する．

Step 4(ステップサイズの決定): ステップサイズ $s\in(0,1] を手順 (S1)$ から (S3) に

よって決定する．

Step 5 $(点 (x^{r}, y^{r}, V_{r}, \tau^{r})$ と行列 $B_{r},$ $P_{r}$ の更新): $(x^{r+1}, y^{r+1}, V_{r+1}, \tau^{r+1})=(x^{r}+sdx,$ $y^{r}+$

$dy,$ $V_{r}+sdV,$ $\tau^{r}+d\tau)$ とし，$B_{r+1}\in S_{++}^{m}$ であるように行列 B。を更新する．ス

ケーリング行列耳を $F_{P_{r}}(x^{r+1})V_{P_{r}}=V_{P_{r}}F_{P_{r}}(x^{r+1})$ であるように更新する．

Step 6: $r:=r+1$ として Step 1へ戻る．

4.5 収束解析

Assumption $A$ に加えて以下を仮定する．次のような仮定をおく．

Assumption $B$

(a) スケーリング行列 $\{P_{r}\}_{r\geq 0},$ $\{P_{r}^{-1}\}_{r\geq 0}$ が有界である．

(b) ある $M>0$が存在して $\frac{1}{M}I\preceq B_{r}\preceq MI$が任意の $r\geq 0$ について成り立つ．

(C) ペナルティパラメータ列 $\{\rho_{r}\}_{r\geq 0}$ が有界である．

定理 4.3. Assumption $A$および $B$の下で，Algorithm 2によって生成された点列 $\{(x^{r}, y^{r}, V_{r}, \tau^{r})\}_{r\geq 0}$

は有界であり，その任意の集積点は LSISDP(1.1) の BKKT点である．

5 まとめと今後の課題

本稿では，半正定値錐制約を含む半無限計画問題 (LSISDP)について考察し，LSISDPの KKT

点，BKKT点を定義した．そして，KKT点を求めるために BKKT点を近似的に逐次計算していく
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パス追跡型のアルゴリズムを提案した．さらに BKKT点を求めるために SQP 法と交換法を組み

合わせた手法も提案した．また，それらの大域的収束性を示した．

今後は，まず直近の課題として，数値実験を行い，提案手法の実際上の能力を調べることが挙げ
られる．また [30] で述べられているように，KKT 点への超 1次収束といった速い収束を達成する

ためにはバリアパラメータの調整方法が重要と思われる．このバリアパラメータの調整方法の検

討も重要な課題である．
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