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1 はじめに

本研究は千葉周也民 (熊本大学), 古谷倫貴氏 (東京理科大学), 太瞬克弘教授 (慶慮義塾大学) と

の共同硲究 [8] に基づくものである．

次数制約のある全域部分グラフは発全マッチングとの関連もあって重要な概究対象であり，実

際に多くの研究がなされている．特に，われわれは，発全マッチングの拡張として知られている

$(g, f)$-factor のさらなる拡張として，グラフの $set-(g, f)$-factor を [8] において定義している．本

論文では，この $set-(g, f)$-factorを用いることで，様々な条件の全域部分グラフを考察することが可

能であることを示す．例えば，有向グラフの $(g, f)$-factor や辺着色されたグラフの $(g, f)$-factorな

どが， $set-(g, f)$-factorの特別な場合として扱うことができるものである．

2 完全マッチングと $(g, f)$ -factor

与えられた無向グラフ $G$ に対し， $G$ の辺集合 $M$ で，各頂点がちょうど一つの辺に接続している

ものを $G$ の完全マッチングと呼ぶ (図 1参照). 完全マッチングは，その多岐にわたる応用と数学的

に美しい構造のため，多くの研究がなされている．特に，Tutte による必要十分条件 [27] は，グラ

フ理論のみならず離散数学における一つの基本的な定理となっている．

グラフ $G$ の完全マッチング $M$ を $G$ の部分グラフとみなすと，$M$ は [各頂点の次数がちょうど 1

である $G$ の全域部分グラフ」 と捉えることができる．この意味で，完全マツチングは l-factor と

も呼ばれており，この拡張として，2-factor や自然数 $k$ に対しての $k$-factorなども考えら塾ている．

本講演では，これらのさらなる拡張である $(g, f)$-factorに注欝する．

グラフ $G$ の頂点集合 $V(G)$ から正の整数の集合 $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数 $g$ と $f$ に対し， $G$ の全域部分グラ

フ $F$ が，各頂点 $x$ で

$g(x)\leq\deg_{F}(x)\leq f(x)$

を満たすとき*1, $F$ を $G$ の $(g, fj)$-factorと呼ぶ (図 2参照
$*$2). 全ての頂点 $x$ で $g(x)=f(x)=1$

を満たす関数 $g$ と $f$ に対しての $(g, f)$-factor }よグラフ $G$ の完全マッチングと等価であり，この意

味で $(g, f)$-factorは完全マッチングの拡張となっている．完全マッチングに対しては，その存在の

ための必要十分条件が Tutte により示されているが，これと同様に， $(g, f)$-factorが存在するのた
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本研究の一部は，JSPS 科研費 25871053の助成と 2014年度住友財団基礎科学研究助成を受けたものである．
$n1$

ここで， $\deg_{F}(x)$ は頂点 $x$ の $F$ での次数を表す．
$*2$ 本稿の図では， $[\cdot,$ $\cdot$ $]$ で $g$ と $f$ の値を表す．すなわち，区間の左側が $g$ の値で，右側が $f$ の値である、
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図 1 完全マッチング．
図 2 $(g, f)$-factor.

めの必要十分条件が Lov\’asz [22] により示されている．factor に関しては多くの論文が執筆されてお

り，サーベイ [25] や教科書 [3] も参照せよ．

3 $set-(g, f)$-factor問題とそのバリエーション

本研究では，上記の $(g, f)$ -factorを集合関数 9, $f$ を用いた以下の $set-(g, f)$-factorへと拡張する．

$G$ を無向グラフ，3を $G$ の頂点部分集合の族とする．また， $g$ と $f$ を $\mathcal{F}$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数とす

る．このような集合関数 $g$ と $f$ に対し， $G$ の全域部分グラフ $F$ が， $\mathcal{F}$ の各要素 $X$ で

$g(X) \leq\sum_{x\in X}\deg_{F}(x)\leq f(X)$

を満たすとき， $F$ を $G$ の $set-(g, f)$-factor と呼ぶ (図 3参照
$*$3). 著者ら [8] は $set-(g, f)$-factor

に関して，以下の結果を示している．部分集合の族『に対し， $X,$ $Y\in$ びで $X\cap Y\neq\emptyset$ ならば，

$X\subseteq Y$ または $Y\subseteq X$ が成り立つとき， $\mathcal{F}$ は laminar 性を持つ，という
$*$4.

定理 1 与えられたグラフ $G$ と頂点部分集合の族 $\mathcal{F}$, および $\mathcal{F}$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への集合関数 $g$ と $f$ に対

し， $G$ が $set-(g, f)$ -factorを持つかどうか判定する問題は，任意の $X\in$『で $|X|\leq 2$ であったとし

ても，NP-完全である．

定理 2 $G$ をグラフ， $\mathcal{F}$ を $lmina\tau$ 性を持つ頂点部分集合の族，および $g$ と $f$ をびから $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への

集合関数とする．このとき，ある auxiliary グラフ $H=H(G,\mathcal{F},g,f)$ が存在して， $G$ が $set-(g, f)arrow$

factor を持つことと $H$ が完全マッチングを持つことが必要十分となる．特に， $|H|$ のサイズは $|G|$

の多項式で抑えられるため， $set-(g, f)$-factorの存在性は多項式時間での判定が可能である
$*$5.

ここで， $set-(g, f)$-factor $F$ にさらに条件を課した次のものを考える．

$\bullet$ (パリティ条件) $\mathcal{F}’\subseteq \mathcal{F}$ に対し，次を満たす $set-(g, f)$-factor $F$ を $\mathcal{F}’$ に対するパリティ

$set-(g, f)$-factorとよぶ．

任意の $X’$ $\in \mathcal{F}$’で
$\sum_{x\in X},\deg_{F}(x)\equiv g(X’)(mod 2)$である．(1)

$\bullet$ (重さ条件) 与えられた辺の重さ $w$ : $E(G)arrow \mathbb{R}$ に対し，辺の重さの合計が最大の set-

$(g, f)$ -factor $F$ を，単に重さ最大の $set\sim(g, f)$-factorとよぶ．

$*3$ 薄く塗った楕円が要素数 2以上の集合を，四角で囲った $[\cdot,$ $]$ がその集合の $g$ と $f$ の値を表している．
$*4$ laminar 性を持つ集合族は様々な応用を持つことが知られている．[14] などを参照せよ．
$*6$ 最大マッチングを見つける問題は多項式蒋間のアルゴリズムが知られている ([9]).
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ここで，定理 2では $set-(g, f)$-factor問題をあるグラフ $H$ の完全マッチング問題に帰着している

ことに注館する．パリティ $set-(g, f)$-factorと重さ最大の $set-(g, f)$-factorを見つける問題は，この

帰着において，完全マッチング問題の亜種や拡張となるが
$*$6, それらも多項式蒔間で解くことができ

ることが知られているため，同様のことが以下のように成り立つ．

定理 3 望 $\subseteq \mathcal{F}$ を $\mathcal{F}$ の極大限の集合とする．このとき， $\mathcal{F}’$ に対するパリテイ $set-(g, f)$-factorの

存在性は多項式時間で糊定できる
$*$7.

定理 4 $w$ : $E(G)arrow \mathbb{R}$ を辺の重みとする．このとき，重さ最大の $set-(g, f)$-factorを多項式時間で

見つけるアルゴリズムが存在する．

定理 5 $\mathcal{F}’\underline{\subseteq}$ ぴをびの極大限の集合，$w:E(G)arrow \mathbb{R}$ を辺の重みとする．このとき，重さ最大の $\mathcal{F}’$

に対するパリティ $set-(g, f)$-factorを多項式時間で見つけるアルゴリズムが存在する．

次章以降では，これらの定理の応用を紹介する。

4 有向グラフにおける $(g, f)$ -factor

第 2章で述べたように，無向グラフにおける $(g,f)$-factorはその必要十分条件をはじめとし，

様々な研究がなされている．しかしながら，その自然な拡張として定義できる有向グラフにおける

$(g, f)$-factorは最近までほとんど研究がなされてこなかった．この状況を鑑みて，有向グラフ版の

$(g, f)$-factorを考察することが本章の昌的である．

有向グラフ $D$ と，その頂点集合 $V(D)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への 6つの関数 $g^{-},$ $g^{+},g^{\pm},$ $f^{-},$ $f^{+},$ $f^{\pm}$ に対し，

$D$ の全域部分有向グラフ $F$ で，各頂点 $x$ が

$g^{-}(x) \leq \deg_{F}^{-}(x) \leq f^{-}(x)$ ,

$g^{+}(x) \leq (\mathfrak{i}eg_{F}^{+}(x\rangle \leq f^{+}(x)$ ,

かつ $g^{\pm}(x)$ $\leq$ $\deg_{F}^{-}\langle x)+\deg_{F}^{+}(x)$ $\leq$ $f^{\pm}(x)$

を満たすとき
$*$8, $F$ を有向グラフ $D$ の $(g, f)$-factorと呼ぶ

$*$9.
無向グラフに対しては $(g, f)$-factorが存在するための Lov\’asz の必要十分条件が得られたことか

ら，有向グラフにおける $(g, f)$-factorも同様の必要十分条件が成り立つと期待される．これに関し

て，以下の性質を満たす関数に対しては実際に必要十分条件が成り立つことが知られていた．

$\bullet$ $g^{-}\equiv 0,$ $g^{+}\equiv 0$ h〉つ $g^{\pm}\equiv 1$ (Brewster, Hell & Rizzi [6]).
$\bullet$ $g^{-}\equiv 0,$ $g^{+}\equiv 0,$ $g^{\pm}<f^{-}f\iota\searrow$つ $g^{\pm}<f^{+}$ (Brewster, McGuinness& Nielsen [7]).

上記した特溺な場合を除き，有向グラフにおける $(g, f)$-factor 定理は示されていなかった．本章で

は，この有向グラフにおける $(g, f)$-factor の問題は， $set-(g, f)$-factorの特殊ケースへと帰着でき

ることを示す．実際に，著者ら [8] はその特殊ケースでの $set-(y_{\}}f)$-factor の存在のための Lovasz

$*6$ 例えば，薫み最大の $set-\langle g,$ $f$)-factorを兇つける問題は，直ちに重み最大の完全マッチングを晃つける問題へと帰着
できる．パリティ版も，完全マッチングのある種の問題へと帰着される．

$*7$
なお， $\mathcal{F}’$ が『の極大限の集合である” という仮定は記明の都合上のもので，これが真に必要かどうかは不明である、

$*8\deg_{F}^{-}(v)$ は頂点 $v$ の $F$ での入次数である．同様に $\deg_{F}^{+}(v)$ は幽次数であり， $\deg_{F}^{-}(v)+\deg_{F}^{+}(v)$ は $F$ で向き

を取り除いた無向グラフ “ での次数に対感している．
$*9$ 本来ならば $(g^{-},g^{十},g^{\pm}, f^{-}, f+, f士\}-$factor $と呼ぶべきであるが，簡単のため単に (g, f)$-factorとする．
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$arrow$

[1,
$4_{3}^{2}set-(g,f\rangle-:a[1,3]d_{or}^{0,2]} OP 4有向’\supset 57の (g,f)$

-factor問 $\mathfrak{B}$の $|\hslash\yen$ .

型の必要十分条件を示しており，これにより，有向グラフ版の完全な $(g, f)$-factor定理が得られて

いる．

有向グラフ $D$ と，その頂点集合 $V(D)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への 6つの関数 $g^{-},g^{+},g^{\pm},$ $f^{-},$ $f^{+},$ $f^{\pm}$ に対し，

$D$ の $(g, f)$-factor を考える．ここで無向グラフ $G_{D}$ を次のように構成する． $V(D\rangle$ の各頂点 $x$ を

2頂点 $x^{-}$ と $x^{+}$ へと分割し，それらの集合を $G_{D}$ の頂点集合とする．また， $D$ の各有向辺 $(x, y)$

を， $G_{D}$ では $x^{+}$ と $y^{-}$ を結ぶ辺へと置き換える．したがって， $G_{D}$ は以下のように定義される．

$V(G_{D})=\{x^{-},x^{+}:x\in V(D)\},$

かつ $E(G_{D})=\{\{x^{+},y^{-}\}:(x,y)\in A(D)\}.$

また， $G_{D}$ の頂点集合の族 $\mathcal{F}_{D}$ と， $\mathcal{F}_{D}$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数 $g$ と $f$ を次のように定義する．

$\mathcal{F}_{D}=\{\{x^{-}\},$ $\{x^{+}\},$ $\{x^{-},x^{+}\}$ : $x\in V(D)\},$

$\{$

$g^{-}(x)$ $D$ のある頂点 $x$ に対し $X=\{x^{-}\}$ のとき，
$g(X)=$ $g^{+}(x)$ $D$ のある頂点 $x$ に対し $X=\{x^{+}\}$ のとき，

$\{\begin{array}{l}g^{\pm}(x) D のある頂点 x に対し X=\{x^{-}, x^{+}\} のとき，f^{-}(x) D のある頂点 x に対し X=\{x^{-}\} のとき，\end{array}$

かつ $f(X)=$ $f^{+}(x)$ $D$ のある頂点 $x$ に対し $X=\{x^{+}\}$ のとき，
$f^{\pm}(x)$ $D$ のある頂点 $x$ に対し $X=\{x^{-},x^{+}\}$ のとき．

(図 4参照). この定義の下で， $D$ の任意の $(g, f)$-factor $F$ に魁し， $F$ に対応する $G_{D}$ の金域部分

グラフ $F_{D}$ は $G_{D}$ の $set-(g, f)$-factor となり，また，その逆に $G_{D}$ の任意の $set-(g, f)$-factor $F_{D}$

に対し， $D$ において対応する辺からなる全域部分グラフを選ぶことで， $D$ の $(g,f)$-factor $F$ が得ら

れる．したがって，有向グラフ $D$ における $(g, f)$-factor問題は， $D$ から作られる無向グラフ $G_{D}$

における $set-(9, f)$-factor問題へと帰着される．特に，頂点集合族 $\mathcal{F}_{D}$ は laminar 性を持っている．

したがって，有向グラフでの $(g, f)$-factor問題は $set-(g, f)$-factor問題の特殊ケースであり，特に，

定理 2-5が適用できることがわかる．これより，$set-(g, f)$-factorは以下のさらなる応用を持つ．

4.1 中心に次数制約のある有向スター因子

はじめの応用は，表題の中心に次数制約のある有向 star-factor である．(無向，有向に関わらず)

グラフ $G$ に対し，各連結成分が star である全域部分グラフを star-factor とよぶ．なお，star と

は，1辺以上持ち，高々 1頂点のみが葉でない木のことである．さらに，その連結成分の最大次数を

持つ頂点を，その starの中心という．
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有向グラフ $D$ と，その頂点集合 $V(D)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への 3つの関数 $f^{-},f^{+},$ $f^{\pm}$ に対し， $D$ の全域

部分グラフ 8で，各頂点 $x$ が

$\deg_{\overline{S}}(x)\leq f^{-}(x)$ , $\deg_{8}^{+}(x)\leq f^{+}(x)$ , 1つ $d\epsilon g_{\overline{S}}(x)+\deg_{\mathcal{S}}^{+}(x)\leq f^{\pm}(x)$ (2)

であるものを $D$ の捲向 $f$-star-factorとよぶ．

ここで， $V(D)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数 $g^{-},g^{+},g$士として $g^{-}\equiv 0,$ $g^{+}\equiv 0$ , かつ $g^{\pm}\equiv 1$ を考えると，

$D$ の有向 $f-st_{\mathfrak{N}}$-factor が自然に $(g, f)$-factor となることがわかる．また，逆に $D$ の $(g, f)$-factor
$F$ は条件 (2) を満たしているとする．ここで， $F$ の連結成分 $C$ で star でないものがあるとする

と， $C$ のある辺 $e$ で $C-e$ の各連結成分が 2頂点以上からなり，$F-e$ は $F$ よりも辺の少ない

$(g,f)$-factor となる．したがって，この操作を繰り返すことで，各連結成分が star であるような $D$

の $(g, f)$-factorが得られるが，これが $D$ の有向 $f$-star-factor となっている．

よって，有向 $f$-star-tactorは有向グラフにおける $\langle g,$ $f$)-factorの特殊ケースとして見ることがで

きる．実際に，Brewster, Hen, Rizzi [6] は $(P1\rangle$ を用いて， $f$-star-factor が存在するための必要十

分条件を与えている．

$4_{\blacksquare}2$ 内素な有向 $s$ ,か道

2頂点 $s$ と $t$ を結ぶ道を $s$ ,か道という．有名な Menger の定理は，互いに内素
$*$ 10な $k$ 本の $s,$ t-

道が存在するための必要十分条件を与えている．ここでは，その荷向グラフ版，すなわち，互いに

内素な $k$ 本の膚向 $s$ ,t$arrow$道が存在するための必要十分条件を考える．実際に，有向グラフ $D$ におけ

る互いに内素な $k$ 本の有向 $s$ ,か道は，次のような関数に対しての有向 $(g, f)-$factor として記述で

きる ; $s,$
$t$ 以外の任意の頂点 $x$ に対しては $g^{-}(x)=g^{+}(x)=g^{\pm}(x)=0,$ $f^{-}(x)=f^{+}(x)=1$ か

つ $f^{\pm}(x)=2$ とし，さらに， $g^{-}(s)=f^{-}(s)=0,$ $g^{+}(s\rangle=g^{\pm}(s)=f^{+}(s)=f^{\neq}(s)=k$ かつ

$g^{+}(t)=f^{+}(t)=0,$ $g^{-}(t)=g^{\pm}(t)=f^{-}(f)=f^{\pm}(t)=k$ とする．加えて，

$s,t$ 以外の任意の頂点 $x$ に対して $\deg_{\overline{F}}(x)+\deg_{F}^{+}(x)\equiv 0(mod 2)$ (3)

とする．これにより，互いに内素な $k$ 本の有向 $8_{2}$参道の和集合は，条件 (3) を満たす $D$ の $(g, f)-$

factor $F$ と一致し，さらに $D$ から作られる無向グラフ $G_{D}$ の頂点集合族

デ $=\{\{x^{-},x^{+}\}:x\in V(D)-\{s,t\}\}$

に対してのパリテイ $set-(g, f)$-factorとも 1対 1対応するすることになる．特に，定理 3より，互

いに内素な $k$ 本の有向 $s$ ,か道の存在性は多項式時間で判定できることがわかる．これは，有向グラ

フ版の Menger の定理に対応する．

4.3 点素な有向 $A$-道

グラフの頂点集合 $A$ に対し， $A$ の 2頂点を結び弛の $A$ の頂点を内点として含まない道を $A$ -道と

よぶ．良く知られているようにMader[24] は無向グラフにおける互いに点素な $A$-道の最大数に鮒

しての min-max 型の定理を与えている．ここでは，この問題の有向グラフ版を考える．

$*10$ 端点以外で頂点を共有しない道を内素であるという．
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実際に，この有向グラフ版の問題は，以下のように $(g, f)$-factor の $(すなわち，set-(g, f)$-factor
の $)$ 特殊なケースとして考えられる．有向グラフ $D$ に対し，その頂点集合 $V(D)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への 6

つの関数 $g^{-},g^{+},g^{\pm},$ $f^{-},$ $f^{+},$ $f^{\pm}$ を $A$ に属さない任意の頂点 $x$ で，$g^{-}(x)=g^{+}(x)=g^{\pm}(x)=0,$

$f^{-}(x)=f^{+}(x)=1,$ $f^{\pm}(x)=2$ かつ $g^{-}(x)=g^{+}(x)=g^{\pm}(x)=0$ とし，任意の $x\in A$ で

$f^{-}(x)=f^{+}(x)=f^{\pm}(x)=1$ とする．加えて，

$A$ に属さない任意の頂点 $x$ に対して $\deg_{F}^{-}(x)+\deg_{F}^{+}(x)\equiv 0(mod 2)$ (4)

とする．これにより，互いに点素な有向 $A$-道の和集合は，条件 (4) を満たす $D$ の $(g, f)$-factor $F$

となり，さらに $D$ から作られる無向グラフ $G_{D}$ の頂点集合族

$\mathcal{F}’=\{\{x^{-},x^{+}\}:x\in V(D)-A\}$

に対してのパリティ $set-(g, f)$-factorとも対応することになる．さらには，辺の重み $w:E(G\ranglearrow \mathbb{R}$

を

1 $e$ の端点が両方とも $A$ の頂点である，

$w(e)=$ $\{$ 1/2 $e$ の片側の端点のみが $A$ の頂点である，

$0$ $e$ は $A$ の頂点に接続しない

と定義し，定理 5を用いて重さ最大のパリティ $set-(g, f)$-factorを調べることで，互いに点素な有向

$A$-道の最大数も得られる
$*$ 11. 特に下の結果が，系として得られている．

定理 6(Kriesell [16]) 有向グラフにおいて，互いに点素な有向 $A$-道の最大数は多項式時間で計算

できる．

なお，実際には Kriesell [16] はもっと強いことを示しており，Mader [24] の定理の有向グラフ版

と言える min-max 型の定理を与えている．

5 辺着色されたグラフにおける $(g, f)$ -factor

近年は，辺着色されたグラフにおける，様々な条件の部分グラフを探す研究が盛んに行われてい

る．なお，ここでは，各辺に色が与えられているグラフを辺着色されたグラフと呼んでおり，この着

色は proper でなくとも良い．(すなわち，同じ色の 2辺が互いに隣接しているかもしれない．)

辺着色されたグラフ $H$ に対し，1, 2, $\cdots$ , $k$ を $H$ で用いられている色とする．ここで，前章と同

様の方法で， $H$ から以 t$\grave{}$のように (辺着色されていない) グラフ $G_{H}$ を構成する :各頂点 $x$ を $k$ 頂

点 $x^{1}$ , . .., $x^{k}$ に分割し，頂点 $x$ に接続するような色 $i$ の辺は新しい頂点 $x^{i}$ に接続するようにする．

すなわち，

$V(G_{H})=\{x^{\grave{l}}:x\in V(H)$ かつ $1\leq i\leq k\},$

かつ $E(G_{H})=\{\{x^{i}, y^{i}\}:H$ は頂点 $x$ と $y$ を結ぶ色 $i$ の辺を持つ $\}.$

ここで，辺着色されたグラフ $H$ の全域部分グラフ $F$ で，各頂点の各色での次数に制約のあるも

のを考える．すなわち，与えられた $V(H)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への $(2k+2)$ 個の関数 $g^{1}$ , $\cdots$
$g^{k},$ $f^{1}$ , $\cdots$ , $f^{k},$

$*11$ ここでは，パリティ $set-(g, f)$-factorの重みが互いに点素な有向 $A$-道の本数に対応する．
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$g^{:\ },$ $f^{\pm}$ に対し， $H$ の各頂点 $x$ で，

$g^{i}(x) \leq \deg_{F}^{i}(x) \leq f^{i}(x)$ ,

かつ $g^{\pm}\langle x)$ $\leq$ $\deg_{F}(x)$ $\leq$ $f^{\pm}(x)$ (5)

となる全域部分グラフ $F$ を考える
$*$ 12. この全域部分グラフが $set-(g, f)$-factorへと帰着されるので

ある．そのために，

$\mathcal{F}_{H}=\{\{x^{i}\}:x\in y(H)$ , $1\leq i\leq k\}$ 火 $\{\cdot\{x^{\lambda},$ $)x^{k}\}:x\in V\langle H)\}$

とし， $H$ の任意の頂点 $x$ と任意の色 $i$ で，

$g_{H}(\{x^{i}\})=g^{i}(x) , g_{H}(\{x^{\lambda}, \ldots, x^{k}\})=g^{\pm}(x)$ ,

$f_{H}(\{x^{i}\})=f^{i}(x)$ , かつ $f_{H}(\{x^{1}, \ldots,x^{k}\})=f^{\pm}(x)$

と定義する．このとき， $G_{H}$ の $set-(g_{H}, f_{H})$-factorが条件 (5) を満たす全域部分グラフ $F$ に対応す

ることがわかる．さらには，頂点集合族 $\mathcal{F}_{H}$ は lamnar 性を持ち，したがって，定理 2よりそのよ

うな全域部分グラフ $F$ の存在牲の判定問題は多項式時間で解けることがわかる．

ここでは，さらなる応用として，properに彩色された閉路 (道) を考える．隣り合うどの 2辺も

異なる色を持つ閉路 (道) を，proper に彩色された閉路 (道) とよぶ
$*$ 13. 以下では，辺着色された

グラフにおける proper に彩色された閣路 (道) に注自し，その存在性に関する結果をいくつか示す．

この内容に関しては，サーベイ $[4|$ も参照せよ．

なお，いくつかの論文で指摘されているように $(例えば [4D, 有向閉路$ (道) と properに彩色され

た閉路 (道) とは互いに関連しており，実際に，本章のいくつかの結果は，前章の有向閉路 (道) の結

果と同様の方法で得ることができる．しかしながら，この 2つが異なる状況であるような例も存在

する．

実際に，proper に彩色された閉路 (道) は藏接に条件 (5) と関連しており， $H$ の任意の頂点 $x$ と

任意の色 $i$ において $f^{i}(x)=1$ かつ $f^{:\ }(x)=2$ とおくと，条件 (5) を満たす $H$ の全域部分グラフ

$F$ の各連結成分は proper に彩色された閉路 (道) となる．これに加えて， $g^{i}$ と $g^{\pm}$ を適当な値とす

ることで，様々な問題が辺着色されたグラフの $(g, f)$-factor, また， $set-(g, f)$-factorとして扱える

ようになる．以下の項でそれらを調べる．

5.1 proper に彩色された 2-factor

本章では， $H$ の各頂点 $x$ と各魚 $i$ で $g^{i}(x)=0,$ $f^{i}(x)=1$ かつ $g^{\pm}(x)=f^{\pm}(x)=2$ であるとす

る．ことのき，条件 (5) を満たす $H$ の全域部分グラフは，各連結成分が properに彩色された閉路

となる 2-factorであることが薩ちにわかる。 この 2-factor を proper に彩色された 2-factorとよ

ぶ．なお，Lo [19, 20] が proper に彩魯された 2-factorが存在するための各種の十分条件を与えて

いるなど，これに関する既存の研究が存在する．一方で，定理 2を使うことで下の系が得られる．

系 7 与えられたグラフ $G$ に proper に彩色された 2-factorが存在するかどうかを判定する問題は

多項式時間で解ける．

$*12$ ここで $\deg_{gr}^{i}(x)$ で $x$ の $F$ での i$\tilde{}$次数，すなわち， $F$ で $x$ に接続する色 $i$ の辺の本数を表す．
$*X3$ 論文によっては，(特に 2色のみが用いられている場合に) 交互閉路 (道 $\rangle$ とも呼ばれている．
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5.2 proper に彩色された $s,t$-道

本章では proper に彩色された $s$ ,か道を考える．ここで $H$ の $s,t$ 以外の各頂点 $x$ で $g^{i}(x)=$

$g^{\pm}(x)=0,$ $f^{i}(x)=1$ かつ $f^{\pm}(x)=2$ とし，さらに $x=s$ または $t$ で $g^{i}(x)=0$ かつ $f^{i}(x)=$

$g^{\pm}(x)=f^{\pm}(x)=1$ とする．このとき，proper に彩色された $s,t$-道は

$s,$
$t$ 以外の各頂点 $x$ で $\deg_{F}(x)\equiv 0$ (mod2)

であるような $H$ の $(g, f)$-factor $F$ と見なすことができる．この条件はパリティ $set-(g, f)$-factorに

対応するため，定理 3より，下の結果を系として得ることができる．

定理 8 (Manoussakis[23], Szeider[26]) 与えられた辺着色されたグラフにおいて，proper に彩色

された $s,t$-道の存在性を判定する問題は多項式時間で解ける．

加えて，Abouelaoualim, Das, Faria, Manoussakis, Martinhon と Saad [1] は長さ最短の $s,$
$t$-道

を与える多項式時間アルゴリズムを与えているが，これは，各辺の重さ $w$ が一定の負の値である場

合に重さ最大のパリティ $set-(g,f)$-factorを見つける問題に対応するため，やはり，定理 5の系とし

て得られる．

一方で，Gourv\‘es, Lyra, Martinhon とMonnot [11] は，辺着色された有向グラフに proper に彩

色された有向 $s,t$-道を見つける問題を考えている．これは第 4.2章と本章で述べているものの合成

であるが，この場合にはそれぞれの章のような良い結果は得られな $t\backslash$ . これは，同じような帰着をし
て得られる $set-(g, f)$-factor問題における頂点集合族が $la\min\pi$ 性を満たさないためである．実際

に，Gourv\‘es ら [11] は辺着色された有向グラフに proper に彩色された有向 $s,t$-道を見つける問題

は NP-完全であることを示している．

また，Menger の定理と定理 8から，自然に，“与えられた辺着色されたグラフにおいて，proper

に彩色された内素な $s,$
$t$-道が存在する” ための必要十分条件が期待されるが，これも難しそうであ

る．実際に，Abouelaoualim ら [1] は，proper に彩色された内素な 2本の $s,\triangleright$道が存在する” か

どうかを判定する問題も NP-完全であることを示している．これは，第 4.2章で述べた有向グラフ

の場合とは対照的である．

5.3 proper に彩色された点素な $A$-道

本章では，辺着色されたグラフにおける properに彩色された点素な $A$-道を考える．第 4.3章と

同様に，この問題は $set-(g, f)$-factorとして捉えることができる : $A$ に属さない各頂点 $x$ と各色 $i$ に

対し， $g^{i}(x)=g^{\pm}(x)=0,$ $f^{i}(x)=1$ かつ $f^{\pm}(x)=2$ とし， $A$ に属す各頂点 $x$ と各色 $i$ に対して

は $g^{i}(x)=g^{\pm}(x)=0$ かつ $f^{i}(x)=f^{\pm}(x)=1$ とおく．このとき，proper に彩色された互いに点素

な $A$-道は

$A$ に属さない各頂点 $x$ に対し $\deg_{F}(x)\equiv 0(mod 2)$

であるような $H$ の $(g, f)$-factor $F$ とみなすことができる．したがって，proper に彩色された互い

に点素な $A$-道の本数の最大数は，第 4.3章と同様の辺の重さ $w$ を考えることで，やはり定理 5よ

り下の結果を系として得る．

18



定理 9 $(Go\iota\}/v\grave{e}s, し yra,$ Martinhon, $Mot\iota \mathfrak{n}ot[12])$ 与えられた辺着色されたグラフ $H$ における，

proper に彩色された互いに点素な $A$-道の本数の簸大数は多項式時間で討算できる．

5.4 proper に彩色された，中心に次数条件のある star-factor

本章では第 4.1章で述べた有向 $f$-star-factorの辺彩色版を考える．与えられた辺着色されたグラ

フ $H$ と， $V(H)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への $k+1$ 個の蘭数 $f^{1}$ , $\cdots$ , $f^{k},f^{\pm}$ に対し， $H$ の全域部分グラフ $S$ は

次の条件を満たすとき， $H$ の $f$-star-factor と呼ばれる : $S$ の各連結成分が star であり，その申
心 $x$ と各色 $i$ に対し，

$\deg_{S}^{i}(x)\leq f^{i}(x)$ , かつ
$\sum_{1\leq i\leq k}deg_{8}^{i}(x)\leq f^{\pm}(x)$

が成り立つ．第 4.1章と同様の議論により， $V(H)$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への $k+1$ 個の関数 $g^{1},$ $g^{k},g^{\pm}$ を

$g^{i}\equiv 0$ かつ $g^{\pm}\equiv 1$ と定義することで， $H$ が $f$-star-factor を持つための必要十分条件は $H$ が条件

(5) を満たす全域部分グラフ $F$ を持つことである，とわかる．実際に，与えられた辺着色されたグ

ラフにおいて $f$-star-factorを見つける問題は $set-(g, f)$-factor問題の特殊ケースであり，多項式時
間で解ける．

5.5 関連する研究 : rainbowな部分グラフ

$set-(g, f)$-factorの他の応用として，本章では辺着色されたグラフにおける rainbow な部分グラ

フを挙げる．ここで，各辺の色がすべて異なるグラフを ralnbowであるという．この謡題も近年に

おいて多く研究されている
$*$ 14. rainbowな部分グラフを見つける問題は，前章までと同様のグラフ

$C$ と，以 rの頂点集合族 $\mathcal{F}_{H}’$ , 集合関数 $g_{H\rangle}’$ f距を考えることで， $set-(g, f)$-factorの問題へと帰

着できる :

$ぴ_{}ff’=\{\{x^{i}:x$ 欧 $V(H)\}:1\leq i\leq k\},$

かつ，任意の $X\in 3_{H}^{f}$ で $g_{H}’(X\rangle=0$ かつ $f_{H}’(X)=2.$

この定義において， $H$ の全域部分グラフ $F_{H}$ が rainbow であるための必要十分条件は，対癒するグ

ラフ $G_{H}$ が $set-(g_{H}’,f_{H}’\rangle$-factorを持つことである，とわかる．したがって，rainbow 部分グラフ問

題も $set-(g,f)$-factorの特殊ケースとして述べられる．

ここで，次数剃約のある rmlnbow部分グラフの問題が近年多く研究されている．その典型的な例

は，rainbow (完全) マッチング問題であろう $*$ 15. 残念ながらそのような問題に対しては，$set-(g, f)-$

factor を用いても良い結果が得られない．これは，頂点集合族 $y_{H}\cup 3_{H}’$ が laminar 性を持たない

ため，定理 2を使うことはできないからである．実際に，rainbowな最大マッチングを見つける問

題は NP-完全であることが知られている ([18] $\rangle.$

$*\lambda 4$

擁えばサーベイ $[13J$ を晃よ．
$*1S$ 例えば [15, 21] など
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6 辺数条件のある $(9, f)-$factor

本章では，$set-(g, f)$ -factorが辺数に条件のある (通常の意味の) $(g, f)$ -factorを見つける問題に用

いることができることを示す．ここで， $G$ を (無向，かつ辺着色のない) グラフ， $g,$ $f$ を $V(G)$ から

$\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数とし， $m_{-}$ と $m+$ を非負整数とする．このとき， $G$ の $(g, f)$-factor F’で

$m_{-}\leq|E(F’)|\leq m+$ (6)

を満たすものを見つけたい．この問題も，以下のように $set-(g, f)$ -factorの問題へと帰着できる :頂

点集合族 $\mathcal{F}_{G}$ と $\mathcal{F}_{G}$ から $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数 $9c,$ $f_{G}$ を

$\mathcal{F}_{G}=\{\{x\}$ : $x\in V(G)\}\cup\{V(G)\},$

かつ，任意の $X\in \mathcal{F}_{G}$ で，$X=\{x\}$ のとき，

$g_{G}(\{x\})=g(x)$ かつ $f_{G}(\{x\})=f(x)$ ,

また， $gc(V(G))=2m_{-}$ かつ $fc(V(G))=2m+$

と定義する．ここで， $G$ が $set-(g_{G}, f_{G})$-factor $F$ を持つと仮定する．このとき， $F$ は自明に $G$ の

$(g,f)$-factorであり，加えて，握手補題より，

$2|E(F)|= \sum_{x\in V(G)}\deg_{F}(x)$

であり，直ちに条件 (6) を得る．

したがって， $set-(g, f)$-factorは条件 (6) を満たす $(g, f)$-factorを含んでいる．ここで，頂点集合

族 $\mathcal{F}_{G}$ は laminar 性を持つため，定理 2よりそのような $(g, f)$-factorの存在性は多項式時間で判定

できる．

本章では，このさらなる応用を示す．

6.1 $k$-道-閉路-fact$\circ$r

グラフ $G$ の全域部分グラフ $F$ の各連結成分が道または閉路のとき， $F$ を道-閉路-factor と呼

ぶ．さらに，道の数がちょうど $k$ のとき， $F$ は k-道-閉路-factor である．なお， $0$-道-閉路-factor

は 2-factorのことであり，また， $k$-道-閉路-factor はしばしば，ハミルトン閉路 (道) を見つけるた

めの “補助構造’
$\rangle$ として用いられている*16.

ここで，グラフ $G$ の全域部分グラフ $F$ がた-遂閉路-factor であるための必要十分条件は $F$ が条

件 (6) を，各頂点 $x$ で $g(x)=0$ かつ $f(x)=2$ , また， $m_{-}=m_{+}=|G|-k$ で満たすことである．

したがって， $k$-道-閉路-factor 問題は，やはり $set-(g, f)$-factor問題の特殊ケースとなる．

なお，ここでは $k$-道-閉路-factor を，“ちょうど” $k$ 本の道を持つ道-閉路 factor, として述べたが，

上記の帰着は “高々” $k$ 本の道を持つ道-閉路-factor でも同様に行うことが可能であり，そのような

factor の存在性も多項式時間で判定できる．

$*16$ 例えば [5, 10].
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6.2 塊の数が制限された $\{P_{2}, P_{3}\}$-factor

頂点数 $i$ の道を君で示す．(したがって， $P_{i}$ の長さは $i-1$ である．)グラフ $C$ の全域部分グラ

フで，各連結成分が乃または珠であるものを， $\{P_{2}, P_{3}\}$-factorとよぶ． $\{P_{2},P_{3}\}$-factorの存在

性に関しては，[2] にて必要十分条件が知られている．ここでは，その拡張として，亮の数に制限の
ある $\{P_{2}, P_{3}\}$-factorの存在性について述べる。

$G$ をグラフ， $g’$ ,f’を $G$ の任意の頂点で $g^{J}(x)=1$ かつ $f’(x)=2$ である関数とし， $m_{-}=0$ か

つ $m+= \frac{|G|+k}{2}$ とおく．ここで， $G$ が条件 (6) を満たす $\ovalbox{\tt\small REJECT} g’,$ $f’$ )-factor $F$ を持つとする．このと

き， $F$ の各連結成分は，頂点数 2以下の道，または闘路となる．ここで，もし $F$ のある連結成分

が，4頂点以上の道を持つか閉路を持つのであれば，その連結成分内の，両端点の次数が 2以上の辺

を取り除くことで，条件 (6) を溝たし，かつ $F$ よりも辺数の少ない $(g’,f^{l})$-factorを得る．この操

作をすべての連結成分が 3頂点以下の道になるまで繰り返し，各連結成分が瑞か角であるよう
な $(g_{\rangle}’f’)$-factor $F$ を得ることができる．したがって， $F$ は $G$ の $\{P_{2}\rangle P_{3}\}$-factorである．さらに

は，条件 (6) を $m_{+}= \frac{|G|+k}{2}$ で用いたことで，$F$ に属す瑞の連結成分数が高々 $k$ であるとわかる．

よって， $set-(g, f)-f$actor問題の特殊ケースとして，瑞の数に釧限のある $\{$瑞 $, P_{3}\}$-factor問題を扱

うことが可能となる．

7 まとめ

次数鰐約のある全域部分グラフの存在牲については，完全マッチングとの関連もあって重要な研究

対象であり，実際に多くの研究がなされている．その中でも，無向グラフの頂点集合から正の整数の

集合 $\mathbb{Z}_{\geq 0}$ への関数 $g$ と $f$ における $(g, f)$-factorの存在性はは，Lovdsz が必要十分条件を与えてお

り，さまざまな場面で応馬されている．本論文では，この $(g,f\rangle$-factorを集合関数版へと拡張した

$set-(g, f)$-魚 ctor を紹介し，その様々な岱用を示した．本稿で見たように， $set-(g,f\rangle$-factorは多く

の場面で用いることのできる窟用なものである．

有向グラフや辺着毯されたグラフの全域部分グラフに関する問題は，各種の条件に対応して個々に

研究されいた状況であった．しかしながら，本稿で示したように，これらは $set-(g, f)$-factorとして

統一的に扱うことができるため，今後はこの鷲組みでの研究が進むことを期待している．
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