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1序

複素球面上の有限点集合 $X$ に対して，それらの相異なる二点間の内積の個数を固

定した際に，$X$ の要素数の最大値を決定する問題は基本的な問題である．本講究録

では現れる内積が二個の場合を扱う．本研究は野崎寛氏との共同研究である．省略

された証明については [3] を参照されたい．

2 複素球面上の有限集合について

複素球面上のコード，デザイン理論の基本的な内容は [6] を参照されたい． $\Omega(d)$

を $\mathbb{C}^{d}$ の単位球面とし，{, $\rangle$ を複素内積とする． $\Omega(d)$ の有限点集合 $X$ の内積集合を

$A(X)$ $:=\{\langle x, y\rangle|x, y\in X, x\neq y\}$ とする．$\mathcal{S}:=|A(X)|$ を次数といい，本講究録では

$s=2$ の場合を扱う．$A(X)$ の要素がすべて実数であれば，$X$ は実単位球面上で実現

されるので，$A(X)$ の要素の少なくとも一つは実数でないとする．

複素球面上の次数 2の有限集合から以下のようにして有向グラフが得られる．$X$

を $\Omega(d)$ の次数 2の有限集合とし，$A(X)=\{\alpha,\overline{\alpha}\}(\alpha\not\in \mathbb{R})$ をその内積集合とする．点

集合を $X$ , 辺集合を $E=\{(x, y)\in X\cross X|\langle x, y\rangle=\alpha\}$ とする有向グラフ $(X, E)$ は

トーナメント呼ばれる．すなわち，次の性質を満たす :任意の相異なる頂点 $x,$ $y\in X$

に対し、 $(x, y)\in E$ もしくは $(y, x)\in E$ のいずれか一方のみが成り立つ．

逆にトーナメントから複素球面上の次数 2の有限集合は以下のようにして得られ

る． $G=(X, E)$ をトーナメントとし，その隣接行列 $A$ を以下のように定める．$X$ で

添え字づけられた正方行列で，$x,$ $y\in X$ に対し，

$A_{xy}=\{\begin{array}{ll}1 if (x, y)\in E,0 otherwise,\end{array}$

とする．$G$ はトーナメントであるので，

$A+A^{T}+I=J$ (2.1)
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が成り立つ (I は単位行列，$J$ は成分がすべて 1の正方行列である). 任意の零でない
複素数 $\alpha\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対し，$H:=\alpha A+\overline{cx}A^{T}$ を考える． $H$ はエルミート行列であ

るので固有値はすべて実数である．また $H$ は零行列ではなく $H$ のトレースは $0$ で

あるので，$H$ の最小固有値は負である (これを $\tau$ とする) このとき $H-\tau I$ は串

正定値行列である．従って $=I- \frac{1}{\tau}H$ も辛正定値行列である． $d:=$ ra $k(H)$ とし

たとき，$I- \frac{1}{\tau}H$ は $\Omega(d)$ のある有限集合 $X$ のグラム行列に一致する．式 (2.1) より
$I- \frac{1}{\tau}H=I-\frac{1}{\tau}(\alpha A+\overline{\alpha}A^{T})$ の葬対角成分は $- \frac{\alpha}{\tau},$ $-\overline{\frac{\zeta\ell}{\prime\gamma}}$ の二種類であるので，$X$ の次数

は 2である．このようにしてトーナメント $G$ から次数 2の有限集合 $X$ を得る操作を

埋め込みと呼ぶ．

任意の零でない複素数 $\alpha\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対して，トーナメントの埋め込みが存在す
ることが分かった．次充と次数を固定したときサイズが最小となる複素球面の有

限集合が興味深いので，トーナメントの複素球蚕への埋め込みでは $d$ が最小となる

ような $\alpha$ を決定することが重要である (そのような $d$ を Rep(G) と表す). トーナ

メントの最小次元の埋め込みに関して，次の結果が得られた．以下の定理で用いら
れる main angle の定義を与える．一般に，位数が $n$ のエルミート行列 $H$ のスペク

トル分解が $H= \sum_{i=1}^{s}\tau_{i}E_{i}$ で与えられたとき，固有値 $\tau_{i}$ に関する main angle とは
$\frac{1}{\sqrt{n}}\sqrt{(E_{i}j)^{*}(E_{i}j)}$で定義される．ここで $j$ は成分がすべて 1の列ベクトルである．

Theorem 2.1. [3, Theorem $(?.1$] $G$ を頂点数が $n$ のトーナメントとし，$A$ をその隣

接行列とする．$\sqrt{-1}(A-A^{T})$ の固有値を $\prime\gamma_{1}<\tau_{2}<\cdots<\tau_{s},$ $\tau_{i}$ のmain angte を $\beta_{i},$

重複度を $m_{i}$ とする． $\alpha\beta m(\alpha)>0$) を $G$ の $\Omega(Rep(G))$ への埋め込みで現れる内積

とすると，次が成り立つ．

(2) If $\beta_{1}=0$ , then Rep$(G)=n-m_{1}-1_{f}$ and $\alpha=(1-c_{1}\sqrt{-1})/(1+c_{1}\tau_{1})$ , ufhere
$c_{1}= \sum_{i=2}^{s}n\beta_{i}^{2}/(\tau_{i}-\tau_{1})$ .

(2) If $\beta_{1}\neq 0$ , and $m_{1}>1$ , then Rep$(G)=n-m_{1}$ , and $\alpha=-\sqrt{-1}/\tau_{1}.$

(3) If $m_{1}=1,$ $\beta_{2}=0$ , and $c_{2_{i}}<0$ , then Rep$(G)=n-m_{2}-1$ , and $\alpha=$

$(1-c_{2}\sqrt{-1})/(1+c_{2}\tau_{2})_{f}$ where $c_{2}=n \beta_{1}^{2}/(\tau_{1}-\tau_{2})+\sum_{i=3}^{s}n\beta_{i}^{2}/(\tau_{i}-\tau_{2})$ .

(4) Otherwise Rep$(G)=n-1.$

Remark 2.2. 無向グラフには類似の考察により実ユークリッド空闘の 2距離集合と

の対旛がある．この場合にも最小次元への埋め込みがもっとも興味深いが，無向グ
ラフの隣接行列のスペクトルの情報を用いて最小次元が Roy[4] により決定されてい
る．Theorem 2. 1は Roy による定理の，トーナメントへの類似といえる．
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3 次数が 2の複素球面上の有限集合の最大サイズと特徴

づけ

$X$ を $\Omega(d)$ の次数が 2の有限集合とし，$A(X)$ の要素は実数でないとする．このとき

写像 $\phi$ : $\mathbb{C}^{d}arrow \mathbb{R}^{2d};(x_{i})_{i=1}^{d}\mapsto({\rm Re}(x_{1}), {\rm Im}(x_{1}), \ldots, {\rm Re}(x_{d}), {\rm Im}(x_{d}))$ により，$X$ は相異

なる二点間の距離が一つしか現れない $\mathbb{R}^{2d}$ の単位球面上の有限集合に移される．よっ

て
$)$
$|X|\leq 2d+1$ の不等式が直ちに得られる．この不等式を達成する次数が 2の有限

集合，および $|X|=2d$ を満たす次数が 2の有限集合の特徴づけは以下の通り与えら

れる．

Theorem 3.1. $X$ を $\Omega(d)$ の次数が 2の有限集合とし，$A$ をその隣接行列，$S=$

$\sqrt{-1}(A-A^{T})$ とする．このとき次が成り立つ。

(1) $|X|=2d+1$ であることの必要十分条件は $A$ が $AJ=JA=dJ,$ $AA^{T}=$

$\frac{d+1}{2}I+\frac{d-1}{2}$ を満たすことである．このとき，特に $d$ は奇数でなければならない．

(2) 偶数である $d$ に対して，$|X|=2d$であることの必要十分条件は $A$ が $(I+A-$

$A^{T})(I+A-A^{T})^{T}=2dI$ を満たすことである．

(3) 奇数である $d$ に対して，$|X|=2d$であることの必要十分条件は次のいずれかが

成り立つことである

$(a)|Y|=2d+1$ となる $Y$ から適当な一点を除いた集合と $X$ が一致する．

(b)同じ置換による行と列の入れ替えにより $S^{2}$ が

$(\begin{array}{llll}kI +lJ 0 0 kI +lJ\end{array})$

と一致する．ここで $k,$ $t$ はある正整数である

(1) の条件を満たすトーナメントは二重正則トーナメント (doubly regular tourna-

ment) と呼ばれる．(2) に現れる $I+A-A^{T}$ は歪対称アダマール行列 (skew Hadamard

matrix) と呼ばれる．(3)(b) において $(k, l)$ $=(2d-3, 2)$ のとき $I+A-A^{T}$ は D-

optimal design と呼ばれる．このように上界を達成する、 もしくは上界に近いところ

ではさまざまな組合せ構造が付随していることが分かる．

証明は [3] を参照されたいが、 おおまかな方針は以下のとおりである．(1) の必要

性は複素球面上のデザイン理論 [6] を用いる．等号成立する次数 2の有限集合はある

強さを持つ複素球面上のデザインになることを示し，さらに次数がデザインの強さ
に十分近いときにアソシエーションスキームの構造を有することを用いる．このと

き次数が 2で隣接行列が非対称なので，対応するアソシエーションスキームはクラ
スが 2の非対称なアソシエーションスキームである．このアソシエーションスキー

ムは二重正則トーナメントと同値な対象である．十分性は Theorem2.1を用いる．
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(2),(3) は該当する複素球面上の有限集合を最小次元の埋め込みを持つトーナメン

トに対して，行列 $S=\sqrt{-1}(A-A^{T})$ のスペクトル解析と Theorem 2.1を用いるこ

とで行う．

(3)(a) では次の結果を用いている [2].

Theorem 3.2. $n$ を $n\equiv 3$ (mod4)となる自然数とする．このとき次は同値である

(1) 頂点数が $n$ の二重正珊トーナメントが存在する．

(2) 頂点数が $n-1$のトーナメントで，$\sqrt{-1}(A-A^{T})$ の固有値が $(\tau_{i})_{i=1}^{4}=(-\sqrt{n}, -1,1, \sqrt{n})$ ,
対応する main angte が $( \beta_{i})_{i=1}^{4}=(0, \frac{1}{\sqrt{2}}, \frac{1}{\sqrt{2}},0)$ となるものが存在する．

二重正則トーナメントの存在性と同値な組合せ論的な対象は多数知られているが，
次の命題が最も重要だと思われる [5].

Theorem 3.3. $n$ を $n\equiv 3(mod 4)$ となる自然数とする．このとき次は同値である

(1) 頂点数が $n$ の二重正劉トーナメントが存在する．

(2) 位数が $n+1$ の歪対称アダマール行列が存在する．

4 おわりに

複素球面上の次数 2の有限集合の最大サイズとその上限に近いところでの特徴づ

けについて論じた．最後に関連する興味深いと思われる問題を掲げる．

(1) $|X|=2d-1$ となる $\Omega(d)$ 上の内積が実数でない次数 2の有限集合を特徴づ

けよ．

(2) Theorem 3.1(3)(b) を満たすものを構成せよ．

次数 2の研究では隣接行列 $A$ ではなく，$S=\sqrt{-1}(A-A^{T})-$ を有効に用いた．隣接行

列は一般には正規行列ではないが，$S$ はエルミート行列であることが $S$ を用いるメ

リットであった．一般の有向グラフに対する $S$ の類似として，$Guo-Mohar[1]$ により

有向グラフ $G=(X, E)$ に対するエルミート隣接行列 $H$ が定義された :

$H_{x}$

卸
$=\{\begin{array}{ll}1 if (x, y) , (y, x)\epsilon E,\sqrt{-1} if (x, y\rangle\in E, (y, x)\not\in E,-\sqrt{-1} if (x, y)\not\in E, (y, x)\in E,0 otherwise.\end{array}$

(3) エルミート隣接行列を用いて，一般の荷向グラフと複素球面上の次数 3, 4の有

限集合を調べよ．
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