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1. 非コンパクト多様体の同相群の位相について

$n$ 次元位相多様体 $M$ の岡相群 $\mathcal{H}(M)$ の典型的な位相 $\tau$ として，Whitney 位相 $w$ , 一

様位栢 $u$ , コンパクト・開位相 $co$ が挙られる．多様体 $M$ がコンパクトの場合，これらの

位相は一致し，この位相 $\tau$ の下で同相群 $\mathcal{H}(M)_{\tau}$ は位相群となり，局所可縮となる [5].

さらに $n=1$ , 2の場合には位相的 $l_{2}$ 多様体となり [8], そのホモトピー型・位相型も知ら

れている [6]. $n\geq 3$ の場合に $\mathcal{H}(M\rangle_{r}t$ が位相的 $\ell_{2}$ 多様体になるかどうかは，同相群予想

として以前未解決な古典的難問となっている．一方，多様体 $M$ が非コンパクトの場合に

は，状況は一変し，これら 3つの位相は，各々まったく異なる特性を持っている．

(i) 最も強い位相である Whitney 位相 $w$ は，エンドでの位相が強過ぎ，位相群 $\mathcal{H}(M)_{w}$

は位相空間としてあまり良い性質を持たない．例えば，$n=1$ , 2の場合， $\mathcal{H}(M)_{w}$ は $P_{2}$ の

可算箱積口 $\omega$

$P_{2}$ $(i.e., 箱位梱をもつ P_{2} の可算積)$ と局所岡相であることがわかつている [1].

一方， $\mathcal{H}(M)_{w}$ の重要な正規部分群である コンパクト台をもつ同相写像全体からなる部分

群 $\mathcal{H}_{c}(M)_{w}$ は，任意の次元 $n$ に対して可分パラコンパクト，距離化不可能かつ局所可

縮であり， $n=1$ , 2の場合には $\ell_{2}$ の可算小箱積 $\square ^{\omega}P_{2}$ と局所岡相になることが知られて

いる [1]. この結果は，同相群予想が肯定的に解決されれば， $n\geq 3$ の場合に拡張されるこ

とが期待される．位相 $w$ が強過ぎるため， $\mathcal{H}(M)_{w}$ の単紘連結成分 $\mathcal{H}(M)_{u:,0}$ は，部分群

$\mathcal{H}_{c}(M)_{w}$ の単位連結成分 $\mathcal{H}_{c}(M)_{w,0}$ と一致してしまう．この単位連結成分の大域的な位相

型に関して， $n=1$ , 2の場合に， $\mathcal{H}(M)_{w,0}=\mathcal{H}_{c}(M)_{w,0}$ が口 $\omega\ell$2と岡棺になることが知ら

れている [2].

(2) これに対して，最も弱い位相である コンパクト・開位相 $co$ では，その位相の定義か

らエンド近傍で位相的制限がほとんど課されないため，位相として少し弱すぎるように思

われる．実際 位相群 $\mathcal{H}(M)_{co}$ は薩分で距離化可能となるが，一般に局所連結とはならな

い．特に，$n=1$ , 2の場合には，単位連結成分 $\mathcal{H}(M)_{co,0}$ や $\mathcal{H}_{c}(M)_{co,0}$ のホモトピー型位

相型が分類されている．すなわち，$\mathcal{H}(M)_{co,0}$ は位相的 $P_{2}$ 多様体となり，園転を許容する

平面・開アニュラス，半開アニュラス・開メービウス帯の例外的な場合は $S^{1}\cross$ 亀と，そ

れ以外の場合は $l_{2}$ とそれぞれ圃相になる [12]. さらに，部分群 $\mathcal{H}_{c}(M)_{co,0}$ から $\mathcal{H}(M)_{co,0}$

への包含写像はホモトピー同値となる [13]. 従って，図転を持つ 4つの例外的な場合には，
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$\mathcal{H}_{c}(M)_{co,0}$ の中にも，回転に対応する本質的なループが存在することになる．このことは

直感的なイメージからずれているように感じるであろう．このループの構成は [13] に明確

に記されている．このコンパクト台に関する結果は，コンパクト開位相 $co$ の下で，エ

ンド近傍において同相写像をいくら大きく変形しても，位相的には小さな変形でしかない

という位相 $co$ の定義自身に起因しており，ある意味で位相 $co$ の欠点を表している．

(3) 一様位相 $u$ は，これら 2つの位相の中間に位置する位相である．位相 $u$ は，多様体

$M$ 上に与えられた距離 $d$ から定まる $\mathcal{H}(M)$ 上の上限距離から定まる位相であり，距離 $d$

に明確に依存している．また，同相群 $\mathcal{H}(M)_{u}$ 自身は位相 $u$ の下で位相群とはならない．

従って，位相群の範疇で考察するためには，距離多様体 $(M,d)$ の一様同相全体の成す部

分群 $\mathcal{H}^{u}(M, d)$ に一様位相 $u$ を入れて考える必要がある．この位相群 $\mathcal{H}^{u}(M, d)_{u}$ の位相

的性質に関連する文献としては，J. M. Kister [7], A.V. $\check{C}ernavski\dot{1}[4|$ , T.B. Rushing [10,

Section 5.6] 及び [9] 等が挙られるが，散逸的なものであり，他の位相 $w$ や $\omega$ に比べその

性質の解明は遅れていた．このような状況の下で，筆者は，[14, 15] において $\mathcal{H}^{u}(M,d)_{u}$

の体系的な研究を目指した．この論説は，これらの論文により得られた結果の概略・意味

合いの紹介を目的としている．このため，ここでは概念的な説明に主点をおいた．形式的

な議論の詳細は論文 [14, 15] を直接参照して頂きたい．

2. 距離多様体の一様同相群の一様位相について

R. D. Edwards $-$ R. C. Kirby によりコンパクト多様体の同相群が局所可縮であることが

示されている．この基礎になっているのが，彼らによる位相多様体におけるコンパクト部

分空間の近傍の埋め込みに関する変形定理である [5, Theorem 5.1]. 筆者は，まず [14] に

おいて，この定理からコンパクト距離多様体の距離被覆空間 $(M, d)$ における任意の部分

空間 $X$ の一様近傍 $U$ の $M$ への一様埋め込みに関する変形定理を導いた．この結果から，

この距離多様体のクラスに対して位相群 $\mathcal{H}^{u}(M, d)_{u}$ の局所可縮性が得られるが，さらに

広いクラスを扱うために，筆者は [15] において，一般の距離多様体 $(M, d)$ 及びその部分

空間に対して，上記の一様埋め込みの変形定理に現れる一様埋め込みの族の変形の存在自

体を一様埋め込みの局所変形性 (LD) として定式化し，その基本的な性質を考察した．そ

の中でも，性質 LD の有限加法性は非常に有用であり，これにより距離多様体をより簡単

な部分多様体に分割して考えることが出来る様になる．例えば，コンパクト距離多様体の

距離被覆空問が性質 LD を持つことから，LD の加法性を用いて，可算離散群の幾何的作

用を持つ距離多様体も性質 LD を持つことがわかる．また，距離多様体においてコンパ

クト部分空間は常に性質 LD を持つから，加法性により性質 LD は，距離多様体のエンド

近傍の性質になることがわかる．従って，次のステップとして典型的な距離エンドが性

質 LD を持つかどうかが問題となる．そこで [15] では，典型的な距離エンド として，コ

ンパクト リプシッツ多様体 $(N, d)$ 上の $\kappa$ 錐 $C_{\kappa}(N, d)(\kappa\leq 0)$ を考察し，これが性質 LD

を持つことを示している．
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慈用を考えた際，位相群 $\mathcal{H}^{u}(M, d)_{u}$ の局所的な性質よりも，大域的なホモトピー型の方

がより重要になる． $\kappa$ 錐 $C_{\kappa}(N, d)$ は，錐としてスカラー倍による拡大・縮小の作用をも

つ．特に $\kappa=0$ の場含には，このスカラー倍が一様同相になり，局所変形性 LD からエ

ンド近傍の有界一様埋め込みのより小さい適当なエンド近傍での恒等写像への変形性が導

かれる．[15] では，さらに一般の位相的に積の形の適正題離エンドにおける-様埋め込み

のエンド変形性 (ED) を定式化し，次の定理を得た．もし距離多様体 $(M, d)$ が有限個の

ED 性を持つエンドを持てば， $M$ の任意のエンド近傍の $M$ への有界な一様埋め込みの族

は，ある適当なエンド近傍上で恒等写像になっている部分族への強変形レトラクトを持つ．

特に， $(M, d)$ の有界一様同相の成す部分群 $\mathcal{H}_{b}^{u}(M, d)_{u}$ は， $M$ の適当なエンド近傍上恒等

写像になっている有界一様同横の成す部分群への強変形レトラクトを持つ．これから，例

えば，標準距離を持つユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ に対して， $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ は可縮となることがわか

る．ここで， $\mathcal{H}_{t)}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ の可縮性と Alexander イソトピー [7] との関係を明らかにしておく

必要がある．このために，次節で非コンパクト多様体の同相群の (局所) 可縮性の概念に

関する歴史的背暴から振り返ることにする．

3. 綱相群の局所可縮性について

一般に，位相群 $G$ の局所可縮性は， $G$ の単位元 $e$ のある近傍 $U$ の $G$ の中での一点へ

の連続的な変形可能性と岡値である．後者の条件は，いわゆる写像空間の指数法則により，

次の様に言い換えることが出来る : $e$ のある近傍 $U$ の各点 $p$ に $G$ における $p$ から $e$ への

連続な路を連続的に魁応させることが出来る．値し，連続な路の空間には，コンパクト

嗣位網を与える．

同相群の場合，位相多様体 $M$ に対して， $\mathcal{H}(M)_{w},$ $\mathcal{H}(M)_{co}$ は位相群になり， $\mathcal{H}(M)_{co}$ に

おける連続な路はイソトピーに対癒している．岡相群の局駈燭縮性に関する古典的な結果

は，Edwards - Kirby の位相的埋め込みの変形定理 [5] から導かれる．多様体 $M$ がコンパ

クトの場合，位桐 $\tau=w=u=co$ に対して，同相群 $\mathcal{H}(M)_{\tau}$ は局所可縮になる．書い換

えれば， $id_{M}$ のある近傍 $\mathcal{U}$ の各元んに短し $h$ から $id_{M}$ へのイソトピーの連続的な選択が

存在する．纏し，イソトピーの窒問にも位相 $\tau$ を入れる．多様体が非コンパクトの場合，

$\mathcal{H}(M)_{w}$ は，位相窒間として局所可縮にはなり得ないが，Edwards -Kirby の変形定理か

ら次の帰結が得られる : $\mathcal{H}(M)_{w}$ における $id_{M}$ のある近傍 $\mathcal{U}$ の各元んに対し $h$ から $id_{M}$

へのイソトピーの連続的な選択が存在する [5]. 但し，イソトピーの空間にも位相 $w$ を入

れる、 これは，一見， $\mathcal{H}(M)_{w}$ の局所可縮性を意味する様に思われるかもしれないが，．実

際には， $\mathcal{H}(M)_{w}$ の局所可縮性よりも弱い条件となっている． $M$ が非コンパクトのとき，

$\mathcal{H}(M)_{w}$ が位相空間として決して局所可縮にならない以上，これより良い結論は得られな

い．また， $M$ がコンパクトのときは，これは $\mathcal{H}(M)_{\tau}$ の局所可縮性と同値な条件となって

いる．そこで，[5] では，このイソトピーの連続的な選択の主張をもって多様体の同相群の
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局所可縮性と解釈している．すなわち，同相群に関しては，通常の位相的な概念を同相群
の特性に合わせて少し変更して適応しょうとする訳である．

同相群に限らず，微分同相群，PL 同相群等において，通常の位相的な概念を同相群の

特性に合わせて適宜変更して適応しようとする考え方は，むしろ幾何的位相幾何の分野に
おいては標準的なものと言える．例えば，PL 多様体の PL 同相群を考える際，PL 構造を
反映する PL 同相群上の適当な位相は見当たらない．従って，PL 同相群の準単体腹帯近
似を考える際，1-単体 (路) を PL イソトピーと解釈することは自然であり，かつ，有効で

ある．高次元単体についても同様である．この準単体腹帯近似に関して理論を展開した後
で，例えば，PL 同相群に位相 co を入れたときの位相的性質と比較することは，その後の

問題となり，実際，両者は，著しく異なる特性をもつことになる．

同相群の位相の考察に戻って，Edwards-Kirby にょる同相群の $w$ 位相の下での局所可

縮性の解釈定理を拡張して，T.B. Rushing [10, Section 5.6] では，一般の位相 $\tau$ に関し

ても同様の定式化を行っている．すなわち，多様体 $M$ の同相群 $\mathcal{H}(M)_{\tau}$ の部分群 $\mathcal{G}_{\tau}$ が

局所可縮であると言うことを， $M$ 上のイソトピーの空間にも同種の位相 $\tau$ を入れた上

で， $\mathcal{G}_{\tau}$ における $id_{M}$ のある近傍 $\mathcal{U}$ の各元 $h$ に対し $h$ から $id_{M}$ へのイソトピー $h_{t}\in \mathcal{G}_{\tau}$

$(t\in[0,1])$ の連続的な選択の存在をもって定義するわけである．さらに，もし $\mathcal{U}$ が全体
$\mathcal{G}_{\tau}$ にとれれば， $\mathcal{G}_{\tau}$ は可縮であると定義する．

この定義は，もちろん一様位相に関しても適用され，従って，例えば，位相群 $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$

に関して，その (局所) 可縮性は，位相空間としての通常の意味と Rushingの意味の 2通
りの解釈が存在することになる．では，この 2つの概念はどのような関係にあるだろうか．
結論から言うと，Rushing の意味の局所可縮性は，位相空間としての通常の意味の局所可
縮性よりも弱い条件になり，Alexander トリックを用いて構成される $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ を 1点に潰

す変形写像は，Rushing の意味で 1点に潰す変形写像を与えるが，位相空間としての通常

の意味での一様位相に関して連続な 1点に潰す変形写像を定めないことがゎかる．一方，
前節で述べた $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ が可縮という結果は，位相空間としての通常の意味での主張であ
る．以下で，このことについてさらに詳しく説明する [15].

一様位相に関する連続性を考える際，一様イソトピーの概念が重要になる．距離空間
$(X, d)$ に対して，空間 $X\cross[O$ , 1$]$ 上には， $X$ 上の距離 $d$ と $[0$ , 1$]$ 上の標準的な距離から自
然な距離 $\tilde{d}$ が定まる． $(X, d)$ 上のイソトピー $(h_{t})_{t\in[0,1]}$ は， $X\cross[O$ , 1$]$ 上の同相写像として

距離 $\tilde{d}$

に関して一様同相になっているとき，一様イソトピーであると言う．一方，単に各
レベル砺が (X, d) 上の (有界) 一様同相となっている場合には， $(h_{t})_{t}$ をレベル毎の (有
界 $)$ 一様イソトピーと呼ぶことにする．重要な考察は，$\mathcal{H}^{u}(X, d)_{u}$ における連続な路は，正
確に $(X, d)$ 上の一様イソトピーに対応するということである．

$J$ . M. Kister [7] は， $\mathbb{R}^{n}$ 上の任意の有界同相写像 $h$ に対して，スヵラー倍にょる縮小変

換との共役をとることにより恒等写像から $h$ へのイソトピー $(h_{t})_{t}$ を構成している．具

体的な定義式は次で与えられる: $h_{t}(x)=th(x/t)$ $(x\in \mathbb{R}^{n},$ $t\in(0,1$ $h_{0}=id.$
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この所謂 Alexander トリックを用いて $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ を 1点に潰す変形写像が構成されること

が期待される．確かに，この Alexander イソトピー $(h_{i})_{t}$ は，レベル毎の有界- 様イソト

ピーになり，さらに，対応 $h\mapsto(h_{t})_{t}$ は， $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ の Rushing の意味での 1点に潰す変形

写像を与えている．しかし，Alexanderイソトピー $(h$議は必ずしも一様イソトピーには

ならず，したがって，翼応 $(h, t)\mapsto h_{t}$ は $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ を 1点に潰す連続な変形穿像を定めな

い．この具体例は，次の様に容易に構成される．

例．任意のベクトル $v\in \mathbb{R}^{n}-\{0\}$ に対して， $h\in \mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})$ で次の 2条件を満たすものが

構成できる: (i) $h((2k+1)v)=(2k+1)v(^{\forall}k\in N$),

(ii) ある $c>0$ が存在して $d(h(2kv),2kv)>c(^{\forall}k\in N$).

このような $h$ に対して，写像 $\eta_{\hslash}$ : $[0, 1]\ni t\mapsto h_{t}\in \mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})$ は $t=1$ で連続にならない．

証明．もし $\eta_{h}$ が $t=1$ において連続であれば，ある $t_{0}\in[O$ , 1) が存在して

$d(h_{t}, h)<C (^{\forall}t 欧 (t_{0},1])$

となる．ここで，$d$ は $\mathbb{R}^{n}$ の標準距離及びこの距離に関する写像の上限距離を表す．

$\frac{2k}{2k+1}arrow 1(karrow\infty)$ だから，ある $k\in N$ が存在して $t:= \frac{2k}{2k+1}>t_{0}$ となる．すると，

$h_{t}(2kv)=th(2kv/t)=th((2k+1)v)=t(2k+1)v=2kv$

$d(h_{t}, h)\geq d(h_{t}(2kv), h(2kv))=d(2kv, h(2kv))>c.$

これは $d(h_{t}, h)<c$に矛盾する．口

対応 $(h,t)\mapsto h_{f}$ は $\mathcal{H}_{b}^{u}(\mathbb{R}^{n})_{u}$ 上では連続にならないが，適当な部分群上では連続になる

珂能性が残されている．最後に，この点に関して説明する．まず，Alexanderトリックは，

もっと一般にコンパクト距離空間 $(X, d)$ 上の $\kappa$ 錐 $C_{\kappa}(X, d)(\kappa\leq 0)$ 上で定義されること

に注意する．但し，スカラー倍による縮小・拡大変換は $\kappa=0$ の場合は一様岡相になるの

で， $h$ が-$arrow$様岡柑ならば各馬も一様岡相になるが， $\kappa<0$ の場合は，スカラー倍による

縮小・拡大変換は一般に一様同縮にならず， $h$ が一様同相でも $h_{t}$ は一様岡梱になるとは限

らないので注意が必要である．

命題．写像 $\varphi:\mathcal{H}_{b}^{u}(C_{\kappa}(X, d))_{u}\cross[0, 1]arrow \mathcal{H}_{b}(C_{\kappa}(X, d))_{u}$ : $\varphi(h,t)=h_{t}$ は，

位相群 $\mathcal{H}_{b}^{u}(C_{\kappa}(X, d))_{u}$ の次の部分群のそれぞれを 1点に潰す連続な変形写像を定める:

$\mathcal{G}(C_{\kappa}(X, d))_{u}>\mathcal{H}_{0}(C_{\kappa}(X, d))_{u}>\mathcal{H}_{c}(C_{\kappa}(X, d))_{u}$

ここで， $\mathcal{G}(C_{\kappa}(X,d))_{u}:=\{h\in \mathcal{H}_{b}^{u}(C_{\hslash}(X,d))_{u}$ $(h$銚は一様イソトピー} であり，

$\mathcal{H}_{0}(C,(X, d))_{u}\}$は， $C_{\kappa}(X, d)$ 上でエンドに向けて id に漸近する同相写像全体の成す

部分群を表す．

最後に，今後の課題としては，双曲的 $(\kappa<0)$ なエンドでの一様同相の変形性の研究や

一様微分岡相写像の群の研究が挙げられる．
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