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概婆

$Korteweg-de$ Vries 方程式や Kadomtsev-Petviashvilh 方程式といった，非線形イオン音波方程

式に逓減摂動法を適用することで得られるソリトン方程式たちには渦がない．我々は，これらの

系ではさらに全てのオーダーの渦度がゼロであることを明らかにした．そして，速度場の摂動展

開を変更することで，有限の渦度をもつような系を導出した．その方程式は Painlev\’eの意味で非

可積分である．数値計算によって，局在したイオン音波が渦の場にょってどのような影響を受け

るかを解析した．

1 導入

イオン音波を記述する方程式には対流に起因する非線形性と電気的相互作用に起因する分散効

果があり，これらの組み合わせによって多様な非線形現象が現れる．もっとも単純な例として，

Washimi & Taniuti [I] は逓減摂動法によって 1次元 $Korteweg-deV$ries ($KdV)$ 方程式を導いた．Kako

& Rowlands [2] はこれを多次元化することを試み，2次元の Kadomtsev-Petviashvili (KP) 方程式 [3]

を導出した．

Washimi & Taniuti [1], そして Kako &Rowlands [2] の研究に続いて，現在に至るまでさまざまな

方向での拡張が取り組まれている．特に現実の系を模擬するための拡張が多く，イオンの温度を有限

にするもの [4] や複数種類のイオンを考えるもの [5], 捕捉電子を扱うことで高次の非線形項が追加

されるもの (修正 KdV/KP方程式) [6] などがある．さらに， $KdV$ 方程式や KP 方程式だけでなく，

逓減摂動法の高次項のダイナミクスを扱う研究 [7] もある．

我々が取り組んでいるのは，「渦」を持ち込むという新たな方向への拡張である． $KdV$ 方程式は空

間を 1次元に限定しているため，渦を持ち得る自由度が存在しない．そして，多次元空間への拡張

である $KP$ 方程式でも渦度はゼロになっている．さらに我々は，KP 方程式を導くような逓減摂動法

が，全てのオーダーの渦度がゼロである場合にしか適用できないことを示した．このような結果か

ら， $KdV$ 方程式や KP 方程式といった非線形イオン音波のソリトン方程式は，渦がゼロという特殊

な場合 (状態空間の限られた部分) に埋め込まれていると考えることができる [8].

我々は速度場の摂動展開を変更することによって，一般化された 3次元 KP 方程式と 2次元 Euler

渦度方程式の組を導いた．このモデルの一つの特徴として，渦の場のダイナミクスがイオン音波から
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影響を受けないことがある．我々は渦に単純な定常解を用いて，その影響下にある 3次元 $KP$ 方程式

について，その (非) 可積分性を中心に鰹析をおこなった．本稿はプレプリント [9] を元にしている．

2 逓減摂動法による KP 方程式の導出

まず逓減摂動法による KP 方程式の導出から姶める．KP 方程式が渦なしになることは途中の計算

からすぐに明らかになる．出発点となる方程式系は，運動方程式連続の武 Poisson方程式である :

$\frac{\partial n}{\partial t}+\nabla\cdot(nu)=0$ , (1)

$\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u=\nabla\phi$ , (2)

$-\Delta\phi=n-e^{\phi}$ , (3)

ここで $u=(u, v, w)^{7^{-}}$ はイオンの速度， $n$ は数密度， $\phi$ は静電ポテンシャル， $\Delta$ は Laplacian である．

イオン温度は無視し，電子温度箕は一定としている．Poisson方程式の中で，電子密度については，

断熱近似を用いて $n$
。

$=e^{\phi}$ としている．各変数の規格化には，電子温度の他に，背暴密度 $n_{0}$ とイオ

ン質量 $m_{i}$ を用いる．具体的には，速度はイオン音速 $\sqrt{T_{e}}/m_{i}$ , 静電ポテンシャルは鶏/e, 長さは

Debye 長 $\sqrt{\epsilon_{0}T_{e}}/n_{0}e^{2}$ を，時間はプラズマ周波数 $\sqrt{n_{(\rangle}e^{2}}/\epsilon_{(}m_{i}$ の逆数でそれぞれ規格化している．

イオン音波の霊たる伝搬方向を $x$ とし，微小なパラメータ $\epsilon$ を導入して次のように独立変数を変換

する :
$\tilde{x}=\epsilon^{1/2}(x-t) , \tilde{y}=\epsilon y, \tilde{z}=\epsilon z, \tilde{t}=\epsilon^{-;/2}t\prime$ , (4)

そして，従属変数は次のように $\epsilon$ の級数に展開できると仮定する :

$\{\begin{array}{l}n=1+\epsilon n_{1}+\epsilon^{2}n_{2}+\cdots,\phi=0+\epsilon\phi_{1}+\epsilon^{2}\phi_{2}+\cdots,u=0+\epsilon u_{1}+\epsilon^{2}u_{2}+\cdots,v=0+\epsilon^{3/2}v_{1}+\epsilon^{5/2}v_{2}+\cdots\rangle w=0+\epsilon^{3/2}w_{1}+\epsilon^{5/2}w_{2}+\cdots:\end{array}$ (5)

これらを式 (1)$-(3)$ へ代入して $\epsilon$ で整理する．その結果，展開係数について次のような関係式が得ら

れる :

$n_{1}= \phi_{1}=\prime u_{1}, \frac{\partial v_{1}}{\partial\tilde{x}}=\frac{\partial\phi_{i}}{\partial\tilde{y}}, \frac{\partial w_{1}}{\partial\tilde{x}}=\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\tilde{z}}, \langle 6 )$

$n_{2}- \phi_{2}=\frac{\phi_{1}^{2}}{2}-\frac{\partial^{2}\phi_{1}}{\partial\tilde{x}^{2}}$ . (7)

$\phi_{1}$ の時間発展方程式について，これらの関係式を用いて整理すると，3次元の KP 方程式

$\frac{\partial}{\partial\tilde{x}}(\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\tilde{t}}+\phi_{1}\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\tilde{x}}+\frac{1}{2}\frac{\partial^{3}\phi_{1}}{\partial\tilde{x}^{3}})+\frac{1}{2}\Delta_{\perp}\phi_{1}=0$ . (8)

が得られる．ただし $\Delta_{\lrcorner_{\sim}}=\partial^{2}/\partial\tilde{y}^{2}+\partial^{2}/\partial\tilde{z}^{2}$ である．

ここで渦度を計算してみよう．まず $z$ 方向の最低次の渦度は $\theta v_{1}/\partial\tilde{x}-\partial u_{1}/\partial\tilde{y}$ と評価できるが，

これは式 (6) から明らかにゼロである． $y$ 方向の渦度についても，最低次は �$u_{1}/\partial 2-\partial w_{1}/\partial\tilde{x}$ なの
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で，同様にゼロである． $x$ 方向の渦度の最低次は $\partial w_{1}/\partial\tilde{y}-\partial v_{1}/\partial\tilde{z}$ である．これを $x$ で微分すると，

式 (6) からゼロになる．そこで， $xarrow\pm\infty$ で渦度が消滅する境界条件を仮定すれば， $x$ 方向の渦度は

空間全体でゼロでなくてはならない．

以上のように，最低次の渦度，すなわち KP 方程式の渦度がゼロになることが直接計算からわかっ

た．次のオーダーの $(つまり u_{2}, v_{2}, w_{2} の)$ 渦度もゼロでなくてはならないことが計算で確かめられ

る．それだけでなく，すべてのオーダーにおいて渦度がゼロになることが以下のようにして証明でき

る．(渦度について $xarrow\pm\infty$ でゼロになるという境界条件を仮定する．)

運動方程式 (2) に対して回転作用素 $\nabla x$ を作用させることで渦度方程式が得られる．逓減摂動法

では，式 (4) のように $x$ 方向に Galilei ブーストを施している．その結果，渦度方程式は次のような

形になる :
$\frac{\partial\omega}{\partial t}-\frac{\partial\omega}{\partial x}=\nabla\cross(ux\omega)$ . (9)

摂動展開したときの各項の最低次数を計算すると，左辺第 2項が他の項より低くなっている．そのた

め $\partial\omega/\partial x=0$ でなくてはならない．ここで前述の境界条件を利用すると，渦度が空間全体でゼロで

なくてはならない．この議論は最低次 (1次) の渦度に関するものであるが，それがゼロなので，す

べての項のオーダーは $\epsilon^{1}$ だけ増加する．すると同様の議論から，2次の渦度についても空間全体で

ゼロでなくてはならない．これを繰り返すことにより，すべてのオーダーの渦度がゼロでなくてはな

らないことがわかった．

3 有限な渦度を持つ系への拡張

本節で KP 方程式を有限の渦度をもつ系へと拡張する．前節では逓減摂動法 $(4\rangle\prec 5)$ を用いるとき

には渦度はゼロでなくてはならないことを証明したが，これは $\partial\omega/\partial x=0$ と $xarrow\infty$ で渦度がゼロ

になるという境界条件との組み合わせが原因であった．そこで，速度の展開式 (5) を次のように変形

する :

$\{\begin{array}{l}v=\epsilon^{1/2}(\partial\psi(\tilde{y},\tilde{z})/\partial\tilde{z})+\epsilon^{3/2}v_{1}+\epsilon^{5/2}v_{2}+\cdot\cdot \cdot,w=\epsilon^{1/2}(-\partial\psi(\tilde{y},\tilde{z})/\partial\tilde{y})+\epsilon^{3/2}w_{1}+\epsilon^{5/2}w_{2}+\cdots\end{array}$ $(]0)$

$x$ 方向に一様で，かつ非圧縮な速度場 $v_{0}=\nabla\psi(\tilde{y},\tilde{z})\cross e_{x}$ を低次に追加した． $\psi$ の時間発展方程式

は，その渦度場 $\Delta_{\perp}\psi$ に対する 2次元 Euler 方程式である :

$\frac{\partial}{\partial\tilde{t}}\Delta_{\perp}\psi+[\Delta_{\perp}\psi, \psi]=0$ . (11)

ただし $[f, g]=(\partial f/\partial\tilde{y})(\partial g/\partial 2)-(\partial f/\partial$を $)(\partial g/\partial\tilde{y})$ である．そして KP 方程式は， $\psi$ による移流項

が追加される :

$\frac{\partial}{\partial\tilde{x}}(\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\tilde{t}}+\phi_{1}\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\tilde{x}}+\frac{1}{2}\frac{\partial^{3}\phi_{1}}{\partial\tilde{x}^{3}}+[\phi_{1}, \psi])+\frac{1}{2}\Delta_{1}\phi_{1}=0$ . (12)

以降では簡単のために $\phi_{1}$ などの添字と $\tilde{x}$ などのチルダを省略する．

方程式を見てみると，渦の場 $\psi no$ 振る舞いは $\phi$ からの影響を受けないことがわかる．これは，前

者の次数が後者のそれよりも低いことが原因である．そのため，イオン音波の場 $\phi$ が空間全体に偏在

する場 $\psi$ によって散乱されながら伝搬するように考えることができる．簡単のため， $\psi$ には定常解
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を用いて， $\phi$ の時問発展のみを解析することにする．具体的には $\psi=a\sin(ky)-a\cos(kz)$ が定常解

の例になる． $\phi$ に関する力程武 (12) を Kadom$(sev-Petviashvili$-Yoshida (KPY) 方程式と呼ぶことに

する．

4 $K$憶 $Y$ 方程式の PainIev\’e 解析

非線形微分方程式が可積分か否かを判劉する手法として Painlev6テスト [10] というものが知られ

ている．非線形偏微分方程武の解の特異多様体が動きうる極のみであるとき，その方程式は Painlev\’e

性を持つという．Pai$\mathfrak{n}$lev\’e 性は可積分性と同値であると考えられている．Painlev\’e テストとは，解 $\phi$

が特異多様体 $\varphi(x, y, z, t)=0$ の近傍で

$\phi(x,y, z, t)=\chi^{-q}\sum_{i=0}^{\infty}\phi_{j}(x, y, z, t)\chi^{j}$ (13)

と Laure凱展開できると仮定し (展開関数 $\chi$ は $\varphi=0$ で $\chi=0$ となるものとする), 方程式へ代入し

て矛盾がないかを確認するものである．矛盾がないというのは， $q$ が自然数であること，そしてすべ

ての $\phi_{j}$ が (方程式の階数に応じた任意性を除いて) 整合的に決定できるということである．

$\chi$ の選び方にはいくつか候補がある．もっとも単純なのは $\chi=\varphi$ とすることだが，案はこの選び

方では $\phi_{I}$’が複雑な形になる $(KdV$ 方程式や KP 方程式などに魁する結果は [101にあるが，高次の

項に関しては省略されている．) Conte [11] によって，

$\chi=(\frac{\varphi_{x}}{\varphi}-\frac{\varphi_{xx}}{2\varphi_{x}})^{-1}$ (14)

という選び方が (添字は微分を表す), $\varphi$ に対して制約をかけずに，計算を簡単にすることが示され

た．なお $\varphi_{x}\neq 0$ という制約があるが，これは $\chi=\varphi$ という選び方でも課せられるものである．

$KdV$ 方程式や 2次光 KP 方程式などのソリトン方程式は Painleve\’e テストをパスする [10]. しかし，

3次元 $KP$ 方程式 (8) はこれをパスしない [12]. KPY 方程式 (12) は 3次元 KP 方程武に移流項が追

加されたものであり，岡様にテストをパスしない，すなわち非珂積分だと考えられる．(係数の選び

方によって 1次元 $KdV$ 方程式や 2次元 KP 方程式に帰着できる場合には可積分となる．解析結果は

[9] に示した．) 次節では，数値解析によって非鳶積分性を検誕することを試みる．

5数値解析

まず数値訂算の設定について述べる．空間領域は $(x, y, z)\in[0$ , 20$]$ $\cross[-5, 5]$ $\cross|-5$ , 5] とし，周期

境界条件を用いた．周期境界条件を利用することで，KPY 方程式 (12) の最初の空間微分 (時間微分

とともに作用している) $\partial/\partial x$ を $i$柘で置き換えて逆数をとることができる。 ただし， $k_{x}=0$ の成分

に関しては $\Delta\perp\phi_{k_{x}=0=}0$ でなくてはならない．これは，Fourier成分に対して $\phi_{k_{x}=0},$ $k_{v}^{2}+k_{z}^{2}\neq 0=0$

とすることで処理できる．なお， $1/(ik_{x})$ を計算するときには $-i/(k_{x}+i\delta)$ とおく [13, 14]. $\delta$ は十

分に小さい数で，ここでは倍精度浮動小数点数の計算機イプシロン $2^{-52}\sim 2.2\cross 10^{-16}$ を用いた．

この処理は，複素積分で特異点を罎避するように経路をとることと同様のものである．時間を反転し

たときなど， $1/(ik_{x}\rangle$ がかかる部分の符号が逆転したときには， $\delta$ の前の符号も逆転しなくてはなら
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ない．時間発展法には 2次 Strang 分割法 [15] を用いた．線形項は Fourier 変換を利用して解き，非

線形項は 4次 Runge-Kutta 法で近似した．初期条件には，2次元 KP 方程式のソリトン解である線ソ

リトン

$\phi_{0}(x, y, z)=3A$ sech2 $[\sqrt{\frac{A}{2}}(x-By-C)]$ $(15\rangle$

に対して周期境界条件と $\Delta_{\perp}\phi_{k_{r}=0}=0$ を満たすよう修正したものを用いた (図 1). $A,$ $B,$ $C$ は任意

だが，ここでは $A=1,$ $B=2,$ $C=10$ とした． $z$ 方向には一様であり，もしも渦の場 $\psi$ がなければ，

$\phi$ は形状を保ったまま伝搬する． $\psi$ には，第 3節の最後に述べたように，定常解

$\psi(y, z)=a\sin(\frac{2\pi\kappa y}{L})-a\cos(\frac{2\pi\kappa z}{L})$ , (16)

を用いる． $L$ は領域の $y,$ $z$ 方向への長さであり，ここでは $L=10$ とした． $a$ は渦の場の強さ， $k$ は

その波数 (スケール) を表しているパラメータである．

以下に数値計算の結果を示す．まず $a=0.06,$ $\kappa=2$ としたときの， $\phi$ の変化の様子が図 2である．

これは $y=0$ での断面図であり，初期状態では $z$ 方向に一様なものであった．それが時間発展とと

もに非一様，すなわち 3次元的な構造へ変化していることがわかる．さらに時間が進むと，初期状態

のように $z$ 方向へ一様なものへ戻っている様子が見える．このような変化が周期的に繰り返されるこ

とが確認された．なお，このパラメータでは， $z$ 平面による断面図では初期状態 (図 1) からほとん

ど変化は確認されなかった．

$a=0.30,$ $\kappa=2$ とした場合には， $\phi$ の変形は大きくなり，元の状態へ農るような現象も確認さ

れなかった．さらに， $z$ 平面による断面図でも，直線だった構造から涙れた構造へ変化した．次に

$a=1.0,$ $\kappa=2$ での結果を図 3に示す．この場合は，初期状態の孤立した構造が崩れ，空間の中に広

がっていることがわかる．

以上の結果から，2次元の線ソリトンは弱い渦があってもその局在した構造を保つが，渦が強くな

ると，3次元性が強くなって，非可積分性が顕著になり分裂して空間の中へ広がると考えられる．こ

の観察を定量的に裏付けるために，Fourier係数から平均波数を計算してその時間発展を調べた．図

$\not\in 6$ に，振幅の二乗で重み付けした $y$ 方向の平均波数 $\langle k_{y}\rangle=\sum_{k}k_{\nu}|\hat{\phi}_{k}|^{2}/\sum_{k}|\hat{\phi}_{k}|^{2}$ の時間発展を

示す．まず $a=0.02$ , 0.04.0.06, 0.08の場合が図 4である．周期的な時間発展をしていて，その周期

が $a$ が増加したときに短くなっていることがわかる．図 5が $a=0.08$ , 0.09, 0.10のときのもので，

$a=0.09$ で周期的な振る舞いから増加する振る舞いへ変化している．さらに $a$ を大きくすると，平

均波数はより大きな値へ成長する．これらの結果は，先の $\phi$ に関する観察の結果と一致している． $\kappa$

の値を 2から 8に増加させたものとの比較を図 6に示す． $a$ の値が十分に大きいため，すべての場合

で平均波数が増加しているが， $\kappa=8$ のときにより大きく増加していることがわかる．

6 結論

KP 方程式を導くための逓減摂動法は渦度がゼロの場合にしか適用できないことを示し，摂動展開

の変更によって有限の渦度をもつ系を導いた．それは 3次元 KP 方程式に渦の場による移流項が追加

されたものと，その渦の場のダイナミクスを記述する方程式の組である．後者はイオン音波の影響を
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受けないようなものである．渦はイオン音波の伝搬方向に垂直なものであるから，必然的に方程式は

3次元系となり，Painleve の意味で非可積分となる．数値解析によって，2次元 $KP$ 方程式のソリト

ン解である線ソリトンが渦によって変形・分裂する様子を観察した．渦が弱い場合には局在した構

造が保たれ，変形は周期的であったが，渦が強くなると分裂して空間領域へ広がっていくことがわ

かった．

なお本稿での議論は，イオンの温度が有限の場合であっても変わらない．これは，イオンの温度を

含むように拡張しても，渦の生成効果である傾圧効果は働かず，得られる方程式 $(KP$ 方程式．KPY

方程式) の係数が変化するだけだからである．方程式の導出について， $KdV$ 方程武は [4], KP 方程

式 KPY 方程式は [9] の Appendix を参照されたい．
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図 1 $\phi$ の初期状態．(a) $z=0$ での断面図，(b) $y=0$ での断面図．
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図 2 $a=0.06,$ $\kappa=2$ としたときの $\phi$ の時間変化． $(a)t=25,$ $(b)t=32,$ $(c\rangle t=40, (d)t=60.$

$(a)-(c)$ では異なる向きへ変形したのち，(d) で初期状態のように 方向へー様な構造へ戻って

いる．
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図 3 $a=1.0.$ $\kappa=2$ としたとき， $t=40$ での $\phi$ の様子． $(a)\approx=0$ での断面図，(b) $y=0$ での

断面図．初期状態では孤立波だったものが，領域全体に広がっている．
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図 4 平均波数 $\langle t_{\backslash \tau/}\rangle$ の時間発展の様子 $(a=0.02,0.04,0.06,0.08, \kappa=2)$ . 周期的な振る舞いをしている．

図 5 平均波数 $\langle k_{0/}\rangle$ の時間発展の様子 $(a=0.08,0.09,0.10, \kappa=2)$ . $a$ が増加すると平均波数は

増加するようになる。

図 6 平均波数 $\langle k_{y}\rangle$ の時間発展の様子 $(a=0.8,1.0;\kappa=2,8)$ . $\kappa$ の値が大きくなった場合，よ

り平均波数も大きな値へ成長している．

195


