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1 はじめに

AHP (Analytic Hierarchy Process) [1] は評価基準や代替案などの項霞間の一対の

選好比率情報を用いて項目の優先度を求める手法であり，多基準意思決定における

有用な手法の一つである．この手法は，評価構造を階層的に表現し，人間の主観的判
断から得られる一対比較行列から各項圏の優先度を最大固有値法，幾侮平均法 [2] な

どにより導出し，この結果から階層全体の重み付けをすることで，代替案の総合評

価を行うものである．しかし，人間の主観的で曖昧な判断を基にして実数値の優先
度を得る通常の AHP においては，データが十分に整合せず，妥甕な優先度を得られ

ない場合がある．そこで，一対比較行列の整合性の欠如が意思決定者の曖昧な評価

に起霞すると考え，各評価基準や代替案の優先度を区間で表し解析する区間 AHP [3]

が提案されている．しかし，このモデルによって推定された区間優先度の妥当性は
未だ十分に検討されていない．

本研究では，区間 AHP による従来の推定法 [3] が必ずしも意思決定者の評価の曖

昧さを十分に反映していないことを承す．これを改善する推定法として，幡総和最

小化の概念を緩和した推定法や幅の加重和最小化モデル，また輻加重の最小化の概

念を緩和した推定法および，対数変換を駕いた推定法の 4つの提案推定法を検討す
る．数値実験により，これらの提案推定法と従来の推定法の推定精度および代替案
比較精度を比較し，良い推定法について考察する．

2 区間 AHP

与えられた一対比較行列 $A=(a_{ij})$ からの区間 AHP における従来の区間優先度の

推定法について述べる．評緬項圏篤の区間優先度を $[w_{x’}^{L}, w_{i}^{R}],$ $i=1$ , 2, . . . , $n$ とす

ると，項自 $X_{i}$ の為に対する簸大区間優先度比は $[w_{i}^{L}/w_{j}^{R},$ $w_{\dot{2}}^{R}$/w郵になる．この区
聞内に与えられた—対比較値 $a_{ij}$ が存在すると考えられるので，区間優先度を推定

する問題は次の線形計爾問題となる [3].
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minimize
$\sum_{i\in N}(w_{i}^{R}-w_{i}^{L})$

(1)

subject to $a_{ij}w_{j}^{L}\leq w_{i}^{R},$ $i,$ $j\in N(i<j)$ (2)

$a_{ij}w_{j}^{R}\geq w_{i}^{L}, i, j\in N(i<j)$ (3)

$\sum_{i\in N\backslash j}w_{i}^{R}+w_{j}^{L}\geq 1, j\in N$
(4)

$\sum_{i\in N\backslash j}w_{i}^{L}+w_{j}^{R}\leq 1, j\in N$
(5)

$w_{i}^{R}\geq w_{i}^{L}\geq\epsilon, i\in N$ (6)

ただし， $N=\{1, 2, . . . , n\}$ であり， $\epsilon$ は微小な正数である．また，区間優先度の幅

が大きいほど明確な評価が得られないことから，区間優先度の幅の総和を目的関数

とし，これを最小化している．式 (4), (5) は優先度の総和は 1となることに対応す

る区間優先度の正規性条件である．

区間 AHP を用いることで，各評価基準の優先度を区間として求めることができ，

これに基づき代替案間の支配関係が求められる．本研究では，文献 [4] で提案された

支配関係を用いる．基準 $i$ における代替案 $0$ の効用 $u_{i}(0)$ を与えると，各基準の区間

優先度から，次の問題を解くことにより二つの代替案 $0_{p},$ $0_{q}$ の間の最小効用差を得

ることができる．

mlnimlze $ud(0_{p}, 0_{q})= \sum_{i\in N}(u_{i}(0_{p})-u_{i}(0_{q}))w_{i}$

subject to
$\sum_{i\in N}w_{\dot{2}}=1$

(7)

$\forall i\in N, w_{i}^{L}\leq w_{i}\leq w_{i}^{R}$

式 (7) の最適値を $ud^{*}(oj, O_{k})$ とする． $ud^{*}(0_{p}, 0_{q})>0$ ならば，各優先度 w$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

が区間

$[w_{i}^{L}, w_{i}^{R}]$ 内でどのような値を取ろうとも代替案 $0_{p}$ の効用が代替案 $0_{q}$ の効用より大

きくなる．したがって， $0_{p}\succ 0_{q}$ といえる．しかし， $\hat{u}d(0_{p}, 0_{q})<0$ ならば，区間

$[w_{i}^{L}, w_{i}^{R}]$ 内の少なくとも一つの $w_{i}$ の組合せに対して，代替案 $0_{p}$ の効用が代替案 $0_{q}$

の効用より小さくなる．したがって， $0_{p}\succ 0_{q}$ と言い切れない．

3 区間優先度の種々の推定法

2で述べた従来の区間優先度の推定法では，区間の幅の最小化を行っているので，

幅が小さい区間優先度が推定されやすい傾向にある．そこで，意思決定者の評価の

曖昧さをより反映したいくつかの区間優先度の推定法を提案する．最初の推定法は，

幅総和最小化の概念を緩和することにより，優先度の可能性を広げる方法である．前

節の推定問題の最適値 $d^{*}$ を $\beta(\geq 1)$ 倍することにより緩和した制約条件

$\sum_{i\in N}(w_{i}^{R}-w_{i}^{L})\leq\beta\cdot d^{*}$
(8)
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を考え，各区間優先度の上下限を次の二つの線形計画問題の最適値で定める．

minimize $w_{i}^{L}$ maximize $w_{i}^{R}$

(9)
subject to (2) $\sim(6)$ , (8) subject to (2) $\sim(6)$ , (8)

式 (9) より求められる区間優先度は正規性を満たす [5].

また，従来の推定法では，値が小さい区間優先度の幅を大きくした方が，式 (2),

(3) の鋼約条件を満たしやすく，値の大きい区間優先度ほど幅が小さくなりやすい．

そこで，この傾向を緩和するため，前節の推定法の図的関数を各区間優先度の幅と

幾何平均法で求められる優先度の逆数との積の総和で置き換えた問題を考える．よ

り簡単には， $\lambda_{i}=1/\sqrt[n]{a_{i1}a_{i2}a_{in}}$ と定め，次の線形謙画問題を解くことにより区

間優先度を推定する．

minimize
$\sum_{i\in N}\lambda_{i}(w_{i}^{R}-w_{i}^{L})$

$(10\rangle$

subject to (2) $\sim(6)$

式 (9) と同様に，幅加重和最小化の概念を緩和した推定法も考えられる．すなわ

ち，推定問題 (10) の最適値 $\hat{d}^{*}$ を $\gamma(\geq 1)$ 倍することにより緩和した剃約条件

$\sum_{i\in N}\lambda_{i}(w_{i}^{R}-w_{i}^{L})\leq\gamma\cdot\hat{d}^{*}$
(11)

を考え，各区閣優先度の上下限を次の二つの線形計画問題の最適値で定める．

minlmize $w_{i}^{L}$ maximize $w_{i}^{R}$

(12)
subject to $(2\rangle\sim(6),$ (11) subject to (2) $\sim(6),$ (11)

また，優先度の大きさに強く影響されないよう，優先度を対数変換した対数優先

度による推定法を考える．すなわち， $u_{i}^{L}=\log w_{i}^{L},$ $u_{i}^{R}=\log w_{i}^{R}$ , $c_{\dot{n}j}=\log a_{ij},$

$i,$ $i\in N(i<$ のと鮒数変換し，次の線形計画問題を解くことにより， $u_{i}^{L},$ $u_{i}^{R},$ $i\in N$

を求める．

minimize
$\sum_{i\in N}(u_{i}^{R}-u_{i}^{L})$

(13)

subject to $c_{ij}+u_{j}^{L}\leq u_{i}^{R},$ $i,j\in N(i<j)$ (14)

$c_{ij}+u_{j}^{R}\geq u_{i}^{L}, i, j\in N(i<j)$ (15)

$u_{i}^{R}\geq u_{i}^{L}, i\in N$ (16)

この問題の最適解 $\hat{u}_{i}^{L}$ , $u_{i}^{R}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , $i\in N$ を用いて， $\hat{w}_{i}^{L}=\exp(\hat{u}_{i}^{L})$ , $\hat{w}_{i}^{R}=\exp(\hat{u}_{i}^{R})$ , $i\in N$

を定めると，正規な匿間優先度 $[\overline{w}_{i}^{L}, \overline{w}_{i}^{R}],$ $i\in N$ は次式で求められる．

$\overline{u}_{i}^{L}=\frac{\hat{w}_{i}^{L}}{\sum_{j\in N\backslash i}\hat{w}_{j}^{R}+\hat{w}_{i}^{L}}\}\overline{w}_{i}^{R}=\frac{\hat{w}_{i}^{R}}{\sum_{j\epsilon N\backslash i}\hat{w}_{j}^{L}+\hat{w}_{i}^{R}}, i\in N$

(17)
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4 区間優先度の推定精度に関する数値実験

$n=5$ とし，真の区間優先度銑 $=[t_{i}^{L}, t_{i}^{R}],$ $i\in N$ を $\sum_{i\in N}(t_{i}^{R}+t_{i}^{L})/2=1,$ $t_{i}^{R},$

$t_{i}^{L}>0$ かつ式 (4), (5) の正規性を満たすように定め，鶉および $T_{j},$ $i,$ $i\in N$ それぞ

れから一様乱数を用いて，区間内から値を選び，その比で $a_{ij}$ を定め，一対比較行

列を作成する．この生成法により 1,000個の一対比較行列を用意し，それぞれにつ

いて各推定法により求められる区間優先度 $W_{i}=[w_{i}^{L}, w_{i}^{R}],$ $i\in N$ の妥当性を調べ

る．具体的には， $d([x^{L}, x^{R}])=x^{R}-x^{L},$ $d(\emptyset)=0$ と定め， $T_{i}$ と $W_{i}$ の一致度を次

の四つの指標を用いることで調べる．

$P_{\iota’}= \frac{d(T\cap W_{i})}{d(T_{i})+d(W_{i})-d(T_{i}\cap W_{i})}, Q_{i}=\frac{d(T_{i}\cap W_{i})}{d(T_{i})}$ , (18)
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$R_{i}= \frac{d(T_{i}\cap W_{i})}{d(W_{i})}=\frac{P_{i}Q_{i}}{Q_{i}-P_{i}+P_{i}Q_{i}}, F_{i}=\frac{2Q_{i}R_{i}}{Q_{i}+R_{\dot{\eta}}}$ , (19)

本実験では，生成された 1,000個の一対比較行列から各手法によって推定された区間
優先度 $W_{i}$ に対して，各基準 $X_{\dot{t}},$ $i\in N$ における $P_{i},$ $Q_{i},$ $R_{d},$ $F_{i}$ を求め，これらの平

均値がどの程度大きいかを調べる．本稿では， $X_{i}^{\gamma},$ $i\in N$ を，[0.21, 0.31], [0.18, 0.28],

[0.15, 0.25], [0.12, 0.22], [0.09, 0.19] と定めた場合の実験結果を示す．従来法，$\beta=1.2$

とした式 (9), 式 (10), $\gamma=1.1$ とした武 (12), および式 (17) で推定した結果を表 1

に示す．表 1に示すように，真の区間璽要度からただ一つの値を抽出することによ

り一対比較行列の各成分を生成しているためか，疏は高々6$\sim$7割程度にしかならな

いことが分かる．従来法では $P_{i},$ $Q_{i},$ $F_{i}$ が低く，かつ，ばらついていて，真の区間

優先度を十分に推定しているとは言い難い． $\beta=1.2$ で従来法の霞的関数値を緩和

した式 (9) の推定法では， $P,$ $Q_{i},$ $F_{i}$ の値が大幡に改善され，ばらつきも小さくなっ

ている．式 (10) の推定法では，従来法よりも項昌間の一致度の差が小さくなるよう

に改善できている． $\gamma=1.1$ で弐 (10) の目的関数値を緩和したた式 (12) の推定法で

も， $P_{i},$ $Q_{i}$ , Fi の値が式 (10) の推定法より大幅に改善されているが，改善度は式 (9)

の推定法より劣る．一方， $R_{i}$ の値は式 (9) の推定法と式 (12) の推定法より，従来法

と式 (10) の推定法のほうが良くなった．しかし，これは，従来法と式 (10) の推定法

によって得られる区間優先度の幅が狭いことによるものである．式 (17) の推定法で

は，従来法よりも一致度が大きく改善され，項屋間の一致度の差が提案推定法の申

で最も小さくはなっているが， $P_{i}$ , 鑑の値は式 (9), 式 (12) のものより小さい．結

局，一致度に関しては $\beta=1.2$ とした式 (9) の推定法が最も好ましい結果となった．

より大きな $\beta$ についても実験を行ったが良い結果が得られず， $\beta=1.2$付近が良い

値となった．これは， $\beta$ が大き過ぎると余分な範囲が推定値に含まれるためである．
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5 支配関係に関する数値実験

各評価基準の効用値を表 2のように与えた五つの代替案を用意し，代替案間の支

配関係の推定精度について調べた．本稿で定めた真の区間優先度鶉を用いれば，式

(7) を解くことにより表 3の値を得ることができ，$0_{3}\succ 0_{4},$ $0_{5}\succ 0_{4}$の 2対の代替

案間で支配関係が成立した．従来法および式 (10) の推定法による区間優先度では，

90%以上の割合でこの支配関係を維持できたが，もともと支配関係が得られない数

対の代替案間の支配関係を高い割合で示した．これは，表 3より，評価値が $0$ に近

いことによるものである．式 (17) の推定法による区間優先度でも，高い割合で 2対

の代替案間の支配関係を維持できたが，もともと支配関係が得られない一部の数対

の代替案間の支配関係を依然高い割合で示した．一方，式 (9) の推定法による区間

優先度では，2対の代替案間の支配関係は 5割程度しか維持できなかったが，他の

支配関係を高い割合で示すことはなかった．式 (12) の推定法でも同様な改善を得た

が，もともと支配関係が得られない数対の代替案間の支配関係を式 (9) の推定法よ

りも高い割合で示した．この実験でも式 (9) の推定法により最も好ましい結果が得
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られた．

6 おわりに

本研究では，意思決定者の評価の曖昧さをより反映する推定法として四つの推定

法を提案し，これらの手法では，線形計画問題を解くことにより容易に区間優先度

の推定ができることを示した．数値実験により，区間優先度の推定精度および代替

案間の支配関係の推定精度を比較し，提案した推定法が従来の推定法より有用であ

ることを示した．また，提案した推定法の中で最も適切な推定法は $\beta$ を適切に設定

した式 (9) の推定法が最も良いと考えられる．一対比較行列の成分が区間値となる

場合の推定法の考察などが今後の課題となる．
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