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1 はじめに

先行研究 ([23],[24]) では，ベイズ事前-事後分析を基とした品質管理法について考察した．本報告
では，それらの申で示されている故障確率 $\tilde{\delta}$ のベイズ更新と無情報事前分布での事後分布につい
て，異体例とともに示す．
ベイズ撹定を用いた適応型の品質管理については，多くの研究があり $(cf.[2,13,18$ 贔質管

理の現場でその有効性が報告されている．ベイズ推定を基本とした品質管理では，蓄積された情
報を基にして管理限界，サンプルサイズおよびサンプリング間隔を変更して事象や状況の変化に
適応していく (cf. [18]).
贔質管理図を設計する場合，統計的手法に重きをおくか，あるいは経費的な側面に重きをおく

かは重要であるが，それぞれ一長一短があることが知られている (cf. [22]). そこで，統誹的および
経済的な両翻颪を考慮した管理図の作成が考えられるが，これに答えるためには，問題を逐次決
定過程としてとらえ，その解析結果を管理図に反映させる必要がある．この種の研究も多く行わ
れている (cf. [1, 6, 11, 17, 19, 20
本報告では，これまでの我々の先行研究と岡様に，V. Makis[10] による逐次決定モデルについ

て，システムの故障時問分布のパラメータが未知の場合を考察している．[10] では，具体的には，シ
ステムの状態が既知のパラメータ $\theta(\theta>0)$ をもつ指数分布に従って正常状態 (state in control)か
ら不正常な状態 (state out of control) に移行する多変量管理モデルをマルコフ決定過程 (Markov

decision process, MDP)(cf. [3, 12]) として定式化し，長蒔聞の平均期待コスト基準のもとでの
簸適な管理政策を求め，これにより，多変量管理図の作成方法を提案した． $[23J$ では，パラメー
タ $\theta$ が未知の場合の “Makis Model” を取り扱い，平均コスト基準および割引きされた総期待コス
ト最小化聞題を定式化して適応最適政策を議論した．その際，\S 2では，最尤推定量を用いて未知
のパラメータ $\theta$ を点推定し，いわゆる推定と制御の原理 (Principle of estimation and control(cf.

［7, 15 を適用して適癒管理函の作成方法を提案した．また，[24］では，ベイズ事前-事後分析の方
法を爾いて，未知パラメータ $\theta$ の事前分布から各期で得られる情報を基に事後分布を討算し，事
後分布の極限定理を適用して有用な適応政策を求めて管理図の作成について提案した．本報告で

は，事前事後分析について具体例を挙げて考察する．

2 ベイズ管理モデル

本論で取り扱う品質管理モデルを述べ，岡値なベイズモデルによって定式化する．
システムの正常な状態を $i$‘0”, 不正常な状態を $t$‘1” で表す．システムの状態空間を $\tilde{S}=\{0$ , 1 $\}$

とおく。状態 $O$ から状態 1に移行 (故障原因の発生) する時間分布は，パラメータ $\theta$ の捲数分布と

する． $\theta$ の真値は未知であると仮定し，$\theta\in\Theta$ とする．ただし，$\Theta=\{\theta_{1}, \theta_{2}, \cdots, \theta_{r}\}$ は互いに異な

る征数とする．$\theta$ の事前分布 $p$ に従う確率変数を $\tilde{\theta}$で表す．時刻 $t(t\geqq 0)$ のシステムの状態を $X_{t}$

で表す．与えられた定数 $h>0$ に対して，$h$ の時間聞隔で状態に対する情報 (大きさ $n$ の $q$次元

データ) を取得して，システムの運用を継続 (to continue)するか (この行動を $0$ で表す), システ

ムの運用を停止して故障の有無を精査 (to stop and search)するか (この行動を 1” で表す) を選
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択する．従って，行動空間は $A=$ { $O$ (to continue), $1(to$ stop and search)} である．精査 (行動 ‘T)
を選択) したとき，システムが正常 (状態 $0$”) であるか不正常 (状態 1”) であるかが正確に分か

り，もし不正常ならば正常な状態に瞬間的に取り替え，正常な状態からプロセスは再スタートす
る．意思決定者 (decision maker) が，状態に関する情報を得て，$0$ か 1の行動を選択する決定時点

(decision epoch) は，$ih(i=1,2, \ldots)$ である．

時点 $ih(i=1,2,3,\ldots)$ で取得する多次元正規情報:
大きさ $n$ の $q$次元の標本

(1) $Y_{i}=\{\begin{array}{l}y_{!}^{i}y_{2}\vdots y_{n}^{i}\end{array}\},$ $y_{j}^{i}=(y_{j1}^{i}, y_{j2)}^{i}\ldots, y_{jq}^{i})$ $j=1$ , 2, . . . , $n.$

によって，システムの状態を推測する情報を取得する．

仮定:
$X_{ih}=0$ (または 1) のとき，$y_{1}^{i},y_{2}^{i}$ , . .. , $y_{n}^{:}$ は互いに独立で各窃は同一の分布 $N_{q}(\mu_{4}, \Sigma)$

$(または N_{q}(\mu_{1}, \Sigma))$ に従う．

ただし，$N_{q}(\mu_{0}, \Sigma)$ , $N_{q}(\mu_{1}, \Sigma)$ は分散共分散行列 (正値) $\Sigma$ であり，それぞれ平均ベクトル $\mu 0=$

$(\mu_{01}, \mu_{02}, \ldots, \mu 0_{q})$ , $\mu_{1}=(\mu_{11},\mu_{12}, \ldots\rangle\mu_{1q})$ をもつ $q$次元正規分布を表す．ここで，$\mu_{1}$ の $\mu 0$ から

の $M$-距離 $d_{1}$ について，次を仮定する:

$(2\rangle$
$d_{1}:=[(\mu_{1}-\mu_{0})\Sigma^{-1}(\mu_{1}-\mu_{0})]^{\frac{1}{2}}>0.$

以下のようなコスト構造のもとでマルコフ決定モデルとして管理図を考える．コスト構造: 次
のように，各費用を考える．(1) システムの運用を停止して故障の有無を精査する費用 $A>0$ , (2)
状態 1(不正常) を状態 0(正常) に取り替える費用 $R\geqq 0$ , (3)不正常の状態のまま運用したときの
単位時間当たりのコスト $M>0$ , (4)大きさ $n$のサンプルをとる費用 $b+nc(b, c\geqq 0)$ .
この決定過程は，部分観測可能なマルコフ決定過程としてみることができ，$X_{t}=1$ である確

率 $\delta$ を新しい状態とした状態空間 $S=[O, 1](\{\delta|0\leqq\delta\leqq 1\})$ の完全観測のベイズモデルに同値に
変換される (cf. [7, 21

同値なベイズモデル:
行動の決定時点は $ih(i=1,2, \ldots)$ で次の要素からなる MDP モデルを考える．
(1) $S=[0$ , 1$]$ : 状態空間，(2) $A=\{0$ , 1 $\}$ : 行動空間，(3) $\Theta\subset(-\infty, \infty)$ :パラメータ空間，(4)
$c(p, a):p\in S,$ $a\in A$ のときのコスト．

標本空間を $\overline{\Omega}=\Theta\cross\Omega,$ $\Omega=S\cross(A\cross S)^{\infty}$ と表し，プロセスを表す確率変数を $\tilde{\theta},\tilde{p}0,\tilde{a}_{0},\tilde{p}_{1}\rangle\tilde{a}_{1}$ , . . .
とする．すなわち，$\overline{\Omega}\ni\omega=$ $(\theta,p0, a0,p_{1}, a_{1},p_{2}, \ldots)$ のとき，$\tilde{\theta}(\omega)=\theta,\tilde{p}o(\omega)=p0$ ,偽 $(\omega)=$

$a_{0},\tilde{p}_{1}(\omega)=p_{1}$ , . . . である．ただし，$p0=0$ として一般性を失わない．
$mh$時点で状態 $\tilde{p}_{m}=p$のとき，行動 am $=$ 0(または 1) を選択し $(m+1)h$時点で $Y_{\gamma n+1}=y^{m+1}$

を観測した場合には，$(m+1)h$時点の状態は

(3) $\tilde{p}_{m+1}=T(p, ym+1,0) (または T(p, y^{m+1},1))$

に推移する，ただし，ベイズの定理により事前-事後ベイズ作用素 $T$ は次のように定まる (Lemma
1 [10]).
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(4) $\{\begin{array}{l}T(p, z,0)=(1-(1-p)e^{-\theta h}h_{1}(z))/h(z|p)_{\}}T(p, z, 1)=T(0, z,0) ,ただし，z =2\sum_{j=1}^{n}(yj-\mu 0)\Sigma^{-1}(\mu_{0}-\mu_{1})^{7}, y=[Matrix],yj=(yj\iota, yj2, \ldots,yjq)\}h(z|p)=(1-(1-p)e^{-\theta h})h_{1}(z)+(1-p)e^{-\theta h}h_{0}(z) ,h_{0}(z)=N_{1}(0,4nd_{1}^{2}) , h_{1}(z)=N_{1}(-2n\theta_{1},4nd_{l}^{2}) .\end{array}$

注: $z$ は十分統計量で状態の推移は $z$ の値のみに依存する．Xih $=$ 0(または 1) のとき，$z$ は平

均 0(または $-2nd_{1}^{2}\rangle$ , 分散 $4n$峻の 1次元正規分布に従う．
$\theta$ が真のときのコストは次で与えられる :

(5) $\{\begin{array}{l}c(p,0)=ME(\int_{0}^{h}I_{\{X_{s}=1\}}ds)+b+nc=M[h-\underline{1}-x\dot{\theta}(1-e^{-\theta h})]+b+nc,c(p, 1)=c_{1}(p)+c(0_{\}}0) .\end{array}$

ただし，$c_{1}(p)=A+Rp.$
レート (rate) $\alpha>0$ で連続的に罰引きされる (割引きコスト基準) 場合:

(6) $\{\begin{array}{l}c_{\alpha}(p,0)=ME(\int_{0}^{h}I_{\{X_{\theta}=1\}}e^{-\alpha e}ds)+e^{-\alpha h}(b+nc)=MB_{\theta}+\beta(b+nc) ,c_{\alpha}(p, 1\rangle=c_{1}(p)+c_{\alpha}(0,0\rangle.\end{array}$

ただし，

(7)
$B_{\theta}= \frac{1}{\alpha}\{\frac{\theta}{\theta+\alpha}(1-e^{-(\theta+\alpha)h})-\beta(1-e^{-\theta h})\},$

$\beta=e^{-\alpha h}.$

政策 (poliCy) は $\pi=(\pi_{0_{\rangle}} \pi 1, .. .)$ で表し，$\pi_{rn}(H_{m})\in A=\{0, 1\}(m\geqq 0\rangle, H_{rn}=(\tilde{p}_{0},\tilde{a}_{0},\tilde{p}_{1}, \ldots,\tilde{p}_{m})$

とする．政策の全体をで表す。
$\mathcal{P}(\Theta)$ を $\Theta$ 上の確率分布の全体とする．任意の政策 $\pi=(\pi_{0}, \pi_{1}, \ldots)\in$ に対して，停止時刻

(stopping time) の系列 $\tau=(\tau_{0},$ $\tau_{1}$ ,物 $\rangle$

$\rangle$ が次によって定まる．

$\tau_{0}=0, \tau_{k}=\min\{k|\pi_{k}(H_{k})=1, k>r_{k-1}\}.$

明らかに，政策 $\pi$ と停止時刻の系列 (停止政策と呼ぶ) $\tau$ は，1対 1に対応する、従って，以降では
必要に応じて，政策と鰐応する停止政策を同一視して取り扱う．

$Z_{m}$ を $mh$時点での観測データを表す確率変数とする．ただし，$X_{mh}=0$ のとき $Z_{rn}$ は確率密
度関数 $h_{0}(z)=N_{1}(\theta, 4nd_{1}^{2})(z)$ に従い，$X$

簡 $=1$ のとき $h_{1}(z)=N_{1}(-2nd_{1}^{2},4nd_{1}^{2})(z)$ に従う．

Ao $=0,$ $\theta=\theta$ において，

$a0=a_{1}=\cdots=a_{m}=0, Z_{1}=z_{1}, Z_{2}=z_{2}, )Z_{m}=z_{rn}$

のときの故障事後確率を $\delta_{m}$ とする．このとき，次が成り立つ．

Lemma 2.1 ([24])

(8) $\delta_{m}=\frac{h_{1}\langle z_{1},z_{2},.\cdot.\cdot.\cdot,z_{m})}{h(z_{1},z_{2},,z_{n}\rangle}$ かつ $\tilde{p}_{m}=\delta_{m}(m\geqq 1)$
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ただし，

(9) $\{\begin{array}{l}h_{1}(z_{1}, \ldots, z_{m})=\sum_{l=1}^{n\iota}(e^{-(l-1)\theta h}-e^{-l\theta h})h_{0}(z_{1})\cdots h_{0}(z_{l-1})h_{1}(z_{l})\cdots h_{1}(z_{m})h(z_{1}\rangle\ldots, z_{m})=h_{1}(z_{1}, \ldots, z_{m})+e^{-n\theta h}h_{0}(之_{}1)\cdots h_{0}(z_{m})\end{array}$

$\tilde{\theta}=\theta\in \mathcal{P}(\Theta)$ と初期状態分布 $p_{0}=p\in S$ が与えられたときの政策 $\pi\in\Pi$ の平均期待コスト
$\varphi(\pi|\theta,Po)$ を次で定める:

(10) $\varphi(\pi|\theta,p_{0})=\lim_{karrow}\sup_{\infty}\frac{1}{E(\tau k)}E[\tau\sum_{m=0}^{k}c(\tilde{p}_{m},\tilde{a}_{m})|\theta,p_{0}],$

ただし，$\pi=(\tau_{0}, \tau_{1}, \tau_{2}, .. さらに，割引きされた総期待コスト v(\pi|\theta,加)$ は次で定める:

(11) $v( \pi|\theta,p_{0})=\sum_{m=0}^{\infty}\beta^{m}E_{\pi}[c_{\alpha}(\tilde{p}_{m},\tilde{a}_{m})|\theta,p_{0}].$

ただし，$\beta=e^{-\alpha h}$ は割引き率を表し，$E_{\pi}[\cdot|\theta,p]$ は，$\theta,p$ および $\pi$ が与えられたときの豆上に定ま

る確率測度鳥 $(\cdot|\theta,p)$ に関する期待値である．
$\varphi(\pi|\theta,p)$ , $v(\pi|\theta,p)$ を最小にする政策 $\pi\in\Pi$ をそれぞれ $\theta$-平均最適，$\theta$-割引き最適という．次

の定理が成り立つ．

Theorem 2.1 (V. Makis[lO]) $A+R< \frac{M}{\theta}$ ならば，control-limit型の $\theta$-平均最適な政策が存

在する．すなわち，$p_{\theta}^{*}\in(O, 1)$ が存在して，決定関数か $Sarrow A,$

(12) $f_{\theta}(p)=\{\begin{array}{l}0ifp<p_{\theta}^{*},1if p\geqq p_{\theta}^{*}.\end{array}$

による管理政策が $\theta$ -平均最適となる．

Theorem 2.2 (佐々木，堀口，蔵野 [23]) control-tim髭型の $\theta$-割引き最適な政策が存在する．す

なわち，$\overline{p}_{\theta}\in(0,1)$ が存在して，最適な決定関数 $g_{\theta}$ : $Sarrow A$ は次で与えられる :

(13) $g_{\theta}(p)=\{\begin{array}{l}0 if p<\overline{p}_{\theta},1Up\geqq\overline{p}_{\theta}.\end{array}$

3 ベイズ事前-事後解析の具体例

ここでは，ベイズ事前-事後解析を基にした管理法について，故障確率 $\tilde{\delta}$ のベイズ更新と無情報事
前分布での事後分布の考察をする．

扱うモデルは $m$期で，システムの稼働を停止し精査する $(to$ stop $and$ research, $a_{m}=1)$ と，
システムは必要ならば新品と取り換えてシステムの状態 (故障している確率) は O(ゼロ) になる．

StoP” と “stop” の期間を one cycle としてみると，この cycleの繰り返し (renewal) となる．従っ

て，one cycle での未知パラメータ $\theta$ の情報をひとまとまりとして処理する事後分布の計算は，逐
次的になされるので便利である．

観測データの系列 $Z_{0},$ $Z_{1}$ , . ..に対する停止時刻 (stopping time) $\sigma$ で上に有界，すなわち，$P(1\leqq$

$\sigma\leqq M)=1$ なる $M>0$ が存在するとする．
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Stop” すると，X$\sigma$んの値を知ることができるので，1期から $\sigma$期までの全隣報は $(Z_{1}, Z_{2}, \ldots, Z_{\sigma},X_{\sigma h})$

である．$\tilde{\theta}=\theta$ のとき，$Z_{1}=z_{1},$ $Z_{2}=z_{2}$ , . .. , $Z_{\sigma}=z_{\sigma},$ $X\sigma$
ん $=x$ の確率密度関数は，

(14) $f(z_{1\prime\backslash }z_{2}, \ldots, z_{\sigma},x|\theta)=f_{0}(z_{1}, z_{2},\ldots, z_{\sigma}|\theta)I_{\{0\}}(x)+f_{1}(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{\sigma}|\theta)I_{\{1\}}(x)$

ただし，

(15) $f_{0}(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{\sigma}|\theta)=\int_{\sigma h}^{\infty}\tilde{k}\sigma,$

$fi(z_{1,\tilde{\#}2}, \ldots, z_{\sigma}|\theta)=\sum_{l=1}^{\sigma}\int^{\ellh}(l-1)h^{\theta e^{-\theta t}dth_{0}(z_{1})\cdots h_{0}(z)h_{1}(z)\cdots h_{1}(z_{\sigma})}tl+1$

$(16\rangle$

$= \sum_{l=1}^{\sigma}(e^{\sim(l-1\rangle\theta h}-e^{-l\theta h})h_{0}(z_{1})\cdots h_{0}(z_{l})h_{1}(z_{l+1})\cdots h_{1}(z_{\sigma})$ .

である．すなわち，システムを停止して検査を実行する時点までの尤度 $f$ を，システムのそれぞれ
の状態に応じた尤度 $(h(\cdot|\theta), f_{1}(\cdot|\theta))$ の混合分布で表す．
時点 $kh$ でのパラメータの推定 $\theta_{k}$ とその真の値への駁束性，および適応管理モデルに関して，

いわゆる「推定と制御の療理」 (Principle of estimation and control) による MDPs での最適化手
法については，先行研究の [24] を参照されたい．
ここでは，前述の尤度関数 $f(\cdot|\theta)$ とそのベイズ更薪，また，故障状態の事後確率について，具体

的に見ていく．

V.Makis$([10J$ ) での一つの傷題の設定と岡じ正規モデルを扱う．観測 $\overline{7}^{\underline{\theta}}-8y$ は $q=2$次元で標

本数 $n=1$ とし，2次元正規分布の分散共分散行列は $\Sigma=(\begin{array}{ll}2 11 3\end{array})$ とする．$\mu_{0}=(\begin{array}{l}00\end{array})$ , $\mu_{1}=(\begin{array}{l}21\end{array})$

とする．このとき，$4=2$ である．
$z=2(y-\mu_{0})\Sigma^{-1}(\mu_{0}-\mu_{1}\rangle$ が観測データの十分統計量であることから，$z_{k}$ を各時点 $kh$ での $z$

の値とする．$z$ の分布については，システムが正常ならは $N_{1}(0,2\sqrt{2})$ , 不正常ならば $N_{1}(-4,2\sqrt{2})$

の (1次元) 正規分布に従う、

Figure 1: 2次元正規分擶の等高線図と生成された乱数の散籏図
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Figure 2: $h_{0}$ の密度関数上の尤度の値 Figure 3: $h_{1}$ の密度関数上の尤度の値

実際に，2次元正規分布に従う正規乱数を使って，尤度および事後確率の計算をしてみる (Figure
1,2,3). システムの検査が可能な時間間隔は $h=2$ とし，次のデータは時刻 $ih=2,4$ , 6, 8, 10, 12, 14, 16
のときの観測データを表す．これらのデータは，前半の 4つを $N_{2}(\mu 0^{\Sigma})$ , 後半 4つを $N_{2}(\mu_{1}, \Sigma)$

に従うものから得たものである．

$y^{1}=(\begin{array}{l}0.43-0.06\end{array}), y^{2}=(\begin{array}{l}-0.802.15\end{array}), y^{3}=(\begin{array}{l}-0.27-1.07\end{array}), y^{4}=(\begin{array}{l}0.26-2.27\end{array}),$

$y^{5}=(\begin{array}{l}2.821.09\end{array}), y^{6}=(\begin{array}{l}5.251.76\end{array}), y^{7}=(\begin{array}{l}0.64-1.21\end{array}), y^{8}=(\begin{array}{l}1.89-0.62\end{array}).$

これらの値から，$z_{i},$ $h_{0}(z_{i})$ , $h_{1}(z_{i})$ の値を求めてまとめたものが Table 1である．また，$\theta_{1}=\frac{1}{6},\theta_{2}=$

$\frac{1}{8},$ $\theta_{3}=\frac{1}{10},\theta_{4}=\frac{1}{12}$ , $\theta_{5}=\frac{1}{14}$ のそれぞれにおけるん $($ . $|\theta$ $)$ , $fi(\cdot|\theta)$ の値の表が Table 2,3である．
事後分布 $\delta_{k}$ については，により，例えば，無情報事前分布として $P( \theta=\theta_{i})=\frac{1}{5}=0.2$ とした

時の $i=5$ 時点での事後分布 $\delta_{5}=(\theta_{1},\theta_{2},\theta_{3}, \theta_{4}, \theta_{5})$ は (0.23,0.22,0.20,0.18,0.17) として得られ
る．また，各パラメータが真であるときの時点 $kh$ での故障確率 $\delta_{k}$ は Lemma2.1の式 (8) により，
例えば，$\theta=\theta_{1}$ であるとき，$i=5$ から $i=8$ までそれぞれ，0.0024, 0.0287, 0.2803, 0.8842と変化
していることが求まる．

継続 (action $0’$ ) を取り続けて停止 (action 1’) を行動選択する時点までの尤度に関する最尤
推定 $\tilde{\theta}_{k}(cf. [23])$ については，次の式から，$i=5$時点での尤度が調べられる．

任意の停止政策 $\tau=(\tau_{1},\tau_{2}, \ldots)$ と $\theta\in\Theta$ に対して，次を定義する:

$f_{k^{k}}^{\tau}(0|\theta):=P(X_{sh}k=0|\theta,p_{0})=e^{-\theta h\tau_{k}},$

$f_{k^{k}}^{\tau}(1|\theta):=P(X_{sh}k=1|\theta,p_{0})=1-e^{-\theta h\tau}k.$

時点 $s_{k}h$ での $\theta$ の最尤推定 $\tilde{\theta}_{k}$ は，$X_{s_{1}h}=x_{1},$ $X_{s_{2}h}=x_{2}$ , $\cdots$ , $X_{\epsilon_{k}h}=x_{k}$ のとき，

$\tilde{\theta}_{k}(x_{1}, x_{2}, \ldots,x_{k})=\arg\max_{\theta\in\Theta}\prod_{l=1}^{k}f_{l}^{\eta}(x_{l}|\theta)$

で与えられる．ただし，$\tau_{l}$ は $(x_{1_{\rangle}}x_{2}, \ldots,x_{l-1})$ に依存してもよい．例題ではこの時，$\tilde{\theta}_{5}=\frac{1}{2}\log\frac{5}{4}$

を得る．
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