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概饗

保険会社のサープラスを表現する古典的なモデルとしてルンドベリモデルがある。このモ
デルでは保険会社の資産運用を考慮していないため十分なモデルとはいえない。そこで今園保
険会社の資産運用を考慮したサープラス過程をモデル化し破産確率をシミュレーションする。

1 ルンドベリモデル

定義 1.1破産をある時刻 $t$ でサープラス $U(t)$ が負になる事象と定義する．

破産の定義から，初期資産 $u_{0}$ で時刻 $T$ が経過するまでに破産する確率は

$\epsilon(u_{0}, T)=P(\inf_{0\leq\leq T}U(t)<0|U(O)=u_{0})$ .

となる．以降，この有限期間破産確率をリスクの指標とする．

以下では，ボアソン過程のパラメータ $\lambda$ , 個々の支払保険金の期待値 $E(X)$ を $\mu$ とする．ルンド

ベリ・モデルでは収入保険料 $P(t)$ は経過期閲に比例して収入するものと仮定する．期間 $[0, t]$ で受

け取る収入保険料総額は，$[0, t]$ での支払保険金の期待値 $\lambda\mu$t(純保険料) に対し，保険会社の安全性
のために純保険料の安全割増率 $\theta$倍を上乗せして，$P(t)=(1+\theta)\lambda t\mu$ として表される．

ルンドベリモデルをまとめると次のようになる．

ルンドベリモデルにおいて微小時聞 $\Delta t$ に着目し差分方程式を立てると次のようになる．
$\Delta U(t)=(1+\theta)\lambda\mu\Delta t-\Delta S(t)$
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ここで $\Delta S(t)$ は，確率 $\lambda\Delta t$ で支払保険金の確率変数 $X$ ,確率 $(1-\lambda\Delta t)$ で $0$の値をとる確率変数

この差分方程式と初期資産 $U(O)=u_{0}$ を用いてルンドベリモデルのサンプルパスを発生させ，
解析的に解くことができない問題もモンテカルロ法を用いて算出することができる．しかし，ルン
ドベリモデルは保険会社の資産運用の要素を考慮していないため実務上十分なモデルとはいえ

ない．以下で，保険会社の資産運用の考慮したモデルを構築していく．

2 ルンドベリモデルに資産運用を考慮した場合のサープラス $U(t)$ のモ

デル

資産運用は危険資産 (株式) と安全資産 (国債) の 2つの資産のみで運用し，微小時間 $\Delta t$ での危

険資産のみで運用した場合のサープラス $U(t)$ の変化量は $U(t)(\alpha(t)\Delta t+\sigma(t)\triangle t)$ に従うとする．

$\alpha(t)$ :時刻 $t$ での危険資産 (株式) の期待収益率．
$\sigma(t)$ :時刻 $t$ での危険資産 (株式) のボラティリティ．
$\Delta W_{1}(t)$ :平均 $0$ , 標準偏差 $\sqrt{\Delta t}$の正規確率変数．

$r_{f}$ :安全資産の利子率．
$\beta$ :危険資産への投資比率．

$\alpha(t)$ , $\sigma(t),\Delta W_{1}(t)$ はそれぞれ独立．

資産運用を考慮した場合のサープラス $U(t)$ の従う確率差分方程式

$\Delta U(t)=(1+\theta)\lambda\mu\Delta t+U(t)(((1-\beta)r_{j}+\beta\alpha(t))\Delta t+\beta\sigma(t)\Delta W_{1}(t))-\Delta S(t)$ ,
$U(0)=u_{0}, \alpha(0)=\alpha_{0}, \sigma(0)=\sigma_{0}.$

$(\alpha(t), \sigma(t), \beta)=(0,0,1)$ の場合がルンドベリ モデルになっていることがわかる．

この差分方程式からサンプルパスを生成することができるので，資産運用が破産確率に与える影
響をシミュレーションすることができる．

2.1 時刻 $t$ での危険資産の期待収益率 $\alpha(t)$ のモデル化

時刻 $t$ の危険資産の期待収益率 $\alpha(t)$ は時刻によらず定数ではなく，経済の変化の影響を受け時
刻 $t$ と共に変化すると考える方が自然である．また，不景気の時期には瞬間的な期待収益率 $\alpha(t)$ が

負の値になることも考えられる．そこで，危険資産の期待収益率 $\alpha(t)$ は以下の Vasicekモデルに従
うとする．

$\Delta\alpha(t)=a_{1}(a_{2}-\alpha(t))\Delta(t)+a_{3}\Delta W_{2}(t) , \alpha(0)=\alpha_{0}.$

ただし，$a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3}$ は定数．$\Delta W_{2}(t)$ は平均 $0$ , 標準偏差 $\sqrt{\Delta t}$の正規確率変数とする．

2.2 時刻 $t$ での危険資産のボラティリティ $\sigma$(t) のモデル化

時刻 $t$ の危険資産のボラティリティ $\sigma$ (t) は期待収益率 $\alpha(t)$ と同様に時刻によらず定数ではなく，
経済の変化の影響を受け時刻 $t$ と共に変化すると考える方が自然である．また，ボラティリティは負

の値をとることはない．そこで，危険資産のボラティリティ $\sigma(t)$ は以下の CIR(Cox-Ingersoll-Ross)
モデルに従うとする．

$\Delta\sigma(t)=b_{1}(b_{2}-\sigma(t))\Delta(t)+b_{3}\sqrt{\sigma(t)}\Delta W_{3}(t) , \sigma(0)=\sigma_{0}.$

ただし，$b_{1},$ $b_{2},$ $b_{3}$ は定数．$\Delta W_{3}(t)$ は平均 $0$ , 標準偏差 $\sqrt{\Delta t}$ の正規確率変数とする．
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3 シミュレーション

資産運用を考慮したサープラス $U(t)$ を屠いて，時刻 $T$が経過するまでに破産する確率をモンテ

カルロ法を用いて算畠する．

3.1 計算アルゴリズム

$tI(t)$ , $\alpha(t)$ , $\sigma(t)$ が次の確率差分方程式に従うとする．

$\Delta U(t)=(1+\theta)\lambda\mu\Delta t+U(t)(((1-\beta)r_{f}+\beta\alpha(t))\Delta t+\beta\sigma(t)\Delta W_{1}(t))-\Delta S(t)$ , $U(O)=u_{0}.$

$\Delta\alpha(t)=a_{1}(a_{2}-\alpha(t))\Delta(t)+a_{3}\Delta W_{2}(t) , \alpha(0)=\alpha_{0}.$

$\Delta\sigma(i)=b_{1}(b_{2}-\sigma(t))\Delta(t)+b_{3}\sqrt{\sigma(t)}\Delta W_{3}(t) , \sigma(0)=\sigma 0.$

(手順 $1\rangle$ :サープラス $U$ を時間幅 $\Delta t=1/n$ で離散近似を行い，上の確率差分方程式に従うサン
プル パスを発生させる．

(手順 2) :発生させたサンプルパスで $\ni t\in\{0, \Delta i, 2\Delta t, , T\}s.t.$ $U(t)<0$ ならば破産した
として カウントする．

(手順 3) :(手順 1),(手順 2) を $N$ 回繰り返し行い，($N$ 回中の破産圓数)/N で破産確率を推定す
る．

32 実際の問題への適用

例 $)$ 現在保険会社が次のような状況にあるとする．

$\bullet$ 初期サープラス $u0$ :1500 (百万円)

・契約者数 :50000 (人)

$\bullet$ 契約者 1人あたり年 1.0% で事故が発生する．

$\bullet$ 損害額 $X$ は平均 10(百万円) の指数分布に従うとする．

・安全割増率 $\theta$ :1.5%

$\bullet$ 時刻 $t$ での市場ポートフォリオの期待収益率 $\alpha(t)$ は次の確率差分方程式に従う．

$\Delta\alpha(t)=2.0(0.06-\alpha(t))\Delta(t)+0.05\Delta W_{2}(t) , \alpha(0)=0.06$

$\bullet$ 時刻 $t$ での市場ポートフオリオのボラティリティ $\sigma(t)$ は次の確率差分方程式に従う．

$\Delta\sigma(t)=2.0(0.2-\sigma(t))\Delta(t)+0.3\sqrt{\sigma(t)}\Delta W_{3}(t) , \sigma(0)=0.2$

$\bullet$ 安全資産の利子率 $rf:0.5$ %

保険会社は 50年以内に破産する確率をリスクの指標とし，これを最小にするように現在
のサープラスを運用をしたいと思っている．この時，保険会社「どのような資産運用ポー
トフォリオを組むべきか」という問題を考える．そして，微小時間 $\Delta t=0.0004$ , サンプル

パスの本数 $N=50000$ としてシミュレーションをした結果は次の図である．

次の図から保険会社は圏債に 60%, 株式に 40% の割合で投資をすることで破産確率を叢

小にできることがわかる．また，リスクのない国債だけで運用したり，期待収益率の高い株
式だけで運用すると破産確率が大きくなることがわかる．
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図 1: 破産確率のシミュレーション結果

3.2.1 初期サープラス吻を変化させた場合の影響

例の状況で初期サープラス $u_{0}$ を変化させた場合のシミュレーション結果は次のように

なる．

危険資崖への投資比串 $\beta$

図 2: 初期サープラス吻だけを変化させた場合の影響

この図から初期サープラスが異なれば破産確率を最小にする株式への投資比率も異なっ

てくることがわかる．さらには初期サープラスの量が多ければ多いほど破産確率を最小に

する株式の比率は低くなることもわかる．

3.2.2 安全割増率 $\theta$ を変化ざせた場合の影響

例の状況で安全割増率 $\theta$ だけを変化させた場合のシミュレーション結果は次のようにな

る．次の図から安全割増率の値を大きくすればするほど破産確率は低くなっていることが

わかる．安全割増率の値に応じて破産確率を最小にする株式への投資比率は異なる．また

安全割増率を大きくすると破産確率を最小にする株式への投資比率は低くなることもわ

かる．
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図 3: 安全割増率 $\theta$ だけを変化させた場合の影響

3.2.3 シミュレーション期間 $T$ を変化させた場合の影響

例の状況でシミュレーション期間 $T$だけを変化させた場合のシミュレーション結果は次

のようになる．

$T=25$

ゼ掌 $\overline{\sim}50$

▲ 了 $=75$

.丁 $=$ 10◎

$0$ 屋．$\iota$ 0.2 0. $3$ 0.$4$ $0.s$ $O.6$ 0.$7$ $0.s$ $O.9$ 1

危険資産への投資比率 $\beta$

図 4: シミュレーション期間 $T$ だけを変化させた場合の影響

この図からシミュレーション期聞の長さが 50年以上の場合破産確率に大きな違いがで

ないことがわかる．つまり，保険会社が破産する場合はシミュレーションを始めてすぐに
破産していることがわかる．

3.2.4 2つのモデルの比較

例の状況において「ボラティリティと期待収益率を常に一定にしたモデル」 と「ボラ

ティリティと期待収益率を時間とともに変動するモデル」を比較したシミュレーション結

果は次の通りである．次の図から $r$ボラティリティと期待収益率を時間とともに変動する

モデル」の方が破産確率が高くなっている．また，ボラティリティと期待収益率を常に一
定と考えるのは現実的に無理があり，変動するリスクを考慮し破産確率を算出しているの
で [ボラティリティと期待収益率を常に一定にしたモデル」より 「ボラテイリテイと期待

収益率を時間とともに変動するモデル」のほうがいいモデルであるといえる．
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図 5: モデル比較のシミュレーション結果

3.3 定期的に投資ポートフォリオを $\ovalbox{\tt\small REJECT}$み換えることができる場合の破産確率

今までは投資ポートフオリオの選択は最初の 1回だけであった．今回は，シミュレーショ
ン期間の申で定期的にポートフオリオを組み替えることができる場合の破産確率を算出

する．

3.3.1 定期的に投資ポートフォリオを組み替えることができる場合の破産確率の算出方法

叢適にポートフオリオを組み替える場合の破産確率の算出方法は基本的にアメリカン

プットオプションを後ろ向きに解く解法と同じである．まず，定期的なポートフオリオの組

み替え間隔を $\delta$ , 破産確率のシミュレーション期閥の長さを $T$ とおく．そして投資可能なパ

ターンを表 1のように設定する．図 6のようにまず，時刻 $T-\delta$ のサープラス $u_{T-\delta}$ で 1 $\sim$

21までの投資パターンを変化させ時刻T– $\delta$ から $\delta$以内に破産する確率を算出し，破産確

率が最小になる最適な投資ポートフォリオと破産確率をメモリする．同様に，時刻 $T-2\delta$

のサープラス $u_{T-2\delta}$ から時刻 $T-\delta$ までサンプルパスを発生させ，サープラス $u_{T-\delta}$ に応

じてメモリしてあった破産確率を用いて時刻 $T-2\delta$から 2$\delta$以内に破産する確率を算出す

る．この操作を順々に行うことで定期的に投資ポートフォリオを組み替えることができる

場合の破産確率を算出できる．

図 6: 破産確率算出のイメージ図
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3.3.2 定期的に投資ポートフォリオを組み替えることができる場合の破産確率のシミュレーション

例 $)$ 現在保険会社が次のような状況にあるとする．

$\bullet$ 初期サープラス $u_{0}:1500$ (百万円)

$\bullet$ 契約春数 :50000 (人)

$\bullet$ 契約者 1人あたり年 1.0% で事故が発生する。

$\bullet$ 損害額 $X$ は平均 10(蕎万円) の指数分布に従うとする．

$\bullet$ 安全割増率 $\theta$ :1.5%

$\bullet$ 市場ポートフォリオの期待収益率 $\alpha(t)$ :6.0%

$\bullet$ 市場ぷートフォリオのボラティリティ $\sigma(t)$ :20.0%

$\bullet$ 安全資産の利子率 $r_{f}$ :LO%

$\bullet$ 5年ごとにポートフオリオの組み換えを行う．

・危険資産への投資比率は右のパターンのどれかとする．

シミュレーション期間の長さ $T$ を $20$年，微小時間 $\Delta t=0.0004$ , サンプルパスの本数 $N$

を 100000本と設定シミュレーションを行い巖適にポートフォリオを組み換えた場合の破
産確率を算出した結果が次である．

0% 1% 20% $30\Re$ 40% 50% 60% 70% 80%

初期の危険資凄への投資比率 $\beta$
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図 7: シミュレーション結果

この図から最適にポートフォリオを組み換えることにより破産確率を低下させることが

できる．また，ポートフオリオの組み換えができない場合と比較すると破産確率を最小に
する初期の危険資産への投資比率が低くなっていることもわかる．

4 今後の課題

現在の保険会社は株式会社化されている場合がある．この場合，株式配当を考慮するこ

とが自然であり，配当の仕方に応じて破産確率がどう変化するかを研究する．また，資産運

用を考慮する場合，リーマンショックなどのように株式が急落するリスクを考慮したモデ
ルに改良し，破産確率を算出する．
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