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1 はじめに

転換社債とは，株式に変換できるという権利を持った特別な社債である．発行時は普通社債の性質

に加えて，あらかじめ決められた請求期間内で購入者の請求により転換価格で社債を株式に転換する

ことができる．転換価格は発行時に定められており，発行価格は割引発行型を除いて額面価格と同一

である．なお，株式に転換するのに追加費用はかからないが株式転換後は再度社債に戻すことができ

ない．購入者から転換請求された発行会社は新株を発行するか自己株式を交付しなければならない．

購入者，発行会社それぞれに対する転換社債の特性について述べる．購入者にとって転換社債は社

債の安全性と株式の投機性を兼ね備えた商品である．発行会社の株価が転換価格を下回れば社債とし

て保有し続け，定期的にクーポン (金利) を受け取り，満期 (償還日) に額面価格が払い戻される．

株価が転換価格を上回れば，社債を株式に転換し売却益を利益として得ることができる．なお株式に

転換できる権利がついているため普通社債よりも価格が高く，利率 (発行時点で確定する固定金利)

が低い．また，転換社債自体の価格が株価と連動して上下するため，転換社債そのものの値上がり益

を狙うこともできる．一方，発行会社は普通社債に比べて社債のクーポン利率を低く設定できるので

金利負担が小さく．また，所有者が社債を株式に転換した後は社債を変換する必要がなく，株式増資

に比べ配当の金利負担が小さいので発行会社は低いコストで資金を調達することができる．このよう

に転換社債は購入者，企業双方にとって利点が多い商品であるが，企業が転換社債を大量発行し株価

が低迷した際，転換社債は株式に転換されないので企業は満期時に多額の返済を迫られる．潜在的な

株式としての性質が強いので，発行にあたっては既存株主の配慮や配当負担の点も考慮する必要があ

る．投資家も，普通社債より利率が低い (クーポンが $0$ の場合もある) ので，満期まで保持する目的

ならば，社債を保有すべきである．

近年では企業の資金調達は銀行借り入れだけでなく公募増資・株主割当・第三者割当など多様化し

ている．そのもとで転換社債を発行する企業は増加しており，国内外の市場で活発に取引されいる．

新興国，特にアジア地域では，経済成長に伴う企業の資金調達需要の増加とともに資本市場が発展し

つつあることから，転換社債の発行残高が増加し，一定程度の市場が確立されつつある．アジアの転

換社債市場の発展とともに発行残高は増加傾向にあるので今後ますます注目されるだろう．

Hayashi et al. [14] は転換社債価格に対するラプラス・カーソン変換 (LCT) が満たす常微分方程

式を解析的に解き，数値的に逆変換することで転換社債価格を求めている．本論文では転換社債価格

をプレミアム分解により効率的に価格評価する方法を提案する．ヨーロピアン転換社債価格はリスク

中立化法で明示的に導出できるので，プレミアム部分に対する LCT を数値的に逆変換したものを加

えることで，より効率的にアメリカン転換社債価格が導出可能となる．
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2 偏微分方程式による定式化

転換社債癌格を定式化し転換社債価格と転換境界を導出する．転換社債の原資産として，時刻
$t$ 欧 $[0, T]$ における企業価値を $V(t)$ で表す．無裁定条件下において $(V(t))_{t>0}$ は幾何プラウン運動に

従うと仮定する．すなわち， $(V(t))_{t\geq 0}$ は次の確率微分方程式を満たす．

$dV(t)=(r-\delta\rangle V(t)dt+\sigma V(t\rangle dW(t) , t\geq 0$

ただし， $r>0$ は安全利子率， $\delta>0$ は原資産に対する連続配当率， $\sigma$ はボラティリティ， $(W(t))_{t>0}$

は標準ブラウン還動である．時刻 $t$ における企業価値が $V(t)$ で与えられる転換社債の価格を

$B(V(t), t)$ で表すと， $B(V(t), t)$ は以下の偏微分方程式を満たす．

$\frac{\partial B}{\partial t}+\frac{1}{2}\sigma^{2}V^{2}\frac{\partial^{2}B}{\partial V^{2}}+(r-\delta)V\frac{\partial B}{\partial V}-rB=0, V<V_{c}$ (1)

$V(t)$ には最適転換境界 $V_{C}(t)$ が存在し，これを上回ると株式への転換が趨こるとすると (1) 式の境界

条件は

$\lim_{V\sim V_{c}}B(V(t), t)=\gamma V_{c}$

$\lim_{Varrow V_{o}}\frac{\partial B}{\partial V}=\gamma$ (2)

$\lim_{Varrow 0}B(V(t), t)=0$

となる．ただし， $\gamma$ は転換社債が増加することによる株価の減少を表す希薄化係数で

$\gamma=\frac{ln}{m+in}<1$

で与えられる． $l$ は未払い転換祇債数，$m$ は株式数，$n$ は転換社債 1枚当たりの株式転換枚数である，

転換社債価格 $B(V,$ $t\rangle$ の終端条件，つまり満期時点における緬格は企業価値 $V$ によって定まる．デ

フオルト時，企業価値が叢適転換境界を上回った場合，下回った場合を踏まえると

$B(V, T)= \frac{1}{L}V(T)-\frac{1}{L}(V(T)-FL)^{+}+\gamma(V(T)-\frac{F}{\gamma})^{+}$ (3)

で与えられる．ただし， $F$ は転換社債の額薩価格， $L$ は転換社債の発行枚数を表す．

3 LCT アプローチ

$\prime r=T-t$ を満期 $T$ までの残存時間とする．このとき，時間の向きを逆にとった $B,$ $V$,鶏は

$\tilde{B}(\tilde{V}, \prime r)=B(V(T-\tau), T-\tau)=B(V(t), t)$

$\tilde{V}\langle\tau)=V(T-\tau)=V(t)$

$\tilde{V}_{\langle j2}(\tau)=V_{c}(T-\tau)=V_{c}(t)$

と書くことができる．簡単のため
$V\equiv\tilde{V}(\tau)=V(t)$
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とおくと，偏微分方程式 (1) は

-
$\frac{\partial\tilde{B}}{\partial\tau}+\frac{1}{2}\sigma^{2}V^{2}\frac{\partial^{2}\tilde{B}}{\partial V^{2}}+(r-\delta)V\frac{\partial\tilde{B}}{\partial V}-r\tilde{B}=0,$

となり，境界条件 $(2\rangle$

$\lim_{Varrow\tilde{V}_{c}}\tilde{B}(V, \tau)=\gamma\tilde{V}_{c}$

$\lim_{Varrow\tilde{V}_{c}}\frac{\partial\tilde{B}}{\partial V}=\gamma$

hm $\tilde{B}(V, \tau)=0$

$Varrow 0$

$V<V_{c}$ (4)

(5)

と書き換えられる．終端条件 (3) は $\tilde{B}(\tilde{V}(\tau), \tau)$ に対しては，初期条件

$B(V, 0)= \frac{1}{L}\tilde{V}(0)-\frac{1}{L}(\tilde{V}(0)-FL)^{+}+\gamma(\tilde{V}(0)-\frac{F}{\gamma})^{+}$ (6)

として与えられる．

$\lambda>0$ に対して $\tilde{B}(V, \tau)$ , $\tilde{V}(\tau)$ , $\tilde{V}_{c}(\tau)$ の LCT を

$B^{*} \equiv B^{*}(V, \lambda)=\mathcal{L}C[\tilde{B}(V, \tau)](\lambda)=\int_{0}^{\infty}\lambda e^{-\lambda\tau}\tilde{B}(V, \tau)d\tau$

$V^{*}\equiv V^{*}(\lambda)=\mathcal{L}\mathcal{C}[\tilde{V}(\tau)](\lambda)$

$V_{c}^{r}\equiv V_{c}^{*}(\lambda\rangle=\mathcal{L}C[\tilde{V_{c}}(\tau)](\lambda)$

と定義する．偏微分方程式 (5) に対して LCT を適用すると，初期条件 (6) を用いて常微分方程式

$\frac{1}{2}\sigma^{2}V^{2}\frac{d^{2}B^{*}}{dV^{2}}+(r-\delta)V\frac{dB^{*}}{dV}-(\lambda+r)B^{*}$

$=- \lambda\{\frac{1}{L}V-\frac{1}{L}(V-FL)^{+}+\gamma(V-\frac{F}{\gamma})^{+}\}, V(\tau\rangle<\tilde{V}_{c}(\tau)$ (7)

を得る．このとき $B^{*}$ の境界条件は

$\lim_{Varrow V_{c}}. B^{*}(V, \lambda)=\gamma V_{c}^{*}$

$]in \underline{dB^{*}}=\gamma$ (8)
$Varrow V_{c^{c}}dV$

$\lim_{Varrow 0}B^{*}(V, t)=0$

で与えられる．境界条件 (8) の下で線形微分方程式 (7) を解くことで，原理的には転換社債価格の

LCT が導出できる．Hayashi et al. [14] は，解の一般形を定数 $A$ に対して $AV^{\theta}$ と仮定することで

$B^{*}(V, \lambda)=\{\begin{array}{ll}\gamma V, V_{c}^{*}\leq VA_{1}V^{\theta_{1}}A_{3}V^{\theta_{1}}+A_{4}V^{\theta_{9}}+\frac{\lambda^{\lambda\gamma}\delta\lambda F}{\lambda+r}+\mathcal{A}_{2}V^{\theta_{2}}+\frac{}{+}V, FL\leq V<\frac{F}{\gamma}\frac{F}{\gamma}\leq V<V_{c}^{*}A_{\delta}V^{\theta_{1}}+\frac{\lambda}{(\lambda+\delta)L}V, V<FL\end{array}$ (9)
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を得た．ただし， $A_{i}(i=1, \ldots, 5)$ は未定定数であり， $\theta_{1}>1,$ $\theta_{2}<0$ は 2次方程式

$\frac{1}{2}\sigma^{2}\theta^{2}+(r-\delta-\frac{1}{2}\sigma^{2})\theta-(\lambda+r)=0$

の 2実根である． $V=FL,$ $\frac{F}{\gamma},$ $V_{c}^{*}$ における $V$ およびその導関数の連続性より，係数 $A_{1}$ , . . . , $\mathcal{A}_{6}$ は

$A_{1}= \frac{\gamma\delta V^{*1-\theta_{1}}}{(\lambda+\delta)\theta_{1}}+\frac{\lambda(L^{-\theta_{2}}-\gamma^{\theta_{2}})(\theta_{1}+2\theta_{2}-1)V^{*\theta_{2}-\theta_{1}}}{\theta_{1}(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta)F^{\theta_{2}-1}}$

$A_{2}=- \frac{\lambda(L^{-\theta_{2}}-\gamma^{\theta_{2}})(\theta_{1}+2\theta_{2}-1)}{(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta)\theta_{2}F^{\theta_{2}-1}}$

$A_{3}=- \frac{F^{1-\theta_{1}}\lambda\gamma^{\theta_{\lambda}}(\theta_{1}+2\theta_{2}-1\rangle}{(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta)\theta_{2}}+\frac{\lambda(L^{-\theta_{2}}-\gamma^{\theta_{3}})(\theta_{1}+2\theta_{2}-1))V^{*\theta_{2}-\theta_{1}}}{\theta_{1}(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta\rangleF^{\theta_{2}-1}}$

$+ \frac{r\delta V^{*1-\theta_{1}}}{(\lambda+\delta)\theta_{1}}-\frac{\lambda F^{1-\theta_{1}}\gamma^{\theta_{1}}}{\lambda+r}+\frac{\lambda F^{1-\theta_{1}}\gamma^{\theta_{1}}}{\lambda+\delta}$

$A_{4}=- \frac{\lambda(\theta_{1}+2\theta_{2}-1\rangle F^{1-\theta_{2}}}{(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta)\theta_{2}L^{\theta_{2}}}$

$A_{5}=- \frac{F^{\lambda-\theta_{1}}\lambda(\gamma^{\theta_{1}}+L^{-\theta_{1}}\rangle(\theta_{1}+2\theta_{2}-1)}{(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta)\theta_{2}}+\frac{\lambda(L^{-\theta_{2}}-\gamma^{\theta_{2}})(\theta_{1}+2\theta_{2}-1))V^{*\theta_{2}-\theta_{1}}}{\theta_{1}(\theta_{1}-\theta_{2})(\lambda+\delta)F^{\theta_{2}-1}}$

$+ \frac{\lambda F^{1-\theta_{1}}(\delta-r)}{L^{\theta_{1}}(\lambda+r)(\lambda+\delta)}+\frac{\gamma\delta V^{1-\theta_{1}}}{(\lambda+\delta)\theta_{1}}-\frac{\lambda F^{1-\theta_{1}}\gamma^{\theta_{1}}}{\lambda+r}+\frac{\lambda F^{1-\theta_{1}}\gamma^{\theta_{1}}}{\lambda+\delta}$

で与えられる．最適転換境界 $V_{c}^{*}$ は，(8) より

$V_{c}^{*}( \lambda)=(\frac{\delta\gamma(\theta_{1}-1)(\lambda+r)F^{\theta_{2}-1}}{(\lambda+r+(\delta-r)\theta_{1})(\gamma^{\theta_{2}}-L^{-\theta_{2}})\lambda})^{W^{\frac{\iota}{z^{-1}}}}$

.
(10)

となる．明らかに，Hayashi et al. [14] の解は非常に煩雑な形をしているために，解の挙動に関する

知見を得ることが困難であると同時に，数値的逆変換を行う際にも十分な注意が必要となる．

4 プレミアム分解による単純化

アメリカンコールオプション価格はヨーロピアンコールオプション価格と皐期行使プレミ

アムに分解される．すなわち

$B(V(t), t)=b(V(t), t)+\pi(V(t), t) , t\in[0, T]$

ただし， $B(V(t), t)$ はアメリカン転換歓債価格， $b(V(t), t)$ はヨーロピアン転換社債価格， $\pi(V(t\rangle, t)$

は早期転換プレミアムを表す．この考え方を転換社債価格に応用し，Hayashi et al. [14] よりも簡便

なアメリカン転換社債僑格に対する公式を導出する．

アメリカンとヨーロピアン転換社債の満期時のペイオフは一致するので

$B(V(T), T)=b(V(T), T)= \frac{1}{L}V(T)1_{\{V(T)<FL\}}+F1_{\{FL<V(T)<\frac{p}{\prime\gamma}\}}+\gamma V(T)1_{\{V(T)>\frac{F}{\gamma}\}}$

$= \frac{1}{L}V(T)-\frac{1}{L}(V(T\rangle-FL)^{+}+\gamma(V(T)-\frac{F}{\gamma})^{+}$
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が成立する．ヨーロピアン転換社債価格にリスク中立評価法を $b(V, t)$ に適用すると

$b(V, t)= \frac{1}{L}E[e^{-r(T-t)}V(T)|V]-\frac{1}{L}E[e^{-r(T-t)}(V(T)-FL)^{+}|V]$

$+ \gamma E[e^{-r(T-t)}(V(T)-\frac{F}{\gamma})^{+}|V]$

$= \frac{1}{L}c(V, t;0)-\frac{1}{L}c(V, t;FL)+\gamma c(V, t;\frac{F}{\gamma})$ (11)

となり，満期でのみ転換できるヨーロピアン転換社債は明示的な式で導出できる．ここで，

$c(V(t), t;K)$ は満期 $T$, 行使価格 $K(=0, FL, F/\gamma)$ を持つヨーロピアンコールオプションの

価格を表し，Black and Scholes [9], Merton [20] の結果より， $K=0,$ $FL,$ $F/\gamma$ に対して

$c(V, t;K)=Ve^{-\delta(T-t)}\Phi(d_{+}(V, K, T-t))-Ke^{-r(T-t)}\Phi(d_{-}(V, K,T-t)\rangle$

で表される．ただし， $\Phi(\cdot)$ は標準正規分布関数を表し

$d_{\pm}(x, y, \tau)=\frac{\log(x/y)+(r-\delta\pm\frac{1}{2}\sigma^{2})\tau}{\sigma\sqrt{\tau}}$

である．LCT $c^{*}(V, \lambda;K)=\mathcal{L}C[\tilde{c}(\tau, V;K)]$ を用いて， $b^{*}(V, \lambda)=\mathcal{L}C[\tilde{b}(V, \tau\rangle] は，(11)$ より

$b^{*}(V, \lambda)=\frac{1}{L}\frac{\lambda V}{\lambda+\delta}-\frac{1}{L}c^{*}(V, \lambda;FL)+\gamma c^{*}(V, \lambda;F/\gamma\rangle$

と表すことができる．Kimura [19] は，ヨーロピアンコールオプションに LCT アプローチを適用

することで，簡約な結果

$c^{*}(V, \lambda;K)=\{\begin{array}{ll}\xi_{1}(V) , V<K\xi_{2}(V)+\frac{\lambda V}{\lambda+\delta}-\frac{\lambda K}{\lambda+r}, V\geqK\end{array}$

を導いた．ただし

$\xi_{i}(V)\equiv\xi_{i}(V;K)=\frac{K}{\theta_{1}-\theta_{2}}\frac{\lambda}{\lambda+\delta}(1-\frac{r-\delta}{\lambda+r}\theta_{3-i})(\frac{V}{K})^{\theta_{i}} i=1, 2$

である．簡単のため，以下では

$\eta_{i}\equiv\eta_{i}(V)=\xi_{i}(V;FL) , \zeta_{i}\equiv\zeta_{i}(V)=\xi_{i}(V;F/\gamma)$

とおくことにする、 このとき， $b^{*}(V, \lambda)$ は

$b^{*}(V, \lambda)=\{\begin{array}{ll}-\frac{1}{L}\eta_{1}(V)+\gamma\zeta_{1}(V)+\frac{1}{L}\frac{\lambda V}{\lambda+\delta}, V<FL-\frac{1}{L}\eta_{2}(V)+\gamma\zeta_{1}(V)+\frac{\lambda F}{\lambda+r}, FL\leqV<\frac{F}{\gamma}-\frac{1}{L}\eta_{2}(V)+\gamma\zeta_{2}(V)+\gamma\frac{\lambda V}{\lambda+\delta}, \frac{F}{\gamma}\leq V\end{array}$
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と表される．プレミアム分解 $B^{*}=b$“ $+\pi^{*}$ を用いると，皐期行使プレミアムの LCT $\pi^{*}(V, \lambda)$ は，

常微分方程式

$\frac{1}{2}\sigma^{2}V^{2}\frac{d^{2}\pi^{*}}{dV^{2}}+(r-\delta)V\frac{d\pi^{*}}{dV}-(\lambda+r)rr^{*}=0$

と境界条件
$\lim_{V\wedge 0}\pi^{*}(V, \lambda\rangle=0$

$\lim_{Varrow V_{c^{*}}}\pi^{*}(V, \lambda)=\gamma V_{c}^{*}-b^{*}(V_{c}^{*}, \lambda)$

(12)

$\lim_{Varrow y_{c}*}\frac{d\pi^{*}}{dV}=\gamma-\frac{db^{*}}{dV}|_{V=V_{c^{*}}}$

の解として与えられ

$\pi^{*}(\lambda, V)=\frac{1}{\theta_{1}}[\gamma\frac{\delta V_{c}^{*}}{\lambda+\delta}+\theta_{2}\{\frac{1}{L}\eta_{2}(V_{c}^{*})-\gamma\zeta_{2}(V_{c}^{*})\}](\frac{V}{V_{\mathcal{C}^{*}}})^{\theta_{1}}$

となる．また，第 2境界条件より，アメリカン転換社債億格の畢期行使境界稀 $(\tau$ $)$ の LCT は

$V_{c}^{*}( \lambda)=\frac{F}{\gamma}[-\frac{\delta\theta_{2}}{\lambda(1-(\gammaL)^{-\theta_{2}})}]^{\frac{1}{\theta_{2}-1}}$

で与えられる (Hayashi et al. [14] の解と比較せよ．).

以上より，ヨーロピアン転換社債価格 $b(V, t)$ に早期行使プレミアムの LCT $\pi^{*}(\lambda, V)$ のラプラス

カーソン逆変換を加えることでアメリカン転換社債価格が求められる．すなわち

$B(V, t\rangle=b(V, t)+\mathcal{L}C^{-1}[\pi^{*}(V, \lambda)](T-\tau)$

ラプラス・カーソン変換の定義より，実関数 $f(\tau)(\tau$ 欧 $\mathbb{R}_{+})$ に対して

$f^{*}( \lambda)=\lambda\int^{\infty}0^{e^{-\lambda\tau}f(\tau)dr=\lambda \mathcal{L}[f(\tau)](\lambda)}$’

が成り立つ．ただし， $\mathcal{L}[f(\tau)](\lambda\rangle$ は $f(\tau\rangle$ のラプラス変換を表す．したがって

$f( \tau)=\mathcal{L}C^{-1}[f^{*}(\lambda)]=\mathcal{L}^{-1}[\frac{f^{*}(\lambda)}{\lambda}], \tau\geq 0$

より，ラプラス逆変換のアルゴリズムを用いることで，LCT を逆変換することができる．

5 数値実験

本論文では，数値的ラプラス逆変換法として Gaver-Stehfest アルゴリズム $[13_{\}}24]$ を用いて，

Mathematicce Ver.8による数値実験な行った．図 1は転換社債優格 $B(V(t\rangle, i)$ を表し，図 2は転換

境界稀 (t)の満期までの時間的変動を表している．ただし，パラメータは $T=5,$ $r=0,O1,$ $\gamma=0.01,$

$F=100,$ $L=10,$ $\delta=0.01$ , 0.03, 0.05, $\sigma=0.2$ ,0.3,0.4を仮定している．
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(a) $\delta=0.03,$ $\sigma=0.2$ , 0.3, 0.4 (b) $\delta=0.01$ , 0.03, 0.05, $\sigma=0.3$

図 1 転換社債価格 $B(V(t), t):T=5,$ $r=0.O1,$ $\gamma=0.01,$ $F=100,$ $L=10$

($a$) $\delta=0.03,$ $\sigma=0.2$ , 0.3, 0.4 ($b$) $\delta=0.01$ , 0.03, 0.05, $\sigma=0.3$

図 2 転換境界脇 (t): $T=5,$ $r=0.O1,$ $\gamma=0.01,$ $F=100,$ $L=10$
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