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1 はじめに

2つの交わらない凸集合に対して，それらを分離する超平面が存在することを主張する
のが分離定理である．凸解析 Rockafellar [5] において分離定理が重要な役劉を演じること

は周知のとおりである．また，最適制御問題は無限次元空間における最適化問題であるが，
複数個の凸錐に対する分離定理である Dubovickii-Miljutin の定理 ([1]) を用いて，最適
性必要条件である Pontryagin の最大値原理を導くことができる Ioffe Tihomirov [2].
一方，室照 [4] は整数性を備えた凸解析である離散鋤解析を提唱した．離散凸解析にお

いても分離定理が存在するが，凸解析が 1種類の凸性で詣が閉じるのに対して，離散凸解
析では互いに共役な関係にある $M$ 凸性と凸性が現れ，それぞれに対して離散分離定理
が得られている．本稿では，複数燗の $L$ 凸集合 (ぴ凸集合) に離散分離定理を拡張する．

2 $L$凸集合

本節では， $L$凸集合の基本的な性質と離散分離定理を紹介した上で，離散分離定理を複数
佃の $L$ 鵡集合に拡張するの分離定理を与える．以下において $V$ を有限集合として $x\in \mathbb{Z}^{V}$

の $v\in V$ 成分を $x(v)$ , $S\subset V$ に対して

$x(S):= \sum_{v\in S}x(v)$ 。

次の条件を満たす集合 $D$ 欧 $\mathbb{Z}^{V}$ を $L$ 凸集合とよぶ．

$x\vee y,$ $X\wedge y,$ $x\pm 1\epsilon D$ $\forall x,$
$y$ 欧 $D.$ $(1\rangle$

ただし， $xVy$ と $x\Lambda y$ はそれぞれ，成分毎に大きい方をとった点と小さい方をとった

点をあらわし，1は全成分が 1の点である．このとき， $L$ 凸集合 $D\subseteq \mathbb{Z}^{V}$ には穴がない
(hole-free) すなわち，co $D$ を集合 $D$ の凸包として， $D=coD\cap \mathbb{Z}^{V}([4])$ .

$M$ 凸集合が整数値劣モジュラ関数 $f$ : $\mathbb{Z}^{y}arrow \mathbb{Z}\cup\{\infty\}$ で定まる基多薗体

$B(f):=\{x\in \mathbb{R}^{y}|x(S)\leq f(S)$ $\forall S$ 欧 $V,$ $x(V)=f(V)\}$

数理解析研究所講究録

第 1990巻 2016年 161-167 161



を用いて $B(f)\cap \mathbb{Z}^{V}$ と表されるように ([4, 定理 3.13]), $L$ 凸集合はある関数 $\gamma$ : $V\cross Varrow$

$\mathbb{Z}\cup\{\infty\}$ で定まる凸多面体 (2) を用いて $D(\gamma)\cap \mathbb{Z}^{V}$ と表される．

$D(\gamma):=\{p\in \mathbb{R}^{V}|p(v)-p(u)\leq\gamma(u, v), u\neq v\}$ . (2)

すなわち，空でない $D\subset \mathbb{Z}^{V}$ が $L$ 凸集合であるための必要十分条件は

$\gamma$ : $V\cross Varrow \mathbb{Z}U\{\infty\},$ $\gamma(v, v)=0(\forall v\in V)$ $(3\rangle$

と三角不等式を満たす $\gamma$ を用いて $D=D(\gamma)\cap \mathbb{Z}^{V}$ と表されることである ([4])

定理 1 ( $L$ 凸集合の分離定理 [4]) 2つの $L$ 凸集合 $D_{1},$ $D_{2}$ が交わらないための必要十分条

件は，ある $x\in\{-1, 0, 1\}^{V}$ が存在して次の不等式が成立することである．

$\sup_{p\in D_{1}}x^{T}p\leq\inf_{p\in D_{2}}x^{T}p-1$ . (4)

ここで， $x^{T}1=0$ , 即ち， $\#\{v\in V|x(v)=1\}=\#\{v\in V|x(v)=-1\}$ なる $x$ をとるこ

とができる．

補足．支持関数 $\delta^{*}(x|D)$ $:= \sup\{x^{T}p|p\in D\}$ を用いれば，(4) は次のように表される．

$\delta^{*}(x|D_{1})+\delta^{*}(-x|D_{2})\leq-1$ (5)

図 1: 2次元の場合に， $L$ 凸集合は対角集合方向に延びる領域内の整数点集合である．2つ
の $L$ 凸集合 $D_{1\}}D_{2}$ が交わらなければ，それらを分離する直線 (超平面) が存在する．

補題 1 $L$ 凸集合 $D_{0}$ , . . . , $D_{m}$ に対して，直積集合 $D= \prod_{i=1}^{m}D_{i}$ と対角集合 $D_{diag}=$

$\{(p, \ldots\rangle p)\in D_{0}^{m}|p\in D_{0}\}$ は $L$ 凸集合である．
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証明．前申 : $m=2$ の場合を示せばよい． $p=(p_{1},p_{2})$ , $q=(q_{1}, q_{2})\in D$ とすると，

$p\vee q=(p_{1}\vee q_{1},p_{2}\vee q_{2})\in D$ . 同様に $p\wedge q\in D.$ $p\pm 1=(p_{1}\pm 1,p_{2}\pm 1)\in D.$

後半: $P:=(p, \ldots,p)$ , $q$ $:=(q, \ldots\rangle q)\in D_{diag}$ とすると，$p\vee q=(p\vee q, \ldots)p\vee q$) $\in D_{dz’ag}.$

周様に $p\wedge q\in D_{diag}$ . $p\pm 1=(p\pm 1, \ldots,p\pm 1)\in D_{/iiag}.$ $\blacksquare$

定理 $2L$ 凸集合 $D_{0}\rangle\ldots,$ $D_{m}\subset \mathbb{Z}^{V}$ の共通集合が空であるための必要十分条件は，(6) を

満たす $x_{0}$ , . . . , $x_{m}\in\{-1, 0_{\}}1\}^{V}$ が存在することである。

$x_{0}+\cdots+x_{m}=0, \delta^{*}(x_{0}|D_{0})+\cdots+\delta^{*}(x_{m}|D_{m})\leq-1$ . (6)

ここで， $x_{0}^{T}1=0$ なるものを選ぶことができる．すなわち， $X_{0}$ の成分で値が $\lambda$ であるも

のと $-1$ であるものの個数は等しい．

証明．直積集合 $D$ と対角集合 $D_{diag}$ はどちらも 凸集合であり， $D_{0}\rangle\ldots,$ $D_{m}$ が交わらな

いための必要十分条件は $D$ と $D_{diag}$ が交わらないことである．定理 1により，それは次

の (7) (8) を満たす $X_{1}$ , .. . , $x_{rn\in}\{-1, 0, 1\}^{V}$ が存在することと同値である．

$\sup_{p_{1}\in D_{1},\ldots,p_{m}\in D_{m}}\sum_{i=1}^{m}(x_{i})^{T}p_{i}+\sup_{P0\epsilon D_{0}}\sum_{i=1}^{m}(-x_{i})^{T}p0\leq-1$ , (7)

$x_{1}^{T}1+\cdots+x_{m}^{T}1=0$ . (8)

$x_{0}:=-(x_{1}+\cdots+x_{m})\in\{-1, 0, 1\}^{V}$ をとれば，

$\sum_{i=1^{p:}}^{m}\sup_{\in D_{i}}x_{i}^{T}p_{i}+\sup_{po\in D_{0}}x_{0}^{T}p_{0}\leq-1$ (9)

となり，(6) が得られた． $\blacksquare$

例 1次の 3つの $L$ 凸集合

$D_{1}=\{(x, y, z)\in \mathbb{Z}^{3}|y-z=1\},$

$D_{2}=\{(x, y, z)\in \mathbb{Z}^{3}|z-x=1\},$

$D_{3}=\{(x, y, z)\in \mathbb{Z}^{3}|x-y=1\}.$

の共通集合は窒であり，

$\delta^{*}((a_{1}, b_{1}, c_{1})|D_{1}) =\sup\{a_{1}x+b_{1}y+c_{1}z|y-z=1, x\in \mathbb{Z}\}$

$= \sup\{a_{\lambda}x+b_{1}+(b_{1}+c_{1})z|x, z\in \mathbb{Z}\}$
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が有限になるのは $a_{1}=0,$ $b_{1}+c_{1}=0$ に限られ，このとき

$\delta^{*}((0, b_{1}, -b_{1})|D_{1})=b_{1}.$

同様に，

$\delta^{*}((-c_{2},0, c_{2})|D_{2})=c_{2}, \delta^{*}((a_{3}, -a_{3}\rangle 0)|D_{3})=a_{3}.$

ここで， $x_{1}:=(0, b_{1}, -b_{1})$ , $x_{2}:=(-c_{2},0, c_{2})$ , $x_{3}:=(a_{3}, -a_{3},0)$ の和が $0$ になるのは

$a_{1}=b_{2}=c_{3}$ の場合に限られ， $x_{1}=(0, -1,1)$ , $x_{2}=(1,0, -1)$ , $x_{3}=(-1,1,0)$ をとれば，

$\delta^{*}(x_{1}|D_{1})+\delta^{*}(x_{2}|D_{2})+\delta^{*}(x_{3}|D_{3})=-3\leq-1$

となり，定理 2の条件を満たす．

3 $L^{\natural}$ 凸集合

$L$ 凸集合 $D$ は 1方向の直線を含むため 1次元の無駄がある． $L$ 凸集合を超平面 $p_{0}=0$ で

カットした切り口 $P:=\{p\in \mathbb{Z}^{V}|(0,p)\in D\}$ を $L^{\mathfrak{h}}$ 凸集合とよぶ．明らかに， $(Po,P)\in D$

と $p\in P+p_{0}1$ は同値なので，超平面 $p_{0}=c$ による $D$ の切り口は $P$ を平行移動した

$P+c1$ になる．

定理 3([4]) $P\subset \mathbb{Z}^{V}$ について次の 4条件は同値である．

(1) $P$ は $L^{\mathfrak{y}}$ 凸集合である．

(2) $p,$ $q\in P$ ならば，任意の $0\leq k\in \mathbb{Z}$ に対して $(p-k1)\vee q,$ $p\wedge(q+k1)\in P.$

(3) $P,$ $q\in P$ かつ $supp^{+}(p-q)\neq\emptyset$ ならば， $S:= \arg\max_{v\in V}\{p(v)-q(v)\}$ とすると，

$p-\chi_{S},$ $q+\chi s\in P.$

(4) $p,$ $q\in P$ ならば， $\lceil(p+q)/2\rceil,$ $\lfloor(p+q)/2\rfloor\in P$ . ただし， $\lceil\rceil,$ $\lfloor\rfloor$ はそれぞれ成分毎

の切り上げと切り捨てを表す．(離散中点凸性)

補足．条件 (2) で $k=0$ をとることにより， $L^{\mathfrak{y}}$ 凸集合は束であることが分かる．また， $L$

凸集合は定理 3の条件 (2) を満たすのでぴ凸集合である．しかし，ぴ凸集合は一般には $L$

凸集合ではない．
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定理 4 $\langle L^{\mathfrak{y}}$ 凸集合の分離定理 [4]) 空でないぴ凸集合君，$P_{2}$ が交わらないための必要十

分条件は，ある $x$ 欧 $\{-1, 0, 1\}^{V}$ が存在して次の不等式が成立することである．

$\delta^{*}(x|P_{1})+\delta^{*}(-x|P_{2})\leq-1$ . (10)

ここで， $x$ として $|x^{T}1|\leq 1$ なるものをとることができる．つまり， $x$ の成分のうち 1の

個数と $-1$ の個数の差は高々 1である．

補魑 2ぴ凸集合 $P_{0}$ , . . . , $P_{m}$ に対して，直積集合 $P:= \prod_{i=1}^{m}P_{i}$ と対角集合 $P_{di\iota}\zeta,$ $:=$

$\{(p, \ldots,p)$ 欧 $P_{0}^{m}|p$ 欧瑞 $\}$ は $L^{\mathfrak{h}}$ 凸集合である．

証明．前半 : $m=2$ の場合を示せぱよい． $p:=(p_{1},p_{2})$ , $q:=(q_{1}, q_{2})\in P_{1}\cross P_{2}$ とすると，

離散中点凸性 (定理 3) により，

$\lceil(p+q)/21=(\lceil(p_{1}+q_{1})/2\rceil, \zeta(p_{2}+q_{2})/2\rceil)\in P_{1}\cross P_{2},$

$\lfloor(p+q)/2\rfloor=(\lfloor(p_{1}+q_{1})/2\rfloor, \lfloor(p_{2}+q_{2})/2\rfloor)\in P_{1}\cross P_{2}.$

再び定理 3により，君 $\cross$ 瑞はひ凸集合である．
後半 : $p:=(p, \ldots,p)$ , $q$ $:=(q, \ldots , q)$ 欧 $P_{\{liag}$ とすると，

$\lceil(p+q)/2\rceil=(\lceil(p+q)/2\rceil, \ldots, \lceil(p+q)/2\rceil)\in P_{diag}.$

同様に $\lfloor(p+q)/2J\in P_{diag}$ . 定理 3により， $P_{diag}$ はぴ凸集合である． $\blacksquare$

定理 5ぴ凸集合 $P$ . . . , $P_{m}\subseteq \mathbb{Z}^{V}$ の共通集合が空であるための必要十分条件は，(11) を

満たす $x_{0}$ , . . . , $x_{\tau n}\in\{-1, 0, 1\}^{V}$ が存在することである．

$x0+\cdots+x_{m}=0,$ $\delta^{*}(x0|P_{0})+\cdots+\delta*$ ($xm|P$腕) $\leq-1$ . (11)

ここで， $|x_{J}^{T}i|\leq 1$ なるものをとることができる．つまり， $x_{0}$ の成分のうち 1の燗数と $-1$

の個数の差は高々 1である．

証明．定理 2の証明と同じである． $\blacksquare$

例 2例 1の $L$ 凸集合 $D_{1},$ $D_{2},$ $D_{3}$ の平面 $z=0$ による切り口 $P_{1)}P_{2},$ $P_{3}$ はが凸集合である．

$P_{1}=\{(x, y)\in \mathbb{Z}^{2}|y=1\},$

$P_{2}=\{(x, y)\epsilon \mathbb{Z}^{2}|-x=1\},$

$F_{3}=\{(x, y)\in \mathbb{Z}^{2}|x-y=1\}.$
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図 2: 2次元の場合に，ぴ凸集合君，$P_{2}$ , $P_{3}$ は 3本の直線上の整数点集合である．

$P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3}$ の共通集合は空であり，

$\delta^{*}((a_{1}, b_{1})|P_{1})=\sup\{a_{1}x+b_{1}|x\in \mathbb{Z}\}$

が有限になるのは $a_{1}=0$ に限られ，このとき

$\delta^{*}((0, b_{1})|P_{1})=b_{1}.$

同様に，

$\delta^{*}((a_{2},0)|P_{2})=-a_{2},$ $\delta^{*}((a_{3}, -a_{3})|P_{3})=a_{3}$
。

ここで， $x_{1}:=(0, b_{1})$ , $x_{2}:=(-c_{2},0)$ , $x_{3}:=(a_{3}, -a_{3})$ の和が $0$ になるのは $b_{1}=-a_{2}=a_{3}$

の場合に限られ， $x_{1}=(0, -1)$ , $x_{2}=(1,0)$ , $x_{3}=(-1,1)$ をとれば，

$\delta^{*}(x_{1}|P_{1})+\delta^{*}(x_{2}|P_{2})+\delta^{*}(x_{3}|P_{3})=-3\leq-1$

となり，定理 5の条件を満たすことが分かる．

4 おわりに

本稿の証明のテクニックは，複数個の凸錐に対する Dubovickii-Miljutin の定理 [1] によ

るものである．複数個の凸集合に対する分離定理もあり，それについては，例えば [2, 3]
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を見よ．対角集合は $L$ 凸集合 (したがって $L^{\mathfrak{y}}$ 凸集合) になるため，離散分離定理を複数

個の場合に拡張することができたが， $M$ 凸集合は超平面 $x(V)=$ 定数上にあるため，対

角集合は $M$ 凸集合ではない．それもあって，複数飼の $M$ 凸集合に対する離散分離定理は

得られていない．
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