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1 はじめに

テーブル席のある施設に対して，複数の集団が到着した際にその到着した集団をテーブ

ル席に割り当てて施設全体の期待利益を最大化する問題を考える．このような問題はリベ

ニューマネジメント (以下 RM) [6], 特にその中でもレストランを応用対象としたレストラ

ンリベニューマネジメント (以下 RRM) で既に幾つか提案されている [3][4]. RRM におけ

る到着集団を席に割り当てることを考える問題は集団混合問題 (Party Mix Problem) [4]

と呼ばれる．しかし，これまで考えられてきた集団混合問題を考えたモデルは，その中で

の単調性などの性質に関する議論は殆ど行われていない．それは，集団混合問題を考える

際に食事時間 (Meal Duration)[7] を考慮することで状態空間が爆発的に増え，問題が複雑

化するなどの理由が考えられる．

一方で，航空機やホテル，レンタカーなどの伝統的な RM では，予約リクエストに対す

る最適政策を求める問題は古くから研究されており [1] [2], それらでは到着した予約リクエ

ストを受け入れるか断るかを決める Bid-Price の単調性に関する議諭はよく行われている．

ここでは，食事時間を考慮しない場合の集団混合問題を考えることで，その時に得られ

る単調性などの構造的特徴を紹介する．更に，施設の中にいる人数が集団の到着率に影響

する場合を考えた時にも，その中の一部の単調性は成り立つことを示す．

2 定式化

モデルを単純化するために，1) 施設にある最大のテーブルサイズより大きい集団は到着

しないものとする，2) 集団とテーブルは分割結合出来ないものとする，3) 施設が開いて

いる時間は有限とする，という集団，テーブル，及び時間に対する前提条件を与える．集

団とテーブルに対する表記を以下に示す．

$\bullet$ $p\in P=\{1, \cdots, \overline{P}\}$ :サイズの異なる到着集団の集合

$\bullet$ $i\in I=\{1, \cdots, \overline{I}\}$ :サイズの異なるテーブルの集合

$\bullet$

$g_{p}$ :集団 $p\in P$ のサイズ

$\bullet$ $t_{i}$ :テーブル $i\in I$ のサイズ

$\bullet$

$m_{i}$ :施設にあるテーブル $i\in I$ の数
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$\bullet$ $P_{i}=\{p\in P:g_{p}\leq t_{i}\}_{\}}i$ 欧 $I$ :テーブル $i\in I$ に座ることのできる集団 $p$ の集合．要

素の数を $\overline{P}_{i}$ とする．

$\bullet$ $I_{p}=\{i\in I:g_{p}\leq$ ち $\},$ $p\in P:p\in P$ が座ることの出来るテーブ))$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $i$ の集合．要素の

数を $\overline{I}_{p}$ とする．

表記を単純にするため，以降 $p$ は集照 $p\in P,$ $i$ はテーブ$i\triangleright i\in I$ を表すものとする．また，

その $p$ と $i$ はサイズについて昇順になっているものとする．時間は $n=0,$ $\cdots,$ $N-1,$ $N$ で

分かれているものとし， $N$ は施設の開店， $0$ は施設の閉店を示す．施設が開いる問，集団

は集図サイズで独立した非定常ポアソン分布に従って到着するものとし，食事時間を考慮

しないことから，時間と集鐙サイズに依存した指数分布に従って施設から退出するものと

する．聴間 $n$ では鋼着，退出，または何も無しのいずれが 1回のみ起こるものとする [2].

ここでの退出率は集照が座るテーブルサイズに依存しないものとする．また，予約は考慮

しないものとする．この蒔の施設の状態空間と到着率，退旛率等の表記を以下に表す．

$\bullet$ $\overline{X}_{i}=\{x_{i}=(x_{p}^{i}):x_{p}^{i}\geq 0,p\in P_{i};\sum_{p}x_{r}\leq m_{i}\},$ $i\in I$ :テーブ)$\iota$j $i$ の状態に対する

状態空間．暢はテーブル $i$ に座る集団 $p$ の数を表す．

$\bullet$ $X_{n}= \{X=(x_{1}|\cdots|x_{\overline{I}}):x_{i}\in\overline{X}_{i}, i\in I_{i}\sum_{i}\sum_{p}x_{p}^{\grave{l}}\leq N-n\},$ $n=0,$ $N$ :時間 $n$

の施設に対する状態の状態空間．サブマトリックス $x_{i}l$よテーブル $i$ の状態を表す．

$\bullet$
$r_{p}^{n}$ :蒔間 $n$ で集団 $p$ から得られる期待利益

$\bullet$
$\lambda_{p}^{n}$ :集鐡 $p$ が時間 $n$ に施設に到着する確率． $\lambda_{p}^{n}\neq 0$ とする．

$\bullet$

$q_{p}^{7l}$ :集団 $p$ が時間 $n$ に退出する確率．

次に，最大期待利益を承す．時間 $n$ に初期状態 $X$ を与えた時に，閉店までに得られる最

大期待利益を $U_{n}(X)$ とする．最大期待利益は以下で表される．

$U_{n}(X)= \sum_{p=1}^{\overline{P}}\lambda_{p}^{n}\{(r_{p}^{n}-\min_{i\in I_{p}}\Delta_{p}^{i}U_{n-1}(X))^{+}+U_{n-1}(X)\}$

$+ \sum_{p=1}^{\overline{P}}\sum_{i\epsilon I_{p}}x_{p}^{i}q_{p}^{n}U_{n-1}(X-e_{p}^{i})$

$+(1- \sum_{p=1}^{\overline{P}}\lambda_{p}^{n}-\sum_{p=1}^{\overline{P}}\sum_{i\in I_{p}}x_{p}^{i}q_{p}^{n})U_{n-1}(X)$ , (2.1)

$X$ 鰹 $X_{n},$ $n=N,$ $\cdots$ , 1

ここで， $e_{p}^{i}=(x_{1}|\cdots|x_{\overline{I}})$ は， $x_{p}^{i}$ のみ 1をとって，それ以外は $O$ をとるものとする．

また， $(a)^{+}= \max\{a, 0\}$ で $\Delta_{p}^{i}U_{n}(X)=U_{n}(X)-U_{n}(X+e_{p}^{i})$ とする．境界条件は

$U_{n}(X)=-\infty,$ $X\not\in X_{n},$ $U_{0}(X)=0,$ $X\in X_{0}$ とする． $\Delta_{p}^{i}U_{n}(X)$ は $p\in$ 鰹に対する

Bid-Price を意昧する．(2.1) より，最適政策は以下に示すことが出来る．
最適政策: 時間 $n$で状態 $X\in X_{n}$の時，集朗 $p$に対する最適政策は $r_{p}^{n}- \min_{i\epsilon 1},$ $\Delta_{p}^{i}U_{n-1}(X)\geq$

$rj$ ならば，集國 $p$をテーブル
$\arg\min_{i\in I_{p}}\Delta_{p}^{i}U_{n-1}(X)$

に受け入れ，$r_{p}^{n}- \min_{i\in I_{p}}\Delta_{p}^{i}U_{n-1}(X)<0$
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ならば，集団 $p$ の受け入れを断る．

3 構造的特徴

(2.1) 内の $\Delta_{p}^{i}U_{n}(X)$ は幾つかの単調性を持つ．

補題 1. 与えられたある 1つの $p\in P$ と $X\in X_{n}$ に対して， $n=0,$ $\cdots,$
$N$ において

$\triangle_{p}^{\delta}U_{n}(X)\leq\Delta_{p}^{\delta’}U_{n}(X)$ (3.1)

が成り立つ．ここで $\delta\in I_{p},$ $\delta’\in I_{p}$ , $\delta<\delta$’で $\sum_{p}x_{p}^{\delta}<m_{\delta},$ $\sum_{p}x_{p}^{\delta’}<m\delta’$ が成り立ってい

るとする．

証明は省略する．この補題 1は，到着した集団 $p$ を，より大きなテーブルに割当てるこ

とで最大期待利益が下がる，もしくは変わらないことを意味している．これは，RM のアッ

プグレードを考慮したモデル [5] と同様の構造を持つことを示している．

ここで，この補題 1を以下のように現実的な仮定で一般化した場合にも成り立つことを

以下に示す．

命題 1. 到着率 $\lambda_{p}^{n}$ が状態 $X\in X_{n}$ にいる人数に対して非増加関数である場合にも補題 1

は成り立つ．

証明 $n$ の時の施設の状態 $X\in X_{n}$ にいる人数は以下で表すことが出来る．

$f(X)= \sum_{r=1}^{\overline{P}}\sum_{i\in I_{p}}g_{p}x_{p}^{i}$

更に，$p\in P$ と $n$ に対する到着率を関数 $f$ に関する汎関数 $\lambda_{p}^{n}(f_{X})$ と表し，任意の $p\in P,$ $n$

に対して， $\lambda_{p}^{n}(f_{X})$ は $f_{X}$ に対する非増加関数とする．この仮定を従来のモデルに加えた式

は以下になる．

$U_{n}(X)= \sum_{p=1}^{\overline{P}}\lambda_{r}^{n}(f_{X})\{(r_{p}^{n}-\min_{i\in I_{p}}\Delta_{p}^{i}U_{n-1}(X))^{+}+U_{n-1}(X)\}$

$+ \sum_{p=1}^{\overline{P}}\sum_{i\in I_{p}}x_{p}^{i}q_{p}^{n}U_{n-1}(X-e_{p}^{i})$

$+(1- \sum_{p=1}^{\overline{P}}\lambda_{r}^{n}(f_{X})-\sum_{p=1}^{\overline{P}}\sum_{i\in I_{p}}x_{p}^{i}q_{r}^{n})U_{n-1}(X)$ , (3.2)

$X\in X_{n\rangle}n\geq 1.$

境界条件は従来と変わらない．この時， $U_{n}(X+e_{p}^{\delta})$ と $U_{n}(X+e_{p}^{\delta’})$ の到着率 $\lambda_{p}^{n}(f_{X+e_{p}^{\delta}})$ ,

$\lambda_{p}^{n}(f_{x+e_{p}^{\delta’}})$ は等しい．よって，式 (3.1) は補題 1の証明と同様に示すことができ， $U_{n}(X+$

$e_{p}^{\delta})\geq U_{n}(X+e_{p}^{\delta’})$が成り立つことがわかる．口

ここで，退出率について現実的な以下の仮定を置く．
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仮定 1. $\psi<\psi$’が成り立つ $\psi\in P$ と $\psi’\in P$ に対して， $n=0,$ $\cdots,$
$N$ で $q_{\psi}^{n}\geq q\psi n,$ が成り

立つ．

この仮定 1は，より大きな集団はより多く施設に滞在するということを意味する．仮定
1の下では，以下に示す Bid-Price の単調性が成り立つ．

命題 2. ある一つの $\sigma\in I,\overline{P}_{\sigma}\geq 2$ が与えられたとき，

$\Delta_{\psi}^{\delta}U_{n}(X)\leq\Delta_{\psi}^{\delta},U_{n}(X)\}$ (3.3)

が $n=0,$ $\cdots,$
$N$ で成り立つ．ここで， $\psi\in P_{\sigma},$ $\psi’\in P_{\sigma},$ $\psi<\psi^{J}$ とする．

読明は省略する．この命題 2は各テーブル $i$ が埋まっている数が同じでも，その埋まって

るテーブルに座っている集団 $p$ の構成の違いに単調性があることを表している．更に，こ

の命題 2の大小関係は仮定 1の大小関係にのみ依存する．つまり，集団のサイズが変わっ
ても退出率が変わらない場合においては命題 2に題している Bid-Price は集団が変わって
も全て等しくなる．

これらの単調性は最適政策の探索だけではなく，以下に示す範囲の解栃に対して役に

立つ．

定理 1. ある 1つの $p$ 欧 $P$ と $n$ が与えられたとき，その蒔の $p$ の期待利益墾が

$r_{p}^{n} \not\in[\min(\Delta_{p^{p}}^{\overline{d}^{*}}U_{n-1}(X),$ $\triangle_{p^{p}}^{\overline{d}^{*}}U_{n-1}(\hat{X}\rangle),\max(\Delta_{p}^{\overline{d}_{p}^{*}}U_{n-1}(X), \Delta_{p}^{\overline{d}_{p}^{*}}U_{n-1}(\hat{X}\rangle))$ (3.4)

を満たす場合には $n$ の時の状態 $X$ と笈での $p$に対する最適政策は等しい．ここで，$X\in X_{n}$

と $\hat{X}\in X_{n}$ は，それらの各サブマトリックス亀と亀で $\sum_{p}x_{p}^{i}=\sum_{p}\hat{x}_{p}^{i}$ , 及び，少なく

とも 1つの $\delta$ 蔓 $I_{p}$ で $m_{\delta}- \sum_{k\in P_{\delta}}x_{k}^{\delta}>0$ を満たしているとする．嬬は $X$ と愛に対して
$p$ を受け入れることの出来る最小のテーブルとする．

定理 1は膠が (3.4) を満たすと， $n$ での状態 $X$ 欧 $X_{n}$ に対する $p$ の最適政策は，テー

ブルの消費状態のみに依存し，最適政策のバリエーションは減少することを意味する．当

然，(3.4) の範囲が広くなればなるほど，最適政策のバリエーションは増えやすくなるた

め，(3.4) の範囲が重要になる．しかし，命題 2とその特徴より， $p$ 聞で退出率の差が無い

場合には，この範囲は生まれないことがわかる．つまり，この最適政策のバリエーション

が多くなることは，テーブルや到着集団が与えられたときには，各 $p$ の到着率や期待利益

ではなく， $p$ 間での退出率の差のみが起函している．

4 数値実験

先の節で示した定理 1の特徴を数値実験で例示する．$p\in P=\{1_{\}}\cdots$ , 4 $\},$ $i\in I=$

$\{1$ , 2 $\},$ $g_{p}=p,$ $t_{1}=2,$ $t_{2}=4,$ $m_{1}=6,$ $m_{2}=7$ を満たす施設を考える．この場合の状態空

間は $\max_{n}\{|X_{n}|\}=9240$ となる．疇間は $n=0,$ $\cdots$ , 100とした．入カデータを以下の表

1で示す．表 1で示したデータセットを Sample 1とする．

ここで，Sample 1のデータセットに対して，$p=3$, 4の退出率を $p=1$ , 2の退出率と等

しくしたデータセットを Sample 2とする．状態空間が大きいため，ここでは消費状態が
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表 1: 到着率，退出率，期待利益
到着率 退出率 期待利益

$\frac{n\overline{p=1,2p=3,4p=1,2p=3,4p=1p=2p=3p=4}}{0-19.035.018.005.00310203040}$

$20-29 074 037 016 008 10 20 30 40$
30-39 123 061 027 013 10 20 30 40
40-59 140 070 038 019 20 40 60 80
60-69 123 061 027 013 10 20 30 40
70-79 074 037 016 008 10 20 30 40
80-100 035 018 005 003 10 20 30 40

同じ 2つの状態 $X=$ (0,5$|$0,0,6,0), $\hat{X}=$ (0,5$|$0,6,0,0) のみ見る．Sample 1と Sample 2
のそれぞれのデータセットに対して計算を行った際の状態 $X$ と $\hat{X}$ に対する $p=1$ の最適

政策と，そのときの定理 1に示した範囲 (3.4) を表 2に示す． $n$ が多いため，表 2は一部省

略している．表 2中の $d_{r}^{n*}(X)$ は時間 $n$ で状態 $X$ の時の $p$ に対する最適政策を表している．

表 2: Sample 1, 2に対する $p=1$ の最適政策と範囲 (3.4)
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表 2を見ると，定理 1で示した範囲に $r_{p}^{n}$ が入っているかいないかで最適政策が消費状態

が同じ状態の中で変わり，退出率の差が無くなると，定理 1で示した範囲が無くなること
がわかる．

5 まとめ

RRM における集団混合問題で食箏時間を考慮しない場合に見られる構遣的特徴を紹介
した。 更にその中にある補題 1は，施設の中にいる入数が到着率に影響を与える場合でも

成り立つことを示した．本報告の中に載せた定理 1の範囲は，最適政策の保存容量に影響

する．本モデルでは，施設のテーブルサイズや数が多くなると爆発的にその状態空間は大

きくなるが，集団問の退出率に差が無い場合は，他の値が如何なる場合であろうとも，最

適政策の保存に必要なサイズは非常に少なくすることが出来ることを保証する．前節の例

であれば，状態は最大で 9240あるが，集団間で退出率に差が無い場合では，各 $p$ の最適

政策のバリエーションは $7\cross 8=56$ と，大きく減少する．

本モデルはテーブルのある施設の混雑度を命題 1のように考慮することが珂能である．

これは，施設の混雑度と，その施設に対して到着してくる集醗への最適政策によって得られ

る最大期待利益を瞬時に考えることが出来ることを意昧する．現在RM は CRM(Customer

Relationship Management) との理論的統合が譲詣されている [10]. その CRM と顧客満

足は強い関係があることが知られている [9][8]. 今後は顧客満足に対して有用な，施設の

混雑農への最適政策の影響を明らかにすることが課題である．
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