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1 逐次支出問題

$N$肱 ai[8, 11] などにおいて、公共サービスに対する評価とそれを基にした支出問

題に関して、部分観測可能なマルコフ決定過程における逐次決定問題として学習過

程と最適政策最適値との関係を考えた。 このモデルでは、状態空間が $(-\infty, \infty)$

のマルコフ過程を考え、 その状態を $s$ とし、 $\mathcal{S}$ の値が大きくなるにしたがって状態

は良くなると考える。 この状態を改善するために支出を行い、状態はマルコフ過程

の推移法則にしたがっても推移する。 したがって、 効用最大化問題を考え、状態を

良くするために、 どのくらい支出すれば良いかを決定する問題であるり、マルコフ

過程における多段決定問題として定式化する。

そのため、 $(-\infty, \infty)$ を状態空間とし、 $s$ をその状態とする。決定変数として支出

額を $x$ とし、 $f(s, x)$ を状態が $s$ のとき、決定 $x$ により移る状態とする。 また、 $C(x)$

を決定 $x$ に伴う費用とし、 $u(s)$ を状態が $s$ のときの終端利得とし非減少非負な凹関

数とする。 つぎに、 $P=(p_{s}(t))$ をマルコフ過程の推移法則とするとき、 $T(s)$ を任

意の状態 $s$ に対して、 $p_{8}(t)$ を密度関数とする確率変数とおく。

2 劣モジュラー関数と確率的凸性

ここで用いる性質についてまとめる。

2.1 劣モジュラー関数と優モジュラー関数

任意の $x,$ $y\in \mathcal{R}^{n}$ に対して

$x \vee y = (\max\{x_{1}, y_{1}\}, \cdots , \max\{x_{n}, y_{n}\})$

$x \wedge y = (\min\{x_{1}, y_{1}\}, \cdots, \min\{x_{n}, y_{n}\})$

とおく。 このとき、

定義 1 $X$ を $\mathcal{R}^{n}$ の部分集合で、 $n$ 変数関数を $f(x)$ とする。 この関数 $f(x)$ が $U$ で

優モジュラー (supermodular) であるとは、任意の $x,$ $x’\in X$ に対して

$f(x)+f(x’)\leq f(x\vee x’)+f(x\wedge x$ (1)
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となることである。ただし、 $x\vee x’,$ $x\wedge x’\in X$ とする。 $f$ が strictly supermodular
であるとは、不等式 (1) が厳密に成り立つ $x$ と x’が存在することである。関数 $f(x)$

が (strictly) 劣モジュラー (submodular) であるとは、 $-f(x)$ が (strictly) 優モジュ
ラー (supermodular) となることである。

したがって、 劣モジュラ関数 (優モジュラ関数 ) (submodular (supermodular)
function) であるとは、 $s$ と $x$ の関数 $f(s, x)$ が、 $x<y$ および $s<t$ となる任意の

$x,$ $y$ と $s,$
$t$ に対して

$f(t, y)-f(t, x)\leq(\geq)f(s, y)-f(s, x)$

のときと嗣等である。

このとき次の性質が成り立つ。

補題 1 $\mathcal{S}$ と $x$ の関数 $f(s, x)$ を凹な劣モジュラ関数とし、 $u(s)$ を凹関数とすれば、

$u(f(s, x))$ は凹関数である。

つぎに、 任意の $i,$ $j\in\{1, 2, \cdots, n\}$ に対して

$\hat{x}_{ii}=(x_{1}, \cdots, x_{i-1}, x_{i+1}, \cdots, x_{j-1}, x_{j+1}, \cdots, x_{n})\in \mathcal{R}^{n-2},$

とおき、 任意の関数 $rf:\mathcal{R}^{n}arrow \mathcal{R}$ にたいし

$f_{\hat{x}_{ij}}(x_{i}.x_{j})=f(x_{1}, \cdots, x_{i-1}, x_{i}, x_{i+1}, \cdots,x_{j-1}, x_{j}, x_{j+1}, \cdots, x_{n})$

とおく。

$y\leq y’(y<y’)$ となる任意の $y,$ $y’\in \mathcal{R}$ に対し、 $f(x, y’)-f(x, y)$ が $x$ に関して

(strictly) increasing のとき、 この 2変数関数 $f$ は (strictly) increasing differences
を持つという。

$f_{\hat{X}_{\dot{z}j}}(x_{i}.x_{j})$ が、 任意の $i,j\in\{1, 2, \cdots , n\}$ と $\hat{x}_{ij}\in \mathcal{R}^{n-2}$ に対して increasing
differences を持つとき、 この $n$ 変数関数 $f(x)$ は increasing differences を持つと定
義する。 $n$ 変数関数 $f(x)$ が decreasing differences を持つ場合も同様に定義する。

定理 1 (Simchi-Levi, Chen, Bramel [16]) $n$ 変数関数 $f(x)$ が ( $s$七 rictly) supermod-
ular であることと、 $f(x)$ が (strictly) increasing differences を持つことは同値で
ある。

2.2 確率的凸性と凹性

Shaked and Shanthikumar(1994) にしたがって、確率的凸性と凹性を考える。
$\{X(s)|s\in\Theta\}$ を $s$ をパラメータとする確率変数列とする。ただし、 $\Theta$ は $(-\infty, \infty)$

または $(-\infty, \infty)$ に含まれる戯集合とする。

(1) $\{X(s)|s\in (-\infty, \infty)\}$ が SI(stocahstically increasing) であることと、任意の増

加関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $s$ の増加関数であることは同値である。
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(2) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICX(stocahstically increasing and convex) であるこ

とと、 任意の増加凸関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $s$ の増加凸関数であ

ることは同値である。

(3) $\{X(\mathcal{S})|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICV(stocahstically increasing and concave) である

ことと、 任意の増加凹関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $s$ の増加凹関数で

あることは同値である。

(4) $\{X(\mathcal{S})|\mathcal{S}\in(-\infty, \infty)\}$ が SDCX(stocahstically decreasing and convex) である

ことと、 任意の増加凸関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $\mathcal{S}$ の減少凸関数で

あることは同値である。

(5) $\{X(\mathcal{S})|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SDCV(stocahstically decreasing and concave) である

ことと、 任意の増加凹関数 $u(s)$ に対して、 $E[u(X(s))]$ が、 $s$ の減少凹関数で

あることは同値である。

つぎに、 $\mathcal{S}_{1}\leq s_{2}\leq s_{3}\leq \mathcal{S}_{4}$ で $s_{1}+s_{4}=s_{3}+s_{2}$ のとき、 $X_{i}=X(s_{i})$ とおく

$(i=1,2,3,4)$。 ただし、 $(s_{4}-s_{3}=s_{2}-s_{1})$ とする o

定義 2 (1) $\{X(s)|s\in\Theta\}$ が SICX(sp)(stocahstically increasing and convex in

sample path sense) であることと、 $\max\{X_{2}, X_{3}\}\leq X_{4}$ であり $(a.s.)_{\backslash }X_{2}+$

$X_{3}\leq X_{1}+X_{4}$ であることは同値である。

(2) $\{X(s)|\mathcal{S}\in\Theta\}$ が SICV(sP)(stocahstically increasing and concave in sample

path sense) であることと、 $X_{1} \leq\max\{X_{2}, X_{3}\}$ であり $(a.s.)$、 $X_{2}+X_{3}\geq$

$X_{1}+X_{4}$ であることは同値である。

補題 2 (1) $\{X(s)|s\in\Theta\}$ が SICX(sp) ならば、 SICX である。

(2) $\{X(s)|s\in\Theta\}$ が SICV(sp) ならば、 SICV である。

補題 3 (1) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICX(sp) であり、 $u$ を増加凸関数とする。

このとき、 $\{u(X(s))|s\in(-\infty, \infty)\}$ もまた SICX(sp) である。

(2) $\{X(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ が SICV(sp) であり、 $u$ を増加凹関数 とする。

このとき、 $\{u(X(s))|s\in(-\infty, \infty)\}$ もまた SICV(sp) である。

2.3 尤度比順序

$X$ と $Y$ を 2つの確率変数とする。

定義 3 (TP2) 確率密度関数 $f_{X}(x)$ と $f_{Y}(x)$ を持つ 2つの確率変数 $X$ と $Y$ に対し

て、 $x\geq y$ となる任意の $x$ と $y$ に対して、 $f_{X}(y)f_{Y}(x)\leq f_{X}(x)f_{Y}(y)$ であるとき、

$X$ は $Y$ より尤度比の意味で大きいといい、 $X\geq LRDY$ あるいは $X\succeq Y$ と表す。

つぎの補題 4は、 よく知られた性質である。 (Kijima and Ohnishi[5] など)

補題 4 $X\succeq Y$ ならば、非滅少非負関数 $h(x)$ に対して $E[h(X)]\geq E[h(X)]$ となる。
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2.4 決定圃数が未知の決定過程

決定回数が未知の決定過程を考える。 $q=$ $(q_{0}, q_{1} , q_{2}, \cdots)$ を残りの決定回数 $N$ に

関する事前情報とし、 それぞれの決定機会が現れるまでの経過時間を表す確率変数
$Z$ は互いに独立で、 指数分布にしたがうものとする。るを $j$ 番厨の事象が現れる

までの時間とすれば、

$P(Z_{j}\leq t)=1-e^{-\lambda t}$

となる。 このとき、確率変数 $Y$ を残りの決定機会 $N$個のうち最初の決定機会があ

らわれるまでの時間とすれば、

$P(Y\leq t|N=k)=1-(e^{-\lambda t})^{k}=1-e^{-k\lambda t}$

となる。

つぎに、 $\overline{q}=$ $(\overline{q}_{0}, \overline{q}_{1}, \overline{q}_{2}, \cdot\cdot)$ を簸後に決定を行ってから $t$ 蒔問後に決定機会が現

れたとき、残り決定機会の圃数に関する事後情報とすれば、

$\overline{q}_{k}=cq_{k+1}e^{-k\lambda t}$

となる o ただし、 $\sum_{k=0}^{n-1}\overline{q}_{k}=1$ である．また、 $q^{*}=(q_{0}^{*}, q_{1}^{*}, q_{2}^{*}, \cdots)$ を最 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

/

に決定をし

てから $t$ 時間のあいだに新たな決定機会が現れないとき、残り決定機会の回数に関

する事後情報は、

$q_{k}^{*}=dq_{k}e^{-k\lambda t}$

となる。 ただし、 $\sum_{k=0}^{n}q_{k}^{*}=1$ である。

3 有限期間の逐次支出問題

3.1 逐次支幽問題とマルコフ決定過程

計画期間が有限の逐次支出問題について簡単にまとめる。決定期間を $n$ とし、 $s$

を確率過程の状態とする。 $u(s)$ を終端利得とし、 $C(x)$ を決定 $x$ に対する費用とし

たとき、 $v_{n}(s)$ を $n$期間問題の最適値とし、 $x_{n}^{*}(s)$ を最適決定とする。

このとき、 最適方程式は

$v_{n}(s) = \max_{x\geq 0}\{-C(x)+E[v_{n-1}(T(f(s, x)))|\}$ (2)

となる。 ただし、 $v_{1}(s)= \max_{x\geq 0}\{-C(x)+E[u(T(f(s,$ $x$ である。

仮定 1

(1) $u(s)$ は $s$ の増加凹関数とする。

(2) $C(x)$ は $x$ の増加凸関数で $C(0)=0$ とする。
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(3) $f(s, x)$ は $s,$ $x$ の劣モジュラー凹関数で $f(s, 0)=\mathcal{S}$ とし、 $s$ と $x$ の厳密な増加

関数とする。

(4) $s\leq s’$ となる $S,$
$\mathcal{S}’$ に対して $T(s’)\succeq T(s)$ とする。

(5) $\{T(s)|s\in(-\infty, \infty)\}$ は SICV とする。

つぎに、 決定と推移の順序をつぎのように考える。状態が $\mathcal{S}$ のとき、 決定 $x$ をと

り、 この決定により状態は $f(s, x)$ となる。 つぎに、 推移法則 $P$ にしたがって状態

が推移し、 状態は $T(f(\mathcal{S}, X))$ となる。 このとき、 つぎの性質が成り立つ。

補題 5 $C(x)$ が凸関数のとき、 $u(s)$ が凹関数ならば、 $\overline{v}(s)$ も凹関数である。 ただ

し、 $C(x)$ は増加関数とする。

このことから、 つぎの性質が導かれる。

補題 6 $v_{n}(s)$ は、 $s$ に関する増加凹関数である。

性質 1仮定 1のもとで、 $x_{n}^{*}(s)$ は $s$ に関して減少する。

仮定 2 $t\geq s$のとき任意の凹関数 $u(s)$ に対し、$E[u(T(t))]-E[u(T(s))]\leq u(t)-u(s)$

である。

仮定 2より、任意の $n\geq 1$ に対して

$E[v_{n}(T(t))]-E[v_{n}(T(s))]\leq E[v_{n-1}(T(t))]-E[v_{n-1}(T(s))]$ (3)

となり、 最適政策 $x_{n}(s)$ と計画期間 $n$ に関するつぎの性質が成り立つ。

性質 2仮定 2のもとで、 $x_{n}(s)$ は $n$ に関して滅少する。

4 決定回数が未知の多段決定問題

決定回数が未知の多段決定問題として、逐次支出問題を考える。マルコフ過程の

状態が $\mathcal{S}$ のとき、 $q=(q0, q_{1}, q_{2}, \cdots)$ を残りの決定回数に関する事前情報とし、 $n$ を

残り決定回数の最大値とする。決定変数 $x$ に対して、支出の上限 $K$ の範囲で決定を

行う。 状態が $s$ のときの終端利得を $u(s)$ とし、 決定 $x$ を取ったときの費用を $C(x)$

とする。 このとき、 $v_{n}(s;T, t, q)$ を最適に振る舞ったときに得られる総期待利得と

し、 $x_{n}^{*}(\mathcal{S};T, t, q)$ をこの多段決定問題すなわち逐次支出問題の最適政策とする。

4.1 最適方程式

いま、 $v_{n}(s;T, t, q)$ を最後の決定を行ったときの残存時間が $T$ のとき、残りの決定

回数に関する情報が $q$ で残り決定回数の最大値が $n$ とする。 $t$ 時間経過後に決定機会

が現れたときに最適に振る舞って得られる総期待利得とする。 さらに、 $v_{n}^{k}(s;T, t, q)$
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を最後の決定を行ったときの残存時間が $T$ で残りの決定回数が $k$ のとき、 残存回

数に関する情報が $q$ で残り決定回数に関する情報の最大値が $n$ のとき、 $t$ 時間経過

後に決定機会が現れたときに最適に振る舞って得られる総期待利得とする。

このとき、最適性の原理よりつぎの再帰方程式が得られる。

$v_{n}(s;T, t, q)=E_{N}[v_{n}^{N}(s;T, t, q)]$

$\prime v_{n}^{k}(s;T, t, q)=-k\lambda\triangle t_{0}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{N}[E_{S}[v_{n-1}^{N-1}(T(f(s, x))_{i}T-t-\triangle t, 0, \overline{q}))]]\}$

$+(1-k\lambda\triangle t)v_{n}^{k}(s;T, t+\triangle t, q)+o(\triangle t)$ (4)

ただし、 $E_{N}$ は $N$ に関する期待値で有り、 $E_{S}$ は推移後の状態に関する期待値で

あり、

$E_{N}[E_{S}[v_{7\iota-1}^{N-x}(T(f(s, x T-t-\triangle t, 0, \overline{q}))]]=E_{S}[v_{n-1}(T(f(s, x T-t-\triangle t, 0, \overline{q})$

である。 このことから、 つぎの関係式が成り立つ。

$\frac{\partial}{\partial t}v_{n}^{k}(s;T, t, q)$ $=$ $-k \lambda_{O}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{S}|v_{n-1}(T(f(s, x T-t, 0, \overline{q})\}$

$+k\lambda v_{n}^{k}(s, T, t, q)$ (5)

ただし、

$v_{0}^{k}(s;T, t, q)=u(s)$

である。

はじめに、 $n=1$ のときを考える。

$v_{1}^{1}(s;T, T, q) = 0$

$v_{1}^{1}(s;T, t, q) = \mathfrak{c}:\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{S}[u(T_{f(s,x)})]\}(1-e^{-\lambda(T-i\rangle})$

だから、

$v_{1} \langle s;T, t, q)=E_{N}[v_{1}^{N}(s;T, t, q)]=q_{1_{O}}^{*}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{S}[u(T_{f(s,x)})]\}$

となり、

$\frac{\partial}{\partial t}v_{1}^{\lambda}(s;T, t, q)=-\lambda_{0}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{S}[u(T_{f(s,x)})]\}+\lambda v_{1}^{1}(s;T, t, q)$

となる。

つぎに、

$\frac{\partial}{\partial t}v_{n}^{k}(s;T, t, q)=-k\lambda n1ax_{K}\{-C(x)0\leqx\leq$牽 $E_{S}[v_{n-1}^{k-1}(T_{f(s,x);}T-t, 0, \overline{q})]\}+k\lambda v_{n}^{k}(s;T,t, q)$

かつ

$v_{n}^{k}(s;T, T, q)=0$
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より、

$v_{n}^{k}(s;T, t, q)=0 \max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{S}[v_{n-1}^{k-1}(T_{f(s,x)};T-t, O, \overline{q})]\}(1-e^{-k\lambda(T-t)})$

である。 また、

$v_{n}(\mathcal{S};T, t, q)$

$=E_{N}[v_{n}^{N}(s;T, t, q)]$

$= \sum_{k=0}^{n}q_{k_{0}}^{*}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{N}[E_{S}[v_{n-1}^{N-1}(T_{f(s,x)};T-t, 0, \overline{q})]]\}(1-e^{-k\lambda(T-t)})$

$= \{\sum_{k=0}^{n}q_{k}^{*}(1-e^{-k\lambda(T-t)})\}_{0}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{N}[E_{S}[v_{n-1}^{N-1}(T_{f(s,x)};T-t, 0, \overline{q})]]\}$

$= \alpha(T, t, q)_{0}\max_{\leq x\leq K}\{-C(x)+E_{N}[E_{S}[v_{n-1}^{N-1}(T_{f(s,x)};T-t, 0, \overline{q})]]\}$

となる。 ここで、 $\sum^{n}q_{k}^{*}(1-e^{-k\lambda(T-t)})=\alpha(T, t, q)$ とおく。 このとき、 つぎの性質
$k=00$

を示すことが出来る。

補題 7 $v_{n}^{k}(s;T, t, q)$ は、 $T$ に関する増加関数であり $t$ に関して減少する。

補題 8 $v_{n}^{k}(s;T, t, q)$ は、 $s$ に関する増加凹関数である。

性質 3 $x_{n}^{*}(s;T, t, q)$ は $s$ に関する増加関数である。

注 1有限期間問題の場合は、 $x_{n}^{*}(s)$ は $n$ に関する増加関数であったが、決定回数

が未知の場合には最適政策 $x_{n}^{*}(s;T, t, q)$ の単調性は、事前情報 $q$ の性質により異な

り、 同じような性質を示すことが出来ない。
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