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概要

Zadeh の拡張原理によって得られるファジイ集合は、 クリスプ写像の下でのファ
ジイ集合の像として定義される。 クリスプ写像の下でのファジイ集合のレベル集合の

像と Zadeh の拡張原理によって得られるファジイ集合のレベル集合の関係が [2] に

おいて得られている。本稿では、 [2] において得られているそれらの結果を拡張する。

そして、 その拡張した結果を用いて応用上有用ないくつかの結果を導く。

1 準備

$\mathbb{R}$ および $\mathbb{C}$ をそれぞれすべての実数および複素数の集合とする。 $a,$
$b\in \mathbb{R}$ に対して、

$[a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x\leq b\},$ $[a, b[=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x<b\}, ]a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a<x\leq b\}$ お

よび] $a,$ $b[=\{x\in \mathbb{R}:a<x<b\}$ とする。 本稿を通して、 $X,$ $Y,$ $Z$ を空でない集合とする。

$X$ 上のファジイ集合 $\tilde{a}$ とそのメンバーシップ関数を同一視し、 その同一視されたメン

バーシップ関数も $\tilde{a}:Xarrow[O$ , 1$]$ と表す。 $X$ 上のすべてのファジイ集合の集合を $\mathcal{F}(X)$

とする。

$\tilde{a}\in \mathcal{F}(X)$ と $\alpha\in]0$ , 1 $]$ に対して $\tilde{a}$ の $\alpha-$ レベル集合は

$[\neg a_{\alpha}=\{x\in X:\tilde{a}(x)\geq\alpha\}$

と定義される。

クリスプ集合 $S\subset X$ に対して、 $S$ の指示関数は各 $x\in X$ に対して

$c_{S}(x)=\{\begin{array}{l}1 if x\in S0 if x\not\in S\end{array}$

である $cs:Xarrow\{O$ , 1 $\}$ と定義される。

$\tilde{a}\in \mathcal{F}(X)$ は

$a=\sup\alpha c_{[\urcorner a_{\alpha}}$

$\alpha\in]0,1]$

と表現でき、 分解定理として知られている (例えば、 [1] 参照)。

$\mathcal{P}(X)$ $=$ $\{\{S_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]} : S_{\alpha}\subset X, \alpha\in]0, 1]\}$

$\mathcal{S}(X)$ $=$ $\{\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{P}(X)$ : $S_{\beta}\supset S_{\gamma}$ for $\beta_{)}\gamma\in]0$ , 1] with $\beta<\gamma\}$
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とし、 $M_{X}:\mathcal{P}(X)arrow$ (X) を各 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{P}(X)$ に対して

$M_{X}( \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})=\sup_{\alpha\in]0,\lambda]}\alpha c_{S_{\alpha}}$

と定義する。 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon|0,1]}\in \mathcal{P}(X\rangle$ と $x\in X$ に対して

$M_{X}( \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})(x\rangle=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{S_{\alpha}}(x)=\sup\{\alpha\in]0,1]:x\in S_{\alpha}\}$

と表せる。 ただし、 $\sup\emptyset=0$ とする。 また、 分解定理は、 $\tilde{a}\in \mathcal{F}(X)$ に対して

$\tilde{a}=M_{X}(\{同_{}\alpha\}_{\alpha\in]0,1]})$

と表せる。

$\tilde{a}\in \mathcal{F}(X)$ と $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in|0,1]}\in \mathcal{P}(X)$ に射して、 $\tilde{a}=M_{X}(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]})$ であるとき、 $\tilde{a}$ は

$\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in|0,1]}$ によって生成されたファジイ集合といい、 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ を $\tilde{a}$ の生成元という。

2 主な結果

本節では、 $[$2$]$ において得られているクリスプ写像の下での 1つまたは 2つのファジイ

集合のレベル集合の像と Zadehの拡張原理によって得られるファジイ集合のレベル集合
の関係をより有用な形に拡張する。

次の定義は、 Zadeh の拡張療理によるクリスプ写像の下でのファジイ集合の像の定義で
ある。 Zadeh の拡張原理に関しては、例えば [1] 参照。

定義 1

(i) $f$ : $Xarrow Y$ と行欧 $\mathcal{F}(X)$ に対して、 f(窃) 欧 $\mathcal{F}(Y)$ を

$f( \tilde{a})(y\rangle=\sup_{x\in f^{-1}(y)}\tilde{a}(x) , y\in Y$

と定義する。

(ii) $f:X\cross Yarrow Z$ と $\tilde{a}\in \mathcal{F}(X),\tilde{b}$ 欧 $\mathcal{F}(Y)$ に対して、 $f(\tilde{a},\tilde{b}\rangle 欧 \mathcal{F}(Z)$ を

$f( \tilde{aj},\tilde{b})(z)=\sup_{(x,y\rangle\epsilon f^{-1}(z)}\tilde{a}(x\rangle\wedge\tilde{b}(y) , z\in Z$

と定義する。 ここで、 $\tilde{a}(x)\wedge\tilde{b}(y)=\min\{\overline{a}(x),\tilde{b}(y)\}$ である。

命題 1([2] の Proposition $2.1(i)$ ) $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0_{\}}1]}\in \mathcal{P}(X)$ とし、 $\tilde{a}=M_{X}(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})\in \mathcal{F}(X)$

とする。 このとき

$S_{\alpha}\subseteq[\gamma a_{\alpha}, \alpha$ 欧$]$0, 1$]$

となる。
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命題 2 $f:Xarrow Y$ とし、 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{P}(X)$ とし、 $6=M_{X}(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})\in \mathcal{F}(X)$ とす

る。 このとき

$f( \tilde{a})=M_{Y}(\{f(S_{\alpha})\}_{\alpha\in]0,1]})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{f(S_{\alpha})}$

となる。

命題 1より
$f(S_{\alpha})\subset[f(\tilde{a})]_{\alpha}, \alpha\in]0, 1 ]$

となるが、 一般には
$f(S_{\alpha})\neq[f(\tilde{a})]_{\alpha}$

となる。 [2] の Proposition 3.1において、 命題 2で $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1\}}=\{[\urcorner a_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ のときの結

果が得られている。命題 2は、 [2] の Proposition 3.1の拡張である。

命題 3 $f:X\cross Yarrow Z$ とし、 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in|0,1]}\in S(X)$ , $\{T_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in S(Y)$ とし、 $6=$

$M_{X}(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})\in \mathcal{F}(X),\tilde{b}=M_{Y}(\{T_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})\in \mathcal{F}(Y)$ とする。 このとき

$f( \tilde{a},\tilde{b})=M_{Z}(\{f(S_{\alpha}, T_{\alpha})\}_{\alpha\in]0,1]})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{f(S_{\alpha},T_{\alpha})}$

となる。

命題 1より
$f(S_{\alpha}, T_{\alpha})\subset[f(\tilde{a},\tilde{b})]_{\alpha)} \alpha\in]0,1 ]$

となるが、 一般には
$f(S_{\alpha}, T_{\alpha})\neq[f(\tilde{a},\tilde{b})]_{\alpha}$

となる。 [2] の Proposition 3.2において、命題 3で $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}=\{[\neg a_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]},$ $\{T_{\alpha}\}_{\alpha G]0,1]}=$

$\{\tilde{[b}]_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ のときの結果が得られている。 さらに、 [2] の Proposition 3.3において

$f([\tilde{a}J_{\alpha}, [\tilde{b}]_{\alpha})=[f(\tilde{a},\tilde{b})]_{\alpha}, \alpha\in]0, 1 ]$

となるための必要十分条件が、任意の $z$ $\in$ $Z$ に対して $f^{-1}(z)$ $=$
$\emptyset$ または

$\sup_{(x,y)\in f^{-1}(z)}\tilde{a}(x)\wedge\tilde{b}(y)$ の値が取られることであることが示されている。命題 3は、 [2]

の Proposition 3.2の拡張である。

命題 3より、 次の命題が得られる。

命題 4 $m\geq 2$ とし、 $X_{i},$ $i=$ $1$ , 2, $\cdots,$ $2m-1$ を空でない集合とし、 $f_{i}$ $:X_{2i-1}\cross$

$X_{2i}$ $arrow$ $X_{2i+1_{\rangle}}i$ $=$ 1, 2, . . . , $m-1$ とする。 $\{S_{1\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ $\in$ $S(X_{1})$ とし、 $\tilde{a}_{1}$ $=$

$M_{X_{1}}(\{S_{1\alpha}\}_{\alpha\in]0,1|})$ $\in \mathcal{F}(X_{1})$ とし、 $\{S_{2i-2,\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ $\in S(X_{2i-2})$ , $i=2$ , 3, $\cdots,$ $m$ とし、

$\tilde{a}_{i}=M_{X_{2i-2}}(\{S_{2\dot{x}-2,\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})\in \mathcal{F}(X_{2i-2})$ , $i=2$ , 3, $\cdots,$ $m$ とする。 このとき

$f_{m-1}(\cdots f_{3}(f_{2}(f_{1}(\tilde{a}_{1},\tilde{a}_{2}),\tilde{a}_{3}),\tilde{a}_{4})\cdots,\tilde{a}_{m})$

$=M_{X_{2m-1}}(\{f_{m-1}(\cdots f_{3}(f_{2}(f_{1}(S_{1\alpha}, S_{2\alpha}), S_{4\alpha}), S_{6\alpha})\cdots, S_{2m-2,\alpha})\}_{\alpha\in]0,1]})$

$= \sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{f_{m-1}(\cdots f_{3}(f_{2}(f_{1}(S_{1\alpha,2\alpha\rangle}}s),s_{4\alpha}),S_{6\alpha})\cdots S_{2m-2,a}\rangle$
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となる。

命題 4で $\{S_{1\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]}=\{[\tilde{a}_{1}]_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1\rfloor},$ $\{S_{2i-2,\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]}=\{[\tilde{a}_{i}]_{cx}\}_{\alpha\in]0,1]},$ $i=2$ , 3, $\cdots,$ $m$ と

すると

$f_{rn-1}(\cdots f_{3}(f_{2}(f_{1}(\tilde{a}_{1}\rangle\tilde{a}_{2}),\tilde{a}_{3}),\tilde{a}_{4})\cdots,\tilde{a}_{m})$

$=M_{X_{2m-1}}(\{f_{m-1}(. . . f_{3}(f_{2}(f_{i}([\tilde{0j}x]_{\alpha}, [\overline{a}_{2}]_{\alpha})$ , [
$\sim$

a3] $\alpha$ ),［偽］$\zeta$X) . . . , $[\tilde{a}_{m}]_{\alpha})\}_{\alpha\in\}0,1]})$

$= \sup_{\alpha\epsilon]0,1]}\alpha c_{f_{m-1}(\cdots f_{3}(f_{2}(f_{1}([\tilde{a}_{1}\}_{\alpha},\ulcorner a2]_{\alpha}),[\tilde{a}3]_{\alpha}\},[\tilde{a}4]_{\alpha})\cdots,[\tilde{a}_{m}]_{\alpha})}$

を得るが、 [2] の Proposition 3.2からは導かれない。

3 応用

本節では、前節で得られた結果を適用して、応用上有用ないくつかの結果を導く。

次は、 Zadeh の拡張原理によるファジイ内積の定義である。

定義 2 $V$ を複素内積空間とする。各 $x,$ $y\in V$ に対して、 $x$ と $y$ の内積を $\langle x,$ $y\rangle\in \mathbb{C}$ と

表す。 $\tilde{a},\tilde{b}\in \mathcal{F}(V)$ に対して、 $\langle\tilde{a},\tilde{b}\rangle\in \mathcal{F}(\mathbb{C})$ を次で定義されるファジイ集合とする。

$\langle\tilde{a},\tilde{b}\rangle(x)=\sup_{\langle y,z\rangle=x}\tilde{a}(y)\wedge\tilde{b}\langle z) , x\in \mathbb{C}$

$\langle\tilde{a},\tilde{b}\rangle$ を $\tilde{a}$ と $\tilde{b}$ のファジイ内積とよぶ。

命題 3をファジイ内積に適用することによって、次の命題が得られる。

命題 5 $V$ を複素内積空間とし、 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ , $\{T_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ $\in$ $S(V)$ とし、 $\overline{a}$

$=$

$M_{V}(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}),\tilde{b}=M_{V}(\{T_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})$ 欧 $\mathcal{F}(V)$ とする。 このとき

$\langle\tilde{a},\tilde{b}\rangle=M_{\mathbb{C}}(\{\langle S_{\alpha}, T_{\alpha}\rangle\}_{\alpha\in]0,1]})=\sup_{c\iota\in\}0,1\}}\alpha c_{\langle S_{\alpha},T_{\alpha}\rangle}$

となる。

次は、 Zadeh の拡張原理によるファジイ距離の定義である。

定義 3 $X$ は距離関数 $d:X\cross Xarrow \mathbb{R}$ をもつ距離空間とする。 $\tilde{a},\tilde{b}\in \mathcal{F}(X)$ に対して、

d(行，b) 欧 $\mathcal{F}(\mathbb{R}\rangle$ を次で定義されるファジイ集合とする。

$d( \tilde{a},\tilde{b})(x\rangle=\sup_{d(y,z)=x}\tilde{a}(y\rangle\wedge\tilde{b}(z) , x\in \mathbb{R}$

$d(\tilde{a},\tilde{b})$ を互と $\tilde{b}$ の聞のファジイ題離とよぶ。

命題 3をファジイ距離に適用することによって、次の命題が得られる。

命題 6 $X$ は距離関数 $d$ : $X\cross Xarrow \mathbb{R}$ をもつ距離空間とし、 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]},$ $\{T_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in S(X)$

とし、 $\overline{a}=M_{X}(\{S_{\alpha}\}_{\alpha\epsilon]0,1]}),\tilde{b}=M_{X}(\{T_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})\in \mathcal{F}(X)$ とする。 このとき

$d( \tilde{a},\tilde{b})=M_{R}(\{d(S_{\alpha},T_{\alpha})\}_{\alpha\epsilon]0,1]})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{d(S_{a},T_{\alpha})}$
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となる。

次は、 Zadeh の拡張原理によるファジイ集合の二項演算の定義である。

定義 4 任意の $x,$ $y\in X$ に対して、 二項演算 $x*y\in X$ が定義されているとする。

$\tilde{a},\tilde{b}\in \mathcal{F}(X)$ に対して、 $\tilde{a}*\tilde{b}\in \mathcal{F}(X)$ を次で定義されるファジイ集合とする。

$( \tilde{a}*\tilde{b})(x)=\sup_{y*z=x}\tilde{a}(y)\wedge\tilde{b}(z) , x\in X$

命題 4をファジイ集合の二項演算に適用することによって、次の命題が得られる。

命題 7 任意の $x,$ $y\in X$ に対して、 二項演算 $x*y\in X$ が定義されているとする。

$\{S_{i\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in \mathcal{S}(X)$ , $i=1$ , 2, $\cdots,$ $m$ とし、 $\tilde{a}_{i}=M_{X}(\{S_{i\alpha}\}_{\alpha\in]0,1\}})\in \mathcal{F}(X)$ , $i=1$ , 2, $\cdots$ $m$

とする。 このとき

$(\cdots((\tilde{a}_{1}*\tilde{a}_{2})*\tilde{a}_{3})\cdots*\tilde{a}_{m})$

$=M_{X}$ . . $(((S_{1\alpha}*S_{2\alpha})*S_{3\alpha})*S_{4\alpha})\cdots*S_{m-1,\alpha})*S_{m\alpha}\}_{\alpha\in|0,1|})$

$= \sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{(\cdots(((S_{1\alpha}*S_{2a})*S_{3\alpha})*S_{4a})\cdots*S_{m-1,a})*s_{m\alpha}}$

となる。

以下、 $X$ は距離関数 $d:X\cross Xarrow \mathbb{R}$ をもつ距離空間とし、 ファジイ配置問題を定式化

する。

ある地域に単一の施設を配置しようとする問題は、単一施設配置問題とよばれる。 $a_{i}\in$

$X,$ $i=1$ , 2, $\cdots,$ $m$ を需要点とする。需要点は、配置する施設の利用者の位置を表す固定

された点である。 各 $i\in\{1, 2, \cdots, m\}$ に対して、 $w_{i}>0$ を需要点 $a_{i}$ に付随する重みとす

る。 $x\in X$ を配置する施設の位置を表す変数とし、 $S\subseteq X,$ $S\neq\emptyset$ を施設の配置可能領域

とする。 このとき、 (クリスプ) ミニサム型配置問題は次のように定式化される。

(P)
$\min$ $\sum_{i=1}^{m}w_{i}d(a_{i}, x)$

s.t. $x\in S$

問題 (P) における需要点 $a_{i},i=1$ , 2, $\cdots,$ $m$ をファジイ需要点 $\tilde{a}_{i}\in \mathcal{F}(X)$ , $i=1$ , 2, $\cdots,$ $m$

に置き換えることによってファジイミニサム型配置問題を定式化することができる。 ファ

ジイ需要点は配置する施設の利用者の位置を表すファジイ集合であり、 $\mathcal{F}(\mathbb{R})$ 上に何らか

の順序が定義されていることを仮定する。 ファジイミニサム型配置問題は次のように定式

化される。

(P)
$\min$ $\sum_{i=1}^{m}w_{i}d(a_{i^{X)}},$

s.t. $x\in S$
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ここで、 $d(\tilde{a}_{i}, x)=d(\tilde{a}_{i}, c_{\{x\}}\rangle である。 また、 \tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R})$ と $\lambda\in \mathbb{R}$ に対して $\lambda\tilde{a}\in \mathcal{F}(\mathbb{R})$ は

Zadeh の拡張原理によって次のように定義される。

$( \lambda\tilde{(x})(y)=\sup_{\lambda z=y}\tilde{a}(z) , y\in \mathbb{R}$

分解定理と命題 2, 6および 7より

$\sum_{i=1}^{m}w_{i}d(\overline{a}_{i}, x)$ $=$ $M_{\mathbb{R}}( \{\sum_{i=1}^{m}w_{\dot{\gamma}}d([a_{i}]_{\alpha},x)\}_{\alpha\in]0,1]})$

$= \sup_{\alpha\in]O,1\}}\alpha c_{\Sigma_{i}^{m}w_{i}d(\ulcorner a]_{\alpha},x\rangle}$

となる。

4 結論

本稿では、 ファジイ集合のレベル集合とそれらのファジイ集合から Zadeh の拡張療理に

よって得られるファジイ集合のレベル集合の関係として得られている結果 [2] の Proposition

3.1および 3.2それぞれを命題 2および 3として拡張した。 さらに、 命題 3からより有用

な形として命題 4が得られた。次に、 これら得られた結果を適用して、応用上有用ない

くつかの結果として命題 5, 6および 7が得られた。命題 5, 6および 7はそれぞれファ

ジイ内積，ファジイ距離およびファジイ集合の演算に関する性質を調べるときに非常に有
馬になる。最後に、 ファジイミニサム型配置問題を定式化した。本稿で得られた結果は、

ファジイミニサム型配置問題のような様々なファジイ数理計颪問題を解析する場合に重要

になる。
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