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1 はじめに

オートマトン理論を用いて，Karp and Held [3] は，一般の離散最適化問題を記述でき
る離散的決定過程 (ddp) と逐次決定過程 (sdp) の部分クラスである単調逐次決定過程
(msdp) の関係を明らかにした。 ここで，逐次決定過程 (sdp) は離散的決定過程 (ddp)

に状態空間を導入したものであり，コスト関数をもつ有限オートマトンである。 また単調
逐次決定過程 (msdp) は，逐次決定過程 (sdp) のうち単調性をみたすコスト関数をもつ

クラスで，Bellman の動的計画法における関数方程式が成り立つような一般モデルであ
る。 さらに Ibaraki [1] はmsdp の部分クラスである強単調逐次決定過程 (smsdp) が与
えられた離散的決定過程 (ddp) を強表現するための必要十分条件 (強表現定理) を与え

た。 その上，Ibaraki [2] は sdp の拡張クラスである非決定性逐次決定過程 (nd-sdp) を導

入し，sdpの識別機械としての性質を調べている。ただし，nd-sdp は非決定性有限オート

マトン上で定義されたクラスであるが，それに対する強表現定理については述べられてい
ない。maruyama$([4],[5])$ は，Ibaraki[2] の定義とは異なる非決定性逐次決定過程 (nd-sdp,
nd-smsdp) を導入し，それが nd-ddp を強表現より強い意味で表現する (超強表現) ため

の必要十分条件を与えた。

本論文では，非決定性逐次決定過程 (nd-sdp) の部分クラスである非決定性単調逐次
決定過程 (nd-msdp) さらにその部分クラスの非決定性正単調逐次決定過程 $(nd-pmsd_{P})$

が nd-ddp を超強表現するための必要十分条件 (超表現定理) を与える。第 2節におい

て，非決定性単調逐次決定過程 (nd-msdp) をはじめ，様々な型の非決定性逐次決定過程
(nd-pmsdp, nd-lmsdp) を定義する。第 3節で，nd-msdp, nd-pmsdp の超強表現定理を与
える。

2 定義

非決定性離散的決定過程 (nd-ddp) は次の 4文字で定義される : $\Upsilon=(\Sigma, S, f, \min)$ , た

だし，

$\Sigma$ :有限個のアルファベツトの集合 (決定の有限集合);
$\Sigma^{*}$ :決定を有限個連接して得られる方策の集合;
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$\Sigma^{*}\ni\epsilon$ :長さ $0$ の方策; $\Sigma^{*}\supset S$ : 許容方策の集合;

$f:Sarrow R^{1}$ :コスト関数で最小化することが自的

$f(x)=M_{\delta’}x\{f_{i}(x)|i\in\overline{A}(x)=A(x)\},$ $=\infty$ if $\overline{A}(x)\neq A(x)$ ,

$X$ 欧 $S= \{x\epsilon\sum^{*}|\exists i\in A(x)$ St. $7r(i)\in A_{F}\}$

$A(x=a_{1}\cdots a_{n})\ni i=i_{1}\cdots$偏添え字の集合，

$A(x)\supset\overline{A}(x)=\{i\in A(x)|\pi(i)\in A_{F}\}$

$A_{F}$ :最終添え字の集舎

である。

非決定性有限オートマトン $M=(Q, \Sigma, q_{0}, ST, Q_{F})$ とは

$Q$ :状態の有限集合; $Q\ni q_{0}$ :初期状態;

$ST\subset Q\cross Q\cross\Sigma,$ $(q, r, a)\in ST$;Q $\supset$ QF:最終状態の集合

のことである。 $(q, r, a)\in ST$ は状態 $q$ で、決定 $a$ がなされたとき，複数の状態 $r$ への遷

移が許されることを示すことに注意する。

さらに，非決定性逐次決定過程 (nd-sdp) は非決定性有限オートマトン (nd-fa) に目的

関数を随伴させたシステムであり，次のように定義される : $\Pi\min=(M, h, \xi_{0}, \min)$ ,

ただし，

$M=(Q, \Sigma, q_{0}, ST, Q_{F})$ :非決定性有限オートマトン;

$h:R^{1}\cross ST$ :垣のコスト関数，

$h(\xi, q_{\}}r, a):(q, r, a)\in ST$ に対する状態遷移後のコスト値

$R^{1}\ni\xi_{0}$ :初期状態 $q_{0}$ における初期コスト

$M_{8_{-}}x\overline{h}_{q0;Y(q_{0},x)}(x)={\rm Max}\{\overline{h}_{q(;\sigma}(x)|\sigma\in Y(q_{0}, x), \pi(\sigma)\in Q_{F}\}=>$ 最小化，

ただし，$x=a_{1}a_{2}\cdots a_{k}$ , に対して

$Y(q_{0}, x)=\{r_{1}r_{2}\ldots r_{k}|(q_{0}, r_{1}, a_{1})\in ST,$

$(r_{1}, r_{2}, a_{2})\in ST,$ $(r_{k-1}, r_{k}, ak)$ $\in$ ST$\}$ :遷移経路の集合，
$\overline{h}_{q0;\mu}(\epsilon)=\xi_{q0}$ , $\mu$は長さ $0$ の経路，
$\overline{h}_{q_{0/}\cdot\sigma r}(xa)=h(\overline{h}_{q0;\sigma}(x), \pi(\sigma)_{\}}r, a)$ , $\sigma\in Y(q_{0}, x)$ , $(\pi(\sigma), r, a)\in ST(\sigma r\in Y(q_{0\}}xa$

ただし，$\pi$ $(\sigma$ $)$ :状態経路 $\sigma$ の最後の状態，

である。 ここでオートマトン $M$ が巖終状態の一つに遷移するとき，$M$ は $x$ を受理する

といい，$M$ の受理集合 $\{x\in\Sigma^{*}|\exists\sigma$ 欧 $Y(q_{0}, x)|s.t. \pi(\sigma)\in Q_{F}\}$ を $F(M)$ と表す。 また，
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nd-sdp $\Pi$ の受理集合 $F( \Pi\min)$ は，基礎となるオートマトン $M$ の受理集合と同一のもの

とする $(F( \Pi\min)=F(M))$ 。

さらにコスト関数 $h$ が単調性 :
$\xi_{1}\leq\xi_{2}\Rightarrow h(\xi_{1}, q,r, a)\leq h(\xi_{2}, q,r, a)$ for $\forall(q, r, a)\in ST$

を満たすとき，非決定性単調逐次決定過程 (nd-msdp) と呼び，さらに、 $h$ が強単調性 :
$\xi_{1}<\xi_{2}\Rightarrow h(\xi_{1}, q, r, a)<h(\xi_{2}, q, r, a)$ for $\forall(q, r, a)\in ST$

を満たすとき，非決定性強単調逐次決定過程 (nd-smsdp) と呼ぶ。 さらに，非決定性単

調逐次決定過程が不等式 :

$h(\xi_{1}, q, r, a)\geq\xi$ for $\forall\xi\in R^{1},$ $\forall(q, r, a)\in ST$

を満たすとき、 $\Pi$ を非決定性正単調逐次決定過程 (nd-pmsdp) と呼び，

$|F( \Pi\min)|<\infty$ : ( $F( \Pi\min)$ :有限集合)

を満たす $\Pi$ を非決定性ループフリー単調逐次決定過程 (nd-lmsdp) と呼ぶ。非決定性逐

次過程および上述したその部分クラスは，定義において若干の相違はあるものの，Ibaraki

[2] により導入された逐次決定過程である。

非決定性逐次決定過程 (nd-sdp) $\Pi\min=(M, h, \xi_{0}, \min)$ が非決定性離散的決定過程

nd-ddp $\Upsilon_{\min}=(\Sigma, S, f, \min)$ , $f(x)=Msxf_{A(x)}(x)$ を超強表現するとは，

$F( \Pi\min)=S, Y(q_{0};x)=A(x)\forall x\in S, Q_{F}=A_{F}$

$\overline{h}_{q0;Y(q0;x)}(x)=f_{A(x)}(x)\forall x\in S$

が成立することである。ただし

$\overline{h}_{q\mathfrak{o};Y(q0_{1}x)}(x)=\{\overline{h}_{q0;\sigma}(x)|\sigma\in Y(q_{0};x f_{A(x)}(x)=\{f_{i}(x)|i\in A(x)\},$

である。 また強表現するとは，

$F( \Pi\min)=S, \overline{h}(x)=f(x)\forall x\in S$

$\overline{h}(x)={\rm Max}\overline{h}_{q0;\overline{Y}(q0;x)}(x)=Maxf_{\lambda(x)}(x)=f(x)$

が成立することである。 さらに弱表現するとは，

$O(\pi) = \{x\in F(\pi)|\overline{h}(x)\leq\overline{h}(y)\forall y\in F(\pi)\}$

$= \{x\in S|f(x)\leq f(y)\forall y\in S\}=O(\Upsilon)$

が成立することである。

非決定性逐次決定過程 (nd-sdp) $\Pi\min$ が非決定性離散的決定過程 nd-ddp $\Upsilon_{\min}=$

$( \Sigma, S, f, \min)$ , $f(x)=Maxf_{A(x)}(x)$ を超強表現するならば，強表現し，強表現すれば弱表

現することに注意する。
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3 nd-ddp の nd msdp, nd-pmsdp による超強表現

本節において主要結果を述べる。まず，超強表現定理において主要な役翻を担う同値関
係を定義する，ただし $S \cross I=\bigcup_{x\in S}\{x\}\cross\overline{A}(x)$ :

定義 1(同値闘係) nd-ddp $Y_{\min}=(\Sigma, S, f, \min)$ , $f(x)=M\infty\{f_{i}(x\rangle|i\in A(x)$ } にお
いて， $\Sigma^{*}\cross I^{*}$ 上の 2項関係を次で定義する :

$(x, i_{x})\hat{R}_{SxI}(y, i_{y})$ $\approx$ $\{(z, i_{z})|(xz, i_{x}i_{z})\in S\cross I\}=\{(z, i_{z})|(yz, i_{y}i_{z})\in S\cross I\}$

$(x,i_{x})\hat{R}_{f_{i}}(y, i_{y})$ $\approx$ $f_{i_{x}}(x)=f_{i_{y}}(y)\wedge i_{x}\in\overline{A}(x)$ , $i_{y}\in\overline{A}(y\rangle$

$(x, i_{x})\hat{R}_{Y_{f_{{\}}}}(y, i_{y})$ $\Leftarrow\Rightarrow$ $(x, i_{x})\hat{R}_{SxI}(y, i_{y})\wedge(\forall(xz, i_{x}i_{z})\in S\cross I)(f_{i_{x}i_{z}}(xz)=f_{i_{y}i_{z}}(yz))$

また，右不変 : $(x, i_{x})\hat{R}(y, i_{y})=(xz, i_{x}i_{z})\hat{R}(yz, i_{y}i_{z})\forall(z, i_{z})\in\Sigma^{*}\cross I^{*}$ , かつ集合
$S\cross I$ を細分 : $(x, i_{x})R(y, i_{y})\Rightarrow((x,i_{x})\in S\cross I\Leftrightarrow(y, i_{y})\in S\cross I)$ する同値関係の全

体を $\Lambda(S\cross I)$ と表すと， $\hat{R}=\hat{R}_{S\cross I},$ $\hat{R}_{f}:,$ $\hat{R}_{f_{f_{i}}}\in\Lambda(S\cross I)$ が成り立つことに注意する。

さらに

$\Lambda_{F}(S\cross I)=\{\hat{T}\in\Lambda(S\cross I)||\Sigma^{*}\cross I^{*}/\hat{T}|<\infty\}$

と定義する。 また， $\Lambda(\Sigma^{*}\cross I^{*})$ , $\Lambda_{F}\langle\Sigma^{*}\cross I^{*}$ ) は右不変同値関係の全体，指数有限右不変
岡値関係の全体を表す。

このとき，次のような，nd-sdp によりある関数 h’を実現するための補題が成立する :

補題 $(nd\sim$msdp ($nd-$pmsdp) による $h’$ の実現$)$

各方策 $x\in\Sigma^{*}$ に対して，集合 $A(x)$ が対応しているとする。ただし， $A(x)\subseteq A^{n},$

$|A|<\infty$ である。 また各 $x\in\Sigma^{*}$ および各 $i\in A(x)$ に対して実数値 $h_{i}’(x)$ が与えられて

いる。 (すなわち $h_{A(\cdot)}’():\Sigma^{*}arrow 2^{R}$ ;集合値関数)。 このとき，

$\overline{h}_{q0;Y(q0;x)}(x)=h_{A(x)}’(x\rangle, \forall x\in\Sigma^{*},$ (1)

をみたす nd-msdp $\Pi=(M, h, \xi_{0}, \min)$ が存在するための

必要十分条件は，次の条件が成り立つ $\hat{T}\in\Lambda_{F}(\Sigma^{*}\cross I^{*})$ が存在することである :

$(x, i_{x})\hat{T}(y, i_{y})\wedge(h_{\dot{v}_{x}}’(x\rangle\leq h_{i_{y}}’(y\rangle)$ $=\Rightarrow$

$h_{i_{x}i_{z}j}’(xz)\leq h_{i,i_{z}}’(yz)(\forall(z,i_{z}\rangle\in\Sigma^{*}\cross I^{*})$
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ただし，等式 (1) は次の意味で成立する :

$\forall\rho\in Y(q_{0_{\rangle}}\cdot x) , \exists_{1}i\in A(x)s.t.\overline{h}_{q0;\rho}(x)=h_{i}’(x)$

$\forall i\in A(x)$ , $\exists_{1}p\in Y(q_{0};x)$ s.t. $h_{\iota’}’(x)=h_{q0;\rho}(x)$

すなわち，対応 : $\rho\in Y(q_{0}|x)\Rightarrow i\in A(x)$ は全単射である。

定義 2(半順序) nd-ddp $\Upsilon=(\Sigma, S, f, A_{F}, \min)$ , $f(x)={\rm Max}\{f_{i}(x)|i\in\overline{A}(x)\}$ におい

て， $S \cross I=\bigcup_{x\in S}\{x\}\cross\overline{A}(x)$ 上の半順序関係を次で定義する :

$(x, i_{x})\preceq\tau_{j_{i}}(y, i_{y}) \Leftrightarrow (x, i_{x})\hat{R}_{S\cross I}(y, i_{y})\wedge((x, i_{x})\hat{R}_{f_{f_{{\}}}}.(y, i_{y}))$

$\vee(\forall(xz, i_{x}i_{z})\in S\cross I) (f_{i_{x}i_{z}}(xz)\leq f_{i_{y}i_{z}}(yz))$

命題半順序関係 $\preceq_{\gamma_{f_{i}}}$
. は右不変であり，さらに次の関係が成り立つ :

$(x, i_{x})\preceq\Upsilon_{f_{i}}(y, i_{y})\wedge(y, i_{y})\preceq T_{f_{1}}(x,i_{x}) \Leftrightarrow(x, i_{x})\hat{R}_{\Upsilon_{f_{i}}}(y, i_{y})$

補題より，次の nd-msdp による超強表現定理が導出される :

定理 1(nd-msdp の超強表現定理)

非決定性離散決定過程 nd-ddp $\Upsilon=(\Sigma, S, f, \min)$ が，非決定性逐次決定過程 nd-msdp

nd-msdp $\Pi_{\min}=(M, h, \xi_{0}, \min)$ により超強表現されるための必要十分条件は (i),(ii) を

満たす $\hat{T}\in\Lambda_{F}(S\cross I)$ が存在することである :

(i) $(\forall(x, i_{x}), (y, i_{y})\in S\cross I)((x, i_{x})(\hat{T}\wedge\hat{R}_{f:})(y, i_{y})\Rightarrow(x, i_{x})\hat{R}_{T_{f_{i}}}(y, i_{y}))$

(ii) $(x, i_{x})$ , $(y, i_{y})\in C_{i}\cross I_{i}\in\Sigma^{*}\cross I^{*}/\hat{T}\Rightarrow$

$(x, i_{x})\preceq\Upsilon_{f_{2}}(y, i_{y})$ or $(y, i_{y})\preceq T_{f_{i}}(x, i_{x})$

非決定性正単調逐次決定過程 nd-pmsdp による超強表現に必要なグラフ $\hat{\Gamma}_{\gamma;\hat{T}}$ を導入す

る。 同グラフは，nd-ddp および $\hat{T}\in\Lambda_{F}(S\cross I)$ に対して定義する。同値関係 $\hat{R}_{\Upsilon_{f_{\backslash }}}\wedge\hat{T}$

の同値類の集合を $\hat{Y}=\Sigma^{*}\cross I^{*}/\hat{R}_{\Upsilon_{f_{i}}}\wedge\hat{T}$ とおき， $\hat{Y}$ に基づき，グラフ $\hat{\Gamma}_{\gamma;T^{-}}$ を以下のよ

うに定める :
(1) $\hat{Y}\ni\hat{A}_{i}$ : $\hat{\Gamma}_{\Upsilon_{m};T}$ におけるノード
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(2) $(\hat{A}_{i},\hat{A}_{j}):\hat{\Gamma}_{\gamma;}$ . における有向枝で次の 3種タイプをもつ

(a) タイプ $A$ の有向枝:

$\hat{A}_{i}\neq\hat{A}_{J}\prime\wedge\hat{A}_{\dot{t}}\hat{T}\hat{A}_{j}\wedgeA_{i}\preceq\prime r_{f_{\dot{t}}}\hat{A}_{j}$ or
$\hat{A}_{i}\neq\hat{A}_{j}\wedge\hat{A}_{i}, \hat{A}_{j}\subseteq S\cross I\wedge f_{i_{x}}(x)<f_{i_{y}}(y)(\forall(x_{:}i_{x})\in\hat{A}_{i}, \forall(y, i_{y})\in\hat{A}_{j})$

(b) タイプ $B$ の有向枝:

$\hat{A}_{i}\neq\hat{A}_{j}\wedge\hat{A}_{\dot{t}}, \hat{A}_{j}\subseteq S\crossI\wedge f_{lx}\prime(x)<f_{i_{y}}(y)(\forall(x, i_{x})\in\hat{A}_{i}, \forall(y,i_{y})\in\hat{A}_{j})$

(c) タイプ $C$ の有向枝: $\exists(a, i_{c\iota})\in\Sigma\cross Is.t.$ $(xa, i_{x}i_{a})\in\hat{A}_{j}(\forall(x, i_{x})\in\hat{A}_{i})$

また，グラフ $\hat{\Gamma}_{\gamma;\hat{T}}$ における閉路 $\beta$ がタイプ $A$ の有向枝を含むとき，非斉合であると

いい，含まないときに、斉合であるという。

定理 2 (nd-pmsdp の超強表現定理)

非決定性離散決定過程 nd-ddp $T=(\Sigma, S, f,\min)$ が非決定性正単調逐次決定過程 nd-

pmsdp $\Pi_{m_{\wedge}i}=(M, h, \xi_{0}, \min)$ により超強表現されるための必要十分条件は (i), $(ii),(iii\rangle$

を満たす $\tau\epsilon$ AF $(S\cross$ わが存在することである :

$(i\rangle(\forall(x, i_{x}), (y, i_{y})\in 8\cross I)((x, i_{x})(\hat{T}\wedge\hat{R}_{f_{i}})(y, i_{y})\Rightarrow(x, i_{x})\hat{R}_{T_{f_{l}}\prime}(y, i_{y}))$

(ii) $(x, i_{x})$ , $(y, i_{y})\epsilon$ Ci $\cross I_{i}\in\Sigma^{*}\cross I^{*}/\hat{T}\Rightarrow$

$(x, i_{x})\preceq r_{f_{i}}(y, i_{y})$ or $(y, i_{y})\preceq\Upsilon_{f_{i}}(x, i_{x})$

(iii) グラフ $\hat{r}_{\gamma;i\hat{\Gamma}}$ は非斉合閉路を含まない。

例次のような卵落とし問題 (すなわち「建物から卵を落とした際，その卵が割れる

階と割れない階の境界を見つけるまでに必要な卵落としの最小回数を求める問題」) を

考える。一般に $k$ 階建ての建物の窓から使用可能な $m$ 個の卵落としを行い，卵が割

れる階と割れない階の境界 (割れる最小階) を知りたい。ただし，落として割れなかっ

た卵は再度卵落としに使用し，割れた卵は使用できないとする。また，落とす卵が無く

なっても割れる最小階が判明しない場合は最小階は特定できないとし，最小階を求める

ために必要な卵落としの画数も特定できないとする。 このとき，卵が割れる最小階がど

の階であっても，最小階が判明するような卵落としの最小回数およびそれを与える卵の

落とし方を求めたい。 この問題は非決定性離散的決定過程 nd-ddp $=( \Sigma, S, f, \min)$ , $\Sigma=$

$\{1, 2, . . . , k\}\ni j$ :次に $j$ 階から落とすという決定， $\Sigma^{*}\ni x=23$ :卵を落とした階の列，
$S=\{x\in\Sigma^{*}|\ni i_{x}\in\overline{A}(x)$ after $x\},$ $A(x=j_{1}j_{2}\cdots j_{n})=\{i_{x}|i_{x}=i_{0}i_{1}\cdots i_{n},$ $i_{0}=$

$([m], \{1,2, \ldots, k i_{1}=([m_{1}], \{i, \cdots, l . . . , i_{n}=([m_{n}], \{i, \cdots, l\})\}$、ただし、 $[m_{i}]$ は
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割れずに残っている卵の数， $\{i, \cdots, t\}$ は確認，確定していない階数の集合を表わし，さ
らにゑ $(x =j_{1}j_{2}\cdots j_{n})=\{i_{x}|i_{x}=i_{1}i_{2}\cdots i_{n,)}i_{n}=([m_{n}], t\emptyset\})\},$ $f_{i_{x}}(x=j_{1}j_{2}\cdots j_{n}\rangle=$

$n,$ $i_{x}\in A(x)$ , $x\in S,$ $f(x)={\rm Max}\{f_{\check{l}x}(x)|i_{x}\in A(x)=A(x)\}={\rm Max} f_{\overline{A}(x)}(x)$ ,
$=\infty$ if $A(x)\neq\overline{A}(x)$ , に定式化できることに注意する。 とくに 2個の卵所有，3階建ビル
の場合，下図のようになる。

図 1. nd-ddp としての卵落とし問題 :卵 2個所有，3階建て

ここで $S=\{x=3$ , 12, 21, 11, 111, 121, 311 $\}$ $f(3)=f(12)=f(11)=\infty,$ $f(21)=2,$

$f(111)=f(121)=f(311)=3,$ $\min\{f(x)|x\in S\}=2$ であることに注意する。 また，

$(x, i_{x})\hat{T}(y, i_{y})\Leftrightarrow i_{x}=i_{1}i_{2}\cdots i\in A(x) , i_{y}=j_{1}’j_{2}’\cdots i\in A(y)$

と定義すると $\hat{T}\in\Lambda_{F}(S\cross I)$ であり，この同値関係丁は定理の条件を満たしているので，
$\Upsilon_{m}$ は次の非決定性正単調逐次決定過程により超強表現される (図 2参照) :
nd-pmsdp $\Pi=(M(Q, \Sigma, q_{0}, ST, Q_{F}), h,\xi_{0})$

$Q=\{([m’], \{j_{1},j_{2_{\rangle\rangle}}\ldots j_{n}\})\}$

$q_{0}=([2], \{1,2,3 Q_{F}=\{([m’], \{\emptyset\})$

$h(\xi, q,r,j)=\xi+1>\xi(\forall\xi) , \xi_{0}=0$

すなわち，

$\overline{h}_{q0;\overline{Y}(q0,x)}(x)=f_{A(x)}(x) , x\in S=F(\Pi\min)$
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が成り立っている。

図 2. nd-pmsdp としての卵落とし問題 :卵 2個所有，3階建て

ここで $F(\Pi)=\{x=3$ , 12, 21, 11, 111, 121, $311\}\overline{h}(3)=\overline{h}(12)=\overline{h}(11)=\infty,$ $\overline{h}(21)=2,$

$\overline{h}(111)=\overline{h}(121)=\overline{h}(311)=3,$ $\min\{\overline{h}(x)|x$ 欧 $F(\Pi)\}=2$ である。
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