
シューベルト多様体の Newton kounkov 凸体と結晶基底の多面体表示

東京工業大学大学院理工学研究科数学専攻藤田直樹 $($Naoki mjita)

Department of Mathematics, Tokyo Institute of Technology

概要

本稿は RIMS研究集会「組合せ論的表現論とその周辺」における講演内容をまとめたものである．シューペルト多

様体のある付値に関する Newton-Okounkov 凸体が中島-Zelevinsky による結晶基底の多面体表示と一致するという

結果を紹介し，その応用として結晶基底の $*$-involutionに対する付値を用いた意味付けを与える．

1 導入．

Newton-Okounkov 凸体は射影多様体およびその関数体上の付値から作られる凸体であり，$Oko\iota$)nkov に

よって $[O1]$ , [02] において導入された．その後 Kaveh-Khovanskii ([KK1]) および Lazarsfeld-Mustata

([LM]) によって系統的な定義がなされ，トーリック多様体に対する Newton多面体の拡張として注目され
ている．トーリック多様体の幾何学的な情報がその Newton多面体から復元されるため，この凸体も元々の

射影多様体の幾何学的な情報を数多く含んでいると考えられている．例えば Newton-Okounkov 凸体の理

論を用いることで射影多様体のトーリック退化を系統的に構成することができる $($ [$HK$ , Corollary 3$\cdot$14] お

よび [$A$ , Theorem 1] 参照). しかしながらこの凸体を定義から計算することは非常に大変であり，具体的に

計算できる Newton-Okounkov 凸体の例は興味深い対象であると言える．本稿の主結果はシューペルト多様

体のある付値に関する Newton-Okounkov 凸体が中島-Zelevinsky による結晶基底の多面体表示と一致す

るというものである．この結果は具体的に計算できる Newton-Okounkov 凸体の新しい例を与えてくれる．

結晶基底を扱う際にはその具体的な実現を与えることが必要不可欠であり，これまで組み合わせ諭的対象

を用いた様々な実現が発見されてきた．中島-Zelevinsky による多面体表示もその一つであり，結晶基底を具

体的な線形不等式系を満たす格子点全体の集合として実現するというものである．量子包絡環 $U_{q}(\mathfrak{g})$ の下

半三角部分 $U_{q}(u^{-}\rangle$ および既約最高ウエイト加群 $V_{q}(\lambda)$ について，それらの結晶基底 $\mathcal{B}(\infty),$ $\mathcal{B}(\lambda)$ を考える．

中島-Zelevinsky ([NZ]) は柏原が論文 [Kas4] において導入した crystal の埋め込み $\Psi_{\overline{i}}$ : $\mathcal{B}(\infty)\mapsto \mathbb{Z}^{\infty}$ を考

え，その像を具体的な線形不等式系を用いて表示した (これらの用語は 3, 4節において定義する). ここで

$\mathbb{Z}^{\infty}$ は無限階数の $\mathbb{Z}$-格子である．その後中島 $([NID$ は $\mathcal{B}(\lambda)$ に対して同様の表示を与えた．これらの表示

を $\mathcal{B}(\infty)$ および $\mathcal{B}(\lambda\rangle$ の多面体表示という、本稿では半単純代数群 $G$ の極大幕単部分群 $U^{-}$ について座標

環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ の付値による像と $\mathcal{B}(\infty)$ の多面体表示が一致することや，対応する Newton-Okounkov 凸体の格

子点全体の集合と $\mathcal{B}(\lambda\rangle$ の多面体表示が一致することを紹介する．

シューベルト多様体の Newton-Okounkov 凸体を結晶基底の理論に由来する多面体と結び付ける，という

試みは既に Kaveh $([$KavJ) によって行われていたものである．Kaveh はシューベルト多様体のある付値に

関する Newton-Okounkov 凸体が Littelmann によるストリング多面体と一致することを見出した．このス

トリング多面体と中島-Zelevinsky による結晶基底の多面体表示との差が $*$-involutionで与えられるため，

本稿の結果と Kaveh の結果を対比することで，$*$-involutionを Newton-Okounkov 凸体の言葉で (正確には

射応する付値の言葉で) 解釈することができる．

簡単のため本稿では旗多様体 $G/B$ の Newton-Okounkov 凸体に限って話を進めることにする．実際には

Demazure 結晶の多面体表示 ([N2] 参照) を用いることで，いずれの結果もシューベルト多様体 $X(w)\subset G/B,$

$w\in W$ , まで自然に拡張することができる．なお本稿の詳細を記述した論文 [F2] を現在執筆中である．
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2 Newton-Okounkov 凸体．

ここでは本稿で扱う Newton-Okounkov 凸体を定義する ([KK1], [KK2], および [HK] 参照). $G$ を $\mathbb{C}$ 上

の連結単連結半単純代数群とし，9をその Lie 環，$W$ をWeyl 群，$P$ をウェイト格子，$E_{i}$ ,瓦，$h_{\dot{a}}\in \mathfrak{g},$ $i\in I,$

を ChevaHey 生成元とする．ここで $I$ は Dynkin 図形の頂点集合である．Borel 部分群 $BcC$ を固定し，
旗多様体 $G/B$ を考える．最長元 $w_{0}\in W$ の畏さを $N$ とすると，$G/B$ は複素 $N$ 次元の非特異射影多様体

である．優整ウェイト $\lambda$ 欧 $P$ に対して，$G/B$ 上の澄線束 $\mathcal{L}_{\lambda}$ を

$\mathcal{L}_{\lambda}:=(G\cross \mathbb{C})/B$

と定義する．ここで $B$ の宿作馬は $g\in G,$ $c\in \mathbb{C}$ , および $b\in B$ に対して，

$(g,c)\cdot b:=(gb, \lambda(b)c)$

により定める．最高ウェイト $\lambda$ の既約最高ウェイト G.加群を $V(\lambda)$ と書き，$v_{\lambda}\in V(\lambda\rangle$ をその最高ウェ

イトベクトルとする．このとき Borel-Weil の定理により，大域切断のなす空間 $H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})$ は双対加群

$V(\lambda)$
“

$:=$ Homc $(V(\lambda), \mathbb{C})$ と岡型な $\zeta_{J}^{\gamma}$-加群である．さて $U^{-}\subseteq G$ を opposite BoreJ 部分群 $B^{-}$ の寡単根

基とする．このとき自然な写像 $U^{-}arrow G/B,$ $u\mapsto umod B$ , は開埋め込みである．そのため関数体 $\mathbb{C}(G/B\rangle$

は関数体 $\mathbb{C}(U^{-})$ と岡一視することができる．

補題 2.1. 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i=(i_{N}, \ldots,i_{1})\in I^{N}$ に対し (添え字の順序に注意せよ), 写像

$\mathbb{C}^{N}arrow U^{-}, (t_{N}, \ldots, t_{1})\mapsto\exp(t_{N}F_{\mathfrak{i}_{N}})\cdots\exp(t_{1}F_{i_{1}})$ ,

は双有理尉である．この双有理財により，座標環 $\mathbb{C}|U^{-}$ ] を多項式環 $\mathbb{C}[\mathbb{C}^{N}]=\mathbb{C}[t_{N}$ , . . . , $t_{1}$ } の部分環とみな
し，闘数体 $\mathbb{C}(U^{-})$ を有理関数体 $\mathbb{C}(\mathbb{C}^{N})=\mathbb{C}\langle t_{N}$ , . . . , $t_{1}$ ) と同一視する．

$\mathbb{Z}^{N}$ 上の辞書武順序 $<$ および $\prec$ を次で定義する: $(a_{1_{2}} . , . , a_{N})$ , $(a_{1}’, \ldots, a_{N}’)\in \mathbb{Z}^{N}$ に対し，

$(a_{1}, \ldots, a_{N})<(a_{1}’, \ldots, a_{N}’)\approx$ ある $1\leq k\leq N$ について
$\rangle$

$a_{1}=a_{1}’$ , . . . , $a_{k-1}=a_{k-1}’,$ $a_{k}<a_{k\rangle}’$

$(a_{1)}\ldots, a_{N})\prec\langle a_{I}’$ , . . . , $a_{N}’)\approx$ ある $1\leq k\leq N$ について，$a_{N}=a_{N}’$ , . . . , $a_{k+1}=a_{k+1}’,$ $a_{k}<a_{k}’,$

定義 2.2 (highest term valuation). 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in I^{N}$ に対し，捕題 2.! を用いて関数体
$\mathbb{C}(G/B\rangle を有理関数体 \mathbb{C}\langle t_{N}, \ldots, t_{1})$ と岡一視する．さらに上で定義した $\mathbb{Z}^{N}$ 上の酵書式順序 $<$ を用いて，
$t_{N}$ , . . . $t_{1}$ を変数とする単項武たちの聞の順序 $<$ を次で定義する:

$t_{N}^{a_{N}}\cdots t_{1}^{a_{1}}<t_{N}^{a_{N}’}\cdots t_{\lambda}^{a_{1}’}\approx(a_{1}, \ldots, a_{/N})<(a_{1, )}’a_{N}’)$ .

以上の準備のもとで写像 $v_{i}:\mathbb{C}(G/B)\backslash \{0\}arrow \mathbb{Z}^{N}$ を次のように定める: $f,$ $g\in \mathbb{C}[t_{N}, . . . , t_{1}]\backslash \{0\}$ に

対して vi $(f/g)$ $:=v_{i}(f)-vi(g\rangle$ とし，$f=ct_{N}^{a_{N}}\cdots t_{1}^{a_{1}}+$ (lower terms) 欧 $\mathbb{C}|t_{N,}t_{1}$ ] $\backslash \{O\}$ に紺して

$v_{i}(f)$ $:=-(a_{1},$
$\ldots,$

$n_{N}\rangle$ とする; ここで $c$ は $0$ でない複素数であり，“ lower terms” は上で定めた順序に関
して $t_{N}^{aN}\cdots$理より小さい単項式たちの線形結合である．このとき $v_{i}$ は $\mathbb{C}\langle G/B$) 上の付値となる、つまり

$f,$ $g\in \mathbb{C}(C/B)\backslash \{O\}$ および $c\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$ に対して次が成り立つ :

(i) $\tau y_{i}(f\cdot g)=v_{i}(f)+v_{i}(g)$ .

(ii) $v_{i}(c\cdot f)=v_{i}(f)$ .

(fii) $f+9\neq 0$ であれば $v_{p}(f+g) \geq\min\{v_{i}(f), v_{i}(g)\}.$

ここで (iii) における $\min$
”
は $v_{i}$ の定義で縮いた辞書式順序 $<$ に関して小さい方を取る、この付値 $v_{i}$ を

$\mathbb{Z}^{N}$ の辞書弐順序 $<$ に関する highest term valuation という．岡様に $\mathbb{Z}^{N}$ の辞書式頽序 $\prec$ に関する

highest term valuation $\tilde{tt}i$ が定義される、
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次に切断 $\tau_{\lambda}\in H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})=V(\lambda)^{*}$ を $\tau_{\lambda}(v_{\lambda})=1$ となる最低ウエイトベクトルとする．$\mathbb{Z}_{\geq 0}$-次数付き

$\mathbb{C}$-代数 $R(\mathcal{L}_{\lambda}):=\oplus_{k\geq 0}H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}^{\otimes k})$ を考えよう．切断 $\tau_{\lambda}$ を用いて，$R(\mathcal{L}_{\lambda})_{k}:=H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}^{\otimes k})$ を次の

ように関数体 $\mathbb{C}(G/B)$ の有限次元 $\mathbb{C}$-部分空間とみなす:

$R(\mathcal{L}_{\lambda})_{k}\mapsto \mathbb{C}(G/B) , \sigma\mapsto\sigma/\tau_{\lambda}^{k}.$

すると関数体 $\mathbb{C}(G/B)$ 上の付値 $v_{i},$
$\tilde{v}_{I}$ }は $R(\mathcal{L}_{\lambda})_{k}\backslash \{O\}$ から $\mathbb{Z}^{N}$ への写像を誘導する．

定義 2.3 (Newton-Okounkov 凸体). 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in I^{N}$ および優整ウェイト $\lambda$ を取り，付値

$v$ を $v_{i}$ または $\tilde{v}_{i}$ のいずれかとする．半群 $S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})\subset \mathbb{Z}_{>0}\cross \mathbb{Z}^{N}$ を

$S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda}):=\bigcup_{k>0}\{(k, v(\sigma/\tau_{\lambda}^{k}))|\sigma\in R(\mathcal{L}_{\lambda})_{k}\backslash \{0\}\}$

と定義しよう．さらにこの $S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})$ を含む最小の実閉錐を $C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})\subseteq \mathbb{R}_{\geq 0}x\mathbb{R}^{N}$ とす

る．つまり，
$C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda,}.v, \tau_{\lambda}) :=\overline{\{c\cdot(k,a)|c\inR_{>0},(k,a)\in S(G/B,\mathcal{L}_{\lambda},v,\tau_{\lambda})\}}$

である; ただし Euclid 空間の部分集合 $H$ に対して，その Euclid 位相に関する閉包を遅 とする．ここで

$S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda}\rangle が半群であるため，C(G/B,C_{\lambda_{\rangle}}v, \tau_{\lambda})$ は実凸錐となっていることに注意する．最後に凸

集合 $\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})\subseteq \mathbb{R}^{N}$ を

$\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau\lambda):=\{a\in \mathbb{R}^{N}|(1, a)\in C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})\}$

により定める．この $\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda_{\rangle}}v, \tau_{\lambda})$ は凸体，つまりコンパクト凸集合となっており ([KK2, Theorem 2.30]

参照), Newton-Okounkov 凸体と呼ばれる．

よく知られているように，直線束 $\mathcal{L}_{\lambda}$ が非常に豊富であることとウェイト $\lambda$ が regularであることは同

値である．このとき Newton-Okounkov 凸体 $\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v,\tau_{\lambda})$ は実 $N$ 次元の凸体となっている $([KK2,$

Corollary 3.2]), $\lambda$ が regular でないとき，その実次元は一般に $N$ よりも小さくなる．

注意 2.4. $\lambda$ が regular のとき，つまり $\mathcal{L}_{\lambda}$ が非常に豊富な直線束のとき，射影空間への閉埋め込み $G/B\mapsto$

$\mathbb{P}(H^{\mathfrak{o}}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})^{*})$ が自然に定義され，$\mathcal{L}_{\lambda}$ は Serre のねじり層 $\mathcal{O}(1)$ の引き戻しとなる．[HK] を含む多くの

文献では $R(\mathcal{L}_{\lambda})$ の代わりに，この埋め込みに関する斉次座標環 $R=\oplus_{k\geq 0}R_{k}$ を用いて Newton-Okounkov

凸体を定義している．よく知られているように $R$ は $R(\mathcal{L}_{\lambda})$ の $\mathbb{Z}_{\geq 0}$-次数付き部分代数である．しかし $G/B$

が非特異 (特に正規) であるため，十分大きいすべての $k$ に対して $R_{k}=R(\mathcal{L}_{\lambda})_{k}$ が成り立つ ([Hart, Chapter

II, Ex. 5.14]). さらに $S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})$ が半群であるため，すべての $k’>0$ に対し，実錐 $C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v, \tau_{\lambda})$

は

$\bigcup_{k>k’}\{(k, v(\sigma/\tau_{\lambda}^{k}))|\sigma\in R(\mathcal{L}_{\lambda})_{k}\backslash \{0\}\}$

を含む最小の実閉錐と一致する．従ってどちらの次数付き代数を定義に用いても Newton-Okounkov 凸体は

同じものとなる．

以上の議論と全く同様にして，一般の正規射影多様体 $X$ , その上の直線束 $\mathcal{L}$ , 関数体 $\mathbb{C}(X)$ 上の付値 $v,$

および切断 $\tau\in H^{0}(X, \mathcal{L})$ に対して Newton-Okounkov 凸体 $\Delta(X, \mathcal{L}, v, \tau)$ が定義されることに注意する．

3 柏原結晶基底と大域結晶基底．

ここでは [Kav] および本稿の議論で本質的な役割を果たす，柏原結晶基底および大域結晶基底について説

明する ([Kas2], [Kas3], および [Kas4] 参照). まずは $|Kas4$] において導入された抽象的な crystal の定義を

思い出そう．$t:=\sum_{i\in I}\mathbb{C}h_{i}$ 欧佳とし，$t^{*}:=H\circ m_{\mathbb{C}}(\mathfrak{t}, \mathbb{C})$ をその双対空間，$\{\alpha_{i}|i\in I\}\subseteq t^{*}$ を単純ルートの

集合とする．このとき $\sum_{i\in I}\mathbb{Z}\alpha_{i}\subseteq P\subset t^{*}$ であることに注意する．
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定義 3.1 (crystal). 集合 $\mathcal{B}$ と写像

wt: $\mathcal{B}arrow P,$ $\epsilon_{i}:\mathcal{B}arrow \mathbb{Z}\cup\{-\infty\},$ $\varphi_{i}:\mathcal{B}arrow \mathbb{Z}\cup\{-\infty\},$

観 $:\mathcal{B}arrow \mathcal{B}\cup\{0\},$ $\tilde{f_{i}}:\mathcal{B}arrow \mathcal{B}$ 火 $\{0\},$ $i\epsilon I,$

が次の性質を満たすとき，組 $(\mathcal{B}\prime wt, \epsilon_{\’{i}}, \varphi_{i},\tilde{e}_{\dot{t}},\tilde{f}_{i})$ を crystal という: $i\in I$ および $b,$ $b’\epsilon \mathcal{B}$ について，

(i) $\varphi_{i}(b)=\epsilon_{i}(b)+\langle wt(b),$ $h_{i}\rangle.$

$\langle ii)$ $\tilde{\mathfrak{g}}b\in \mathcal{B}$ ならば $wt(\tilde{e}_{i}b\rangle=wt(b)+\alpha_{i},$ $\epsilon_{i}(\tilde{e}_{i}b)=\epsilon_{i}(b)-1,$ $\varphi_{\dot{t}}(\tilde{e}_{i}b)=\varphi_{i}(b)+1.$

(ni) $\tilde{f_{i}}b\in \mathcal{B}$ ならば $wt(\tilde{f_{i}}b)=wt(b\rangle-\alpha_{i}, \epsilon_{i}(\tilde{f_{i}}b)=\epsilon_{i}(b)+1,$ $\varphi:(\tilde{f}_{i}b)=\varphi_{i}(b\rangle-1.$

(iv) bl $=$ e
$\tilde{}$

ゆと $b=\tilde{f}_{i}b’$ は両値である．

(v) $\varphi_{i}(b)=-\infty$ ならば $\tilde{e}_{i}b=\tilde{f_{\mathfrak{i}}}b=0.$

ここで一 $\infty$ および $O$ はそれぞれ $\mathbb{Z}$ および $\mathcal{B}$ に含まれていない付加的な発であり，すべての $k$ 欧 $\mathbb{Z}$ に対し

て一 $\infty+$ k $=-\infty$ とする．

定義 3.2 (strict embedding). crystal $\mathcal{B}_{1},$ $\mathcal{B}_{2}$ に対し，単財 $\psi$ : $\mathcal{B}_{1}\mapsto \mathcal{B}_{2}$ が strict embedding であると

は，すべての $i\in I$ および $b\in \mathcal{B}_{1}$ に薄し，

$wt(\psi(b)\rangle=wt\langle b\rangle, \epsilon_{i}\langle\psi(b))=\epsilon_{{\}}\cdot(b) , \varphi_{i}(\psi(b))=\varphi_{i}(b) , \tilde{e}_{i}\psi(b)=\psi(\tilde{e}_{i}b) , \tilde{f_{i}}\psi(b)=\psi(\tilde{f}_{i}b)$

が成り立つことである．ただし $\tilde{e}_{i}b=0$ または $\tilde{f_{i}}b=0$ のときには，$\psi(0\rangle=0$ として考える．

$t^{*}$ 上の対称双線形形式 ) を次の条件を満たすように定義する:

(i) すべての $i,j\in I$ に対し，$2(\alpha_{J}\prime, \alpha_{i})/(\alpha_{i}, \alpha_{\grave{t}})=\langle\alpha j$
)

$h_{i}\rangle$ ;

(ii) すべての短単純ルート偽に対し，$(\alpha_{\dot{t})}\alpha_{i})=2.$

さらに $i\in I$ および $s\in \mathbb{Z}$ に対して

$q_{i}:=q^{\langle\alpha_{\dot{t}},\langle X:)/2}, [s \}_{i} \frac{q_{i}^{\delta}-q_{i}^{-s}}{q_{i}-q_{i}^{-1}}$

と書く．

定義 3.3 (量子包絡環). 膚限次元半単純 Lie 代数 9に対応する量子包絡環砺 (g) を $e_{i},$ $f_{i},$ $t_{i},$ $t_{i}^{-1},$ $i\in I$ , で

生成され，以下の閣係式を満たす単位的結合 $\mathbb{Q}(q)$-代数とする:;, $j\in I$ について，

(i) $t_{i}\ell_{i}^{-1}=1,$ $t_{i}t_{j}=t_{j}\ell_{i}.$

(ii) $t_{{\}}\cdot e_{j}t_{i}^{\sim 1}=q_{i}^{c_{j}\prime}e_{j},$ $t_{:}f_{j}t_{i}^{-1}=q_{i}^{-c_{i,j}}f_{j}.$

(iii) $e_{i}f_{j}-f_{\grave{J}}e_{i}=\delta_{i,j}(t_{i}\sim t_{\dot{t}}^{-1}\rangle/(q_{i}-q_{l}^{-1}\prime)$ .

(iv) $i\neq i$ ならば $\sum_{s-arrow 0}^{1-c_{j}}$
” $(-1)^{s}j\prime,(-1)^{s}f_{:}^{(n)}f_{j}f_{i}^{(1-c}‘ j\sim$の $=0.$

ここで $(c_{\dot{\tau},j})_{i,j\in I}$ は $g$ の Cartan 行列であり，$i\in I$ および $s\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して $[sJ_{i}!$ $[sJ_{i}[s-1]_{2}$ $[1]_{i)}$

$e_{\hat{l}}^{(s)}$

$:=e_{i}^{s}/[s]_{i}$ !, および $f_{i}^{\langle s\rangle}:=f_{i}^{s}/[s]_{i}!$ と定める．また $\delta_{i,j}$ は Kronecker の delta である．
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量子包絡環 $U_{q}(g)$ は次で定まる余積 $\Delta$ , 余単位射 $\epsilon$ , および対鍍 $S$ により Hopf 代数となる: $i\in I$ に対し，

$\Delta(e_{i}\rangle=e_{i}\otimes t_{i}^{-1}+1\otimes e_{i}, \Delta(f_{i})=f_{i}\otimes 1+t_{\mathfrak{i}}\otimes f_{1}, \Delta(t_{i})=t_{i}\otimes t_{i},$

$\epsilon(e_{i})=0, \epsilon(f_{i})=0, \epsilon(t_{i})=1,$

$S(e_{i})=-e,t_{i}, S(f_{i})=-t_{l}^{-1}\prime f_{i}, S(t_{i})=t_{i}^{-1}.$

ここで採用した $\Delta$ は [Kas2] における $\Delta_{-}$ と同じものである、 次に $\{f_{i}|i\in I\}$ で生成される砺 (g) の
$\mathbb{Q}$(q)-部分代数を $U_{q}(u^{-})$ と書き，$U_{q}(\mathfrak{g})$ の $\mathbb{Q}-involution^{-}$ および $\mathbb{Q}(q)$-anti-involution $*$ を

$\overline{e}_{i}=e_{i}, \overline{f}_{i}=f_{i}, \overline{t_{i}}=t_{i}^{-1}, \overline{q}=q^{-1},$

$e_{i}^{*}=e_{i)}f_{i}^{*}=f_{i}, t_{i}^{*}=t_{\dot{*}}^{-1}$

と定める．これらの involution はどちらも砺 $(u^{-})$ を保つことに注意する．さて $i\in I$ および $u\in U_{q}\langle u^{-}$ )

に対して [Kas2, Lemma 3.4.1] より，

$e_{i}u-ue_{\grave{l}}= \frac{t_{i}e_{i}"(u)-t_{i}^{-1}e_{i}’(u)}{q_{\dot{s}}-q_{i}^{-1}}$

となる $e_{i}’(u)$ , $e_{i}"(u)\in U_{q}(u^{-})$ が唯一つ存在する．このとき $e_{i}’$ および $e_{i}"$ は $U_{q}(u^{-})$ 上の線形変換を誘導す

る．[Kas2, Proposition 3.2. 1および Lemma 3.4.2] より

$U_{q}( u^{-})=\bigoplus_{k\geq 0}f_{i}^{(k)}Kere_{i}’$

となっている．以上の準備のもとで，$U_{q}(u^{-})$ 上の作用素 $\tilde{e}_{i},$
$\tilde{f_{i}},$ $i\in I$ , を次で定める ([Kas2, \S \S 3.5] 参照):

$u\in Kere_{i}’$ および $k\geq 0$ に対して，

$\tilde{e}_{i}(f_{i}^{(k)}u):=f_{i}^{\langle k-1)}u, \tilde{f}_{i}(f_{\grave{t}}^{(k)}u):=f_{i}^{(k+1)}u.$

ただし $f_{i}^{\langle-1)}u=0$ とする．これらの作用素を柏原作用素という．$q=0$ で正則な $\mathbb{Q}(q)$ の元全体のなす集合

を $A$ と書き，$U_{q}(u^{-})$ の $A$-部分加群 $L(\infty)$ および $L(\infty)/qL(\infty)$ の部分集合 $\mathcal{B}(\infty)$ を，

$L( \infty):= \sum_{i\geq 0}, A\tilde{f}_{i_{1}}\cdots\tilde{f}_{i_{l}}1,$

$i_{1},\ldots,i_{l}\epsilon I$

$\mathcal{B}(\infty) :=\{\tilde{f}_{i_{1}}\cdot\cdot\tilde{f}_{i_{l}}1mod qL(\infty)|l\geq 0, i_{1}, . . . , i_{l}\in I\}$

と定義する．

命題 3.4 ([Kas2, Theorem 4] 参照). 次が成り立つ．

(1) すべての $i\in I$ に対し，$\tilde{e}_{i}L(\infty)\subset L(\infty)$ , $\tilde{f_{1}}L(\infty)\subseteq L(\infty$ $)$。特に銑 $\overline{f}_{i},$ $i\in I$ , は $L(\infty)/qL\langle\infty$) に作

用する．

(2) すべての $i\in I$ に対し，$\tilde{e}_{t}\mathcal{B}(\infty\rangle\subset \mathcal{B}(\infty)\cup\{0\},\tilde{f}_{1}\mathcal{B}(\infty)\subset \mathcal{B}(\infty)$ .

(3) $\mathcal{B}(\infty)$ は $L(\infty)/qL(\infty)$ の $\mathbb{Q}$-基底である．

(4) 写像 $\epsilon_{i},$ $\varphi_{i}$ : $B(\infty)arrow \mathbb{Z}\cup\{-\infty\},$ $i\in I$ , を

$\epsilon_{i}(b) :=\max\{k\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|\tilde{e}_{i}^{k}b\neq 0\}, \varphi_{i}(b\rangle :=\epsilon_{i}(b)+\langle wt(b), h_{i}\rangle$

と定めると，組 $(\mathcal{B}(\infty)$ ;wt, $\epsilon_{i},$
$\varphi_{i},\tilde{e}_{i},$

$f_{i}^{\sim}\rangle$ は crystal である．
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組 $(L(\infty), \mathcal{B}(\infty))$ を砺 $(u^{-})$ の下働結晶碁底という．[Kas2, Proposition 5.2.4] および [Kas4, Theorem

2.1.1] より，$L(\infty)^{*}=L(\infty)$ , $\mathcal{B}(\infty)^{*}=\mathcal{B}(\infty)$ である．そのため写像

$v\hslash,$ $\epsilon_{i}^{*}:=\epsilon_{i}0*,$ $\varphi_{i}^{*}:=\varphi_{i}\circ*,$ $\tilde{e}_{i}^{*}:=*0\tilde{e}_{i^{0*}},$ $\tilde{f_{i}}^{*}:=*\circ\tilde{f_{i}}\circ*,$ $i$ 欧 $I,$

は $\mathcal{B}(\infty)$ の上にもう一つの crystaJ 構造を定める．さて優整ウエイト $\lambda$ に紺して，最高ウェイト $\lambda$ の既約最

高ウェイト砺 (佳)-繍群を $V_{q}(\lambda)$ とし，その最高ウェイトベクトルを $v_{q,\lambda}$ としよう．ウエイト $\mu\in P$ のウェ

イト空聞を $V_{q}(\lambda)_{\mu}$ と書くと，すべての $i$ 欧 $I$ に対して

$V_{q}( \lambda)= \bigoplus_{\mu\in P,0\leq k\leq\langle\mu,h_{\mathfrak{i}}\rangle},f_{a’}^{(k)}(Kere_{i}\cap V_{q}(\lambda)_{\mu})$

となっている $([Kas2, \S\S 2,2] 参照\rangle. そこで V_{q}(\lambda\rangle 上の作駕素 \tilde{e}_{i},\tilde{f_{i}}, i\in I, を次で定める: v\in Kere_{i}\cap V_{q}(\lambda)_{\mu}$

および $0\leq k\leq\langle\mu,$ $h_{i}\rangle$ に対して，

$\tilde{e}_{i}(f_{i}^{\langle k\rangle}v):=f_{2}^{(k-1)}v, \overline{f_{i}}(f_{i}^{\langle k)}v):=f_{i}^{\langle k+1\rangle}v.$

ただし $f_{i}^{(-1)}v=0$ とする．これらの作用素も柏原作溺葉という． $V_{q}(\lambda)$ のん部分加群 $L\langle\lambda\rangle$ および

$L(\lambda)/qL(\lambda)$ の部分集合 $\mathcal{B}(\lambda\rangle$ を，

$L( \lambda):=\sum_{\epsilon i_{1},\ldots,i\iota I}A\tilde{f}_{i_{1}}\cdots\tilde{f_{i_{1}}}v_{q,\lambda}l\geq 0,$

’

$\mathcal{B}(\lambda) :=\{\tilde{f_{i_{1}}}\cdots\tilde{f_{i_{i}}}v_{q.\lambda}mod qL(\lambda)|t\geq 0, 1_{1}, . . ., i_{\ell}\in 1\}\backslash \{O\rangle$

と定義する．

命題 3.5 ([Kas2, Theorem 2] 参照). 優整ウェイト $\lambda$ について，次が成り立つ、

(1) すべての $i\in I$ に対し，$\tilde{e}_{l^{-}}L(\lambda)\subseteq L(\lambda)$ , $\tilde{f_{i}}L(\lambda\rangle\subset L(\lambda)$ . 特に傷 $\tilde{f}_{i},$ $i\in I$ , は $L(\lambda)/qL(\lambda)$ に作用する．

(2) すべての $i\in I$ に魁し，$\tilde{e}_{i}\mathcal{B}\langle\lambda$) 欧 $\mathcal{B}(\lambda)$ 俺 $\{0\},$ $\tilde{f}_{i}\mathcal{B}(\lambda)\subseteq \mathcal{B}(\lambda\rangle$ 俺 $\{0\}.$

(3) $\mathcal{B}(\lambda)$ は $L(\lambda)/qL(\lambda)$ の $\mathbb{Q}$-基底である．

(4) 穿像亀，$\varphi$i $:\mathcal{B}(\lambda)arrow \mathbb{Z}\cup\{\sim\infty\},$ $i\epsilon I$ , を

$\epsilon_{i}(b\rangle \max\{k\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|\tilde{e}_{i}^{k}b\neq 0\}, \varphi(b) :=\max\{k EE \mathbb{Z}_{\geq 0}|\tilde{f}_{i}^{k}b\neq 0\}$

と定めると，組 $(\mathcal{B}(\lambda);wt, \epsilon_{i}, \varphi_{\mathfrak{i}},\tilde{e}_{i},\tilde{f}_{i})$ は crystal である．

組 $(L(\lambda),\mathcal{B}(\lambda))$ を $V_{q}(\lambda)$ の下劒結晶基底という．これらの crystal $\mathcal{B}(\infty)$ , $\mathcal{B}(\lambda)$ は互いに密接な関係に

ある．

命麺 3.6 ([Kas2, Theorem 5] 参照). 優整ウエイト $\lambda$ に対し，$\pi_{\lambda}$ : $U_{q}(u^{-}\ranglearrow V_{q}(\lambda)$ を $\prime\kappa_{\lambda}(u\rangle=u\cdot v_{q,\lambda}$ に

より定まる Uq(u-)$\tilde{}$加群の準岡型とする．このとき次が成り立つ．

(1) $\pi_{\lambda}(L(\infty\rangle\rangle=L(\lambda)$ , 特に $\pi_{\lambda}$ は $\mathbb{Q}arrow$線形写像 $\pi_{\lambda}$ : $L(\infty)/qL(\infty\rangle\sim, L(\lambda)/qL(\lambda)$ を誘導する．

(2) $\tilde{\mathcal{B}}(\lambda):=\{b\in \mathcal{B}(\infty\rangle|\pi_{\lambda}(b)\neq 0\}$ と書くと，$\pi_{\lambda}$ は $\tilde{\mathcal{B}}(\lambda\rangle$ から $B(\lambda)$ の上への全単躰を誘導する．

(3) すべての $i\in I$ および $b$ 欧 $\mathcal{B}(\infty)t_{\vee}’$ついて，$\tilde{f_{i}}\pi_{\lambda}(b)=\pi_{\lambda}(f_{i}^{\sim}b)$ .

(4) すべての $i\in I$ および $b$ 欧 $\tilde{\mathcal{B}}(\lambda)$ について，$\tilde{e}_{i}\pi_{\lambda}(b)=\pi_{\lambda}(\tilde{e}_{i}b)$ , $\epsilon_{i}(\pi_{\lambda}(b))=\epsilon_{i}(b)$ , $\varphi_{i}(\pi\lambda(b))=$

$\varphi_{i}(b)+\langle\lambda, h_{i}\rangle.$
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$U_{q}^{Q}(u^{-})$ を $\{f_{1}^{(k)}\prime|i\in I, k\in \mathbb{Z}\geq 0\}$ で生成される $U_{q}(u^{-}\rangle の \mathbb{Q}[q, q^{-l}]- 部分代数とし，V_{q}^{\mathbb{Q}}(\lambda):=$

$\pi_{\lambda}(U_{q}^{Q}(u^{-}))$ とする．このとき $V_{q}^{Q}(\lambda)$ は $e_{i},$ $f_{i},$ $(t_{i}-t_{1}^{-1})/(q_{i}-q_{i}^{-1})$ , $i\in 1$ , の作用で閉じている．さ

て $V_{q}(\lambda)$ の Q-involution $-$ を $\overline{u\cdot v_{q,\lambda}}=\overline{u}\cdot v_{q,\lambda},$ $u\in U_{q}(\mathfrak{g})$ , により定めると，自然な写像

$L(\infty)\cap\overline{L(\infty)}\cap U_{q}^{Q}(u^{-})arrow L(\infty)/qL(\infty)$ ,

$L(\lambda)\cap\overline{L(\lambda)}\cap V_{q}^{Q}(\lambda)arrow L(\lambda)/qL(\lambda)$

はどちらも線形同型となっている ([Kas2, Theorem 6 そこでそれぞれの逆写像を

$G_{q}^{1ow}:L(\infty)/qL(\infty)arrow L(\infty)\cap\overline{L(\infty\rangle}\cap U_{q}^{\mathbb{Q}}(u^{-})$ ,

$G_{q,\lambda}^{1ow}$ : $L(\lambda)/qL(\lambda)arrow L(\lambda)\cap\overline{L(\lambda)}\cap V_{q}^{Q}(\lambda)$

と書くと，集合 $\{G_{q}^{1ow}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\}$ および $\{G_{q,\lambda}^{1ow}(b)|b\in \mathcal{B}(\lambda)\}$ はそれぞれ $U_{q}^{\mathbb{Q}}(u^{-})$ および $V_{q}^{Q}(\lambda)$ の

$\mathbb{Q}[q,$ $q^{-}$牛基底となっている．これらを $U_{q}(u^{-}\rangle$ および $V_{q}(\lambda)$ の下側大域基底という．次は下側大域基底の

基本的な性質である．

命題 3.7. 優整ウェイト $\lambda$ について，次が成り立つ．

(1) すべての $b\in \mathcal{B}(\infty)$ に対し，$G_{q}^{\}ow}(b)^{*}=G_{q}^{1ow}\langle b^{*}$ ).

$(2\rangle$ すべての $b\in \mathcal{B}(\infty)$ に対し，$\pi_{\lambda}(G_{q}^{1ow}\langle b))=G_{q,\lambda}^{1\circ w}(\pi_{\lambda}(b))$ .

(3) すべての $i\in I,$ $b\in \mathcal{B}(\lambda)$ , および $k\in \mathbb{Z}\geq 0$ に対し，

$e_{i}^{(k)} \cdot G_{q,\lambda}^{1\circ w}(b)\in\{\begin{array}{l}\varphi_{i}(b)+kk\end{array}\}G_{q,\lambda}^{1ow}(\tilde{e}_{i}^{k}b)+_{b’\in \mathcal{B}(\lambda)_{j}}\sum_{wt(b’)=wt(\overline{e}_{:}^{k}b)},\mathbb{Z}[q, q^{-1}]G_{q,\lambda}^{Iow}(b’)$ ,

$\varphi:(b’)>\varphi,(\tilde{e}_{\dot{p}}^{k}b)$

$f_{i}^{\langle k)}\cdot G_{q,\lambda}^{1\circ w}(b)\in\{\begin{array}{l}\epsilon_{i}(b)+kk\end{array}\}.)b’\in \mathcal{B}(\lambda);wt(b’)=wt(\overline{f}^{k},\cdot$

$\epsilon_{i}(b’)>e.(j^{k}b)$

ここで $k\leq s\in \mathbb{Z}\geq \mathfrak{o}$ に対し，

$\{\begin{array}{l}sk\end{array}\}\cdot=\frac{[s]_{i}[s-1]_{i}\cdots[s-k+1]_{i}}{[k]_{i}[k-1]_{i}\cdots[1]_{i}}$

と定める．

(4) すべての $i\in I,$ $b\in \mathcal{B}(\infty)$ , および $k\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対し，

$f_{i}^{(k\rangle} \cdot G_{q}^{1ow}(b)\in\{\begin{array}{l}\epsilon_{\mathfrak{i}}(b)+kk\end{array}\}G_{q}^{1ow}(\tilde{f}_{i}^{k}b)+\sum_{-}.\cdot\cdot,$
$\mathbb{Z}[qb’\epsilon \mathcal{B}\langle\infty);wt\langle b’)-vh(\overline{f}^{k}b)\epsilon i(b’)>\epsilon_{i}(\tilde{f}^{k}b).$

’
$q^{-1}1G_{q}^{1ow}(b’)$ ,

$G_{q}^{1ow}(b) \cdot f_{i}^{(k)}\in\{\begin{array}{l}\epsilon_{|}^{*}(b)+kk\end{array}\}G_{q}^{1ow}((\tilde{f}_{i}^{*})^{k}b)+.\sum_{\rangle}, \mathbb{Z}[q, q^{-1}]G_{q}^{1ow}(b’)b’\epsilon \mathcal{B}(\infty)wt(b’)--w\hslash((\tilde{f}:)^{k}b)\epsilon:(b’\rangle>\epsilon:((\tilde{f}\cdot\wedge)^{k}b).\cdot$

4 結晶基底の多面体表示．

この節では 中島-Ze]evinsky による結晶基底の多面体表示について説明する ([NZ] および [N1]参照)$\grave{}$

最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i=(i_{N}, \ldots, i_{1})$ を固定し，次の条件を満たすように $I$ の元の無限列 $i=$

$(\ldots, i_{k}, \ldots, i_{N+1}, i_{N}, \ldots, i_{1})$ へと拡張する:

(i) すべての $k\geq 1$ に対し，$i_{k}\neq i_{k+1;}$
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(ii) すべての $i$ 欧 $I$ に対し，$i_{k}=i$ となる $k\geq 1$ が無限佃存在する．

この無限列 $\tilde{i}$ を用いて，$\mathbb{Z}^{\infty}:=$ . . , $a_{k}$ , )
$a_{2},$ $a_{1}$ ) $|a_{k}\in \mathbb{Z}$ , 十分大きい $k$ に対して $a_{k}=0$} 上の

crystal 構造を定義する．まず $k\geq 1,$ $i\in J$ , および $a=(\ldots, aa, a_{1})\in \mathbb{Z}^{\infty}$ に対し，

$\sigma_{k}(a):=a_{k}+\sum_{j>k}.\langle\alpha_{t_{j}}, h_{i_{k}}\rangle a_{j},$

$\sigma^{(i\rangle}(a):=\max\{\sigma_{k}(a)\}k\geq 1, i_{k}=i\},$

$M^{(i\rangle}(a) :=\{k\geq 1|i_{k}=i, \sigma_{k}(a)=\sigma^{(i\rangle}(a)\rangle$

とする．十分大きい $j>0$ について $a_{j}=$ であるため，$\sigma_{k}(a)$ および $\sigma^{(i)}(a)$ は整数として well-defined に

なっている．さらに $I\sigma^{(i)}(a)$ は非負の整数であり，$M^{\langle i)}(a)$ が有限集合であることと $\sigma^{(i)}(a)>0$ であること

は同値である．以上の準備のもとで，$i\in I$ および $a=(\ldots, a_{k}, \ldots, a_{2}, a_{1})\in \mathbb{Z}^{\infty}$ に対して

$wt(a):=-\sum_{k\geq 1}a_{k}\alpha_{\dot{\not\in}k}, \epsilon_{i}(a):=\sigma^{(i)}(a) , \varphi_{i}(a):=e_{i}(a\rangle+\langle wt(a\rangle, h_{i}\rangle,$

$\tilde{e}_{i}(a):=\{\begin{array}{ll}\langle ak-\delta_{k,m\delta xM(a)}\langle i))_{k\geq 1} (\sigma^{({\})}(a)>0 のとき ) ,0 (\sigma^{(i)}(a)=0 のとき ) ,\end{array}$

$\tilde{f}_{i}(a):=(a_{k}+\delta_{k,mi_{f1}M\langle\hat{*})(a)})_{k\geq 1}$

とすると，組 $(\mathbb{Z}^{\infty};wt, \epsilon:, \varphi_{i},\overline{e}_{i},\tilde{f_{i}})$ は crystal である．この crystal を $x_{\tilde{i}}\infty$ と書く．次に優整ウエイト $\lambda$ お

よび $i\in I$ に対し，

$\sigma_{(\rangle}^{(i)}:=-\langle\lambda, h_{i}\rangle+\sum_{>k_{\sim}1}(\alpha_{lk}\prime, h_{i}\rangle a_{k}$

とする、 このとき $i$ 欧 $I$ および $a=$ $(. . . a_{k}, \ldots, a_{2}, Qt)$ $\in \mathbb{Z}^{\infty}$ に対して

wt(a)
$:= \lambda-\sum_{k\geq\lambda}a_{k}\alpha_{i_{k}},$ $\epsilon_{i}\langle a):=\max\{\sigma^{(i)}(a\rangle, \sigma_{0}^{\langle i\rangle}(a)\},$

$\varphi_{i}(a\rangle$ $:=\epsilon_{i}(a\rangle+\langle wt(a),$ $h_{i}\rangle,$

$\overline{e},(a):=\{\begin{array}{ll}(a_{k}-\delta_{k,\max M^{\langle:)}\langle a)})_{k\geq 1} (\sigma^{(i)}(a)>0 かつ \sigma^{(i)}(a)>\sigma_{0}^{\langle i\rangle}(a) のとき ) ,0 (その他のとき),\end{array}$

$\tilde{f_{i}}(a):=\{\begin{array}{ll}(\langle i\rangle (\sigma^{\langle i\rangle}(a)>\sigma_{0}^{\langle i)}(a) のとき ) ,0 (その他のとき)\end{array}$

とすると，これらの写像は $\mathbb{Z}^{\infty}$ の上にもう一つの crystal 構造を定める．この crystal を $\mathbb{Z}_{\overline{i}}^{\infty}[\lambda]$ と書く．結

晶基底 $\mathcal{B}(\infty)$ および $B(\lambda)$ はそれぞれ $\ _{i}^{\infty}$ および $\mathbb{Z}^{\infty},i[\lambda]$ の中に埋め込むことができる．

命題 4.1 ([NZ, \S \S 2.4} 参照). 次が成り立つ．

(1) crystal の strict $e\Re$bedding $\Psi_{\overline{i}}$ : $\mathcal{B}(\infty)\mapsto \mathbb{Z}_{\overline{i}}^{\infty}$ であって，$\Psi_{\tilde{i}}(b_{\infty})=(\ldots, O, \ldots, 0, O)$ を満たすものが

唯一つ存在する．ここで $b_{\infty}$ は 1 $\epsilon U_{(t}(\iota\iota^{-})$ に紺応する $\mathcal{B}(\infty)$ の元である．

(2) $b\in \mathcal{B}(\infty)$ について灘 (b) $=(\ldots, a_{k}, . . . , a_{2}, a_{1})$ とすると，すべての $k\geq 1$ に対して

$a_{k}=e_{i_{k}}(\tilde{e}_{i_{k\cdot-1}}^{a_{k-1}} \cdots\tilde{e}_{i_{1}}^{a_{1}}b^{*})$

が成り立つ．

命題 4.2 $\langle$ [$N1$ , Theorem 3.2] 参照). 優整ウエイト $\lambda$ について，次が成り立つ．

(1) crystal の strict embedding $\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda\rangle}$ : $\mathcal{B}(\lambda)\mapsto \mathbb{Z}_{\check{i}}^{\infty}[\lambda]$ であって，$\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda\rangle}(b_{\lambda})=$

$.,$
$0$ , . .., $0,$ $O$) を満たすも

のが唯一つ存在する．ここで $b_{\lambda}$ は $\mathcal{B}(\lambda)$ の最高ウェイト元である．
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(2) すべての $b\in\tilde{\mathcal{B}}(\lambda)$ に対し，$\mathbb{Z}^{\infty}$ の元として $\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda\rangle}(\pi_{\lambda}(b))=\Psi_{\overline{i}}(b)$ が成り立つ．

これらの strict embedding $\Psi_{\overline{i}}$ および $\Psi_{\tilde{i}}^{(\lambda)}$ を柏原埋め込みといい，$\Psi_{\overline{i}}(\mathcal{B}(\infty))$ および $\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))$ をそれ

ぞれ $\mathcal{B}(\infty)$ および $\mathcal{B}(\lambda)$ の多面体表示という．本来 [NZ] や [N1] における
$($

多面体表示 ’とは，命題 4.8お

よび命題 4.9で述べる $\Psi_{\overline{i}}(\mathcal{B}(\infty))$ や $\Psi_{\frac{(}{I}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))$ の具体的な表示のことであり，本稿の用語は若干不正確で

あることを注意しておく．5, 6節でみるように $\Psi_{\tilde{i}}(\mathcal{B}(\infty))$ はある有理凸多面錐の格子点全体の集合であり，
$\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))$ はある有理凸多面体の格子点全体の集合となっている．$i$ が最長元 $w_{0}$ の簡約語であるため，す
べての $b\in \mathcal{B}(\infty)$ に対して $\tilde{e}_{i_{N}}^{\max}\cdots\tilde{e}_{i_{1}}^{rnax}b=b_{\infty}$ となる ([Kas4, \S \S 3.2] 参照). そのため命題 4.1 (2) および

命題 4.2 (2)より，

$\Psi_{:}-(\mathcal{B}(\infty))\subset\{(. . . , a_{k}, . . . a_{2}, a_{1})\in\ _{i}^{\infty}|$ すべての $k>N$ に対して $ak=0\},$

$\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))\subset$ . . , $a_{k}$ , . . . , $a_{2},$ $a_{1})\in \mathbb{Z}_{\dot{i}}^{\infty}[\lambda]|$ すべての $k>N$ に対して $a_{k}=0$}

となる．そこで次のように $\Psi_{\overline{I}}(\mathcal{B}(\infty))$ および $\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda\rangle)$ を $\mathbb{Z}^{N}$ の部分集合と同一視する:

$\Psi_{\tilde{i}}(\mathcal{B}(\infty))\mapsto \mathbb{Z}^{N}, (\ldots,0,0, a_{N}, \ldots, a_{2}, a_{1})\mapsto(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{N})$ ;

$\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))\mapsto \mathbb{Z}^{N}, (\ldots, 0,0, a_{N}, . . . , a_{2}, a_{1})\mapsto(a_{1}, a_{2}, . . . , a_{N})$ .

記号 4.3. 命題 4.1 (2) および命題 4.2 (2) より，合成写像

$\mathcal{B}(\infty)arrow^{\Psi_{I}}\Psi_{\overline{i}}(\mathcal{B}(\infty\rangle)\mapsto \mathbb{Z}^{N},$

$\mathcal{B}(\lambda)arrow\Psi_{\tilde{i}}^{(\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))\Psi_{I}^{\langle\lambda\rangle}\mapsto \mathbb{Z}^{N}$

はどちらも拡張 $\tilde{i}$ の取り方に依らず，簡約語 $i$ のみから定まる．そこでこれらの写像を単に $\Psi_{1}$ および $\Psi_{I}^{\langle\lambda)}$

と書くことにする．

定義 4.4. $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in I^{N}$ および優整ウェイト $\lambda$ に対して，部分集合 $S_{1}^{(\lambda)}\subset \mathbb{Z}_{>0}\cross \mathbb{Z}^{N}$ を

$S_{i}^{\langle\lambda)}:= \bigcup_{k>0}\{(k, \Psi_{i}^{(k\lambda)}(b))|b\in \mathcal{B}(k\lambda)\}$

により定義する．さらに $S_{i}^{(\lambda)}$ を含む最小の実閉錐を $C_{i}^{(\lambda)}\subset \mathbb{R}_{\geq 0}\cross \mathbb{R}^{N}$ とし，部分集合 $\Delta_{i}^{(\lambda)}\subset \mathbb{R}^{N}$ を

$\Delta_{i}^{(\lambda)}:=\{a\in \mathbb{R}^{N}|(1, a)\in \mathcal{C}_{i}^{(\lambda)}\}$

と定める．

この $\Delta_{i}^{(\lambda)}$ も $\mathcal{B}(\lambda)$ の多面体表示と呼ぷことにする．実際に $\Delta_{i}^{(\lambda\rangle}$ の格子点全体の集合として $\mathcal{B}(\lambda)$ の多

面体表示が得られる．

命題 4.5 ([F2] 参照). $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in I^{N}$ および優整ウェイト $\lambda$ に対して，$\Delta_{i}^{(\lambda\rangle}\cap \mathbb{Z}^{N}=\Psi_{i}^{(\lambda\rangle}(\mathcal{B}(\lambda))$

である．

次に $\Delta_{i}^{(\lambda)}$ の有界性について述べる．

補題 4.6 $([N1,$ Theorem $3.1])$ . 優整ウェイト $\lambda$ について $\tilde{\mathcal{B}}(\lambda)\subset \mathcal{B}(\infty)$ を命題 3.6 (2) で定義した集合と

すると，
$\tilde{\mathcal{B}}(\lambda)=\{b\in \mathcal{B}(\infty)|$ すべての $i\in I$ について $\epsilon_{i}(b^{*})\leq\langle\lambda,$ $h_{i}\rangle\}$

である．

従って命題 4.1 (2) および命題 4.2 (2) より次が成り立つ．
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系 4.7. $w_{0}\in W$ の簡約語 $i=(i_{N}, \ldots, i_{1})\in I^{N}$ および優整ウェイト $\lambda$ に対して，

$\Delta_{i}^{(\lambda)}\subseteq\{(a_{1}, . . . , a_{N})$ $\epsilon\Re^{N}|$ すべての $1\leq k\leq N$ について $0\leq a_{k}\leq\langle\lambda,$ $h_{i_{k}}\rangle\}$

である．特に $\Delta_{i}^{\langle\lambda\rangle}$ はコンパクト集合となる (5節でみるように実際には荷理凸多面体となっている).

最後に [NZ] および [N1] の主結果である $\Psi_{\overline{i}}(\mathcal{B}\langle\infty)$ ) および $\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda)}(\mathcal{B}(\lambda))$ の具体的な表示について述べる．

$k\geq 1$ に鮒して

$k^{(+)}:= \min\{l>k|i_{i}=i_{k}\}$ , および

$k$ $:=\{\begin{array}{ll}\max\{l<k| il=i_{k}\} (ある t<k について il=i_{k} のとき),0 (その他のとき)\end{array}$

と書く，無限次元の�線型空間

$\mathbb{Q}^{\infty}:=\{a=(\ldots, a_{k}, . . . , a_{2}, a_{1})$ $|a_{k}\in \mathbb{Q}$ , 十分大きい $k$ に贈して $ak=0\}$

を考え，その上のアフィン関数 $\beta_{k}^{(\pm\rangle}(a)$ および $\lambda^{(i)}(a)$ を

$\beta_{k}^{(+)}\langle a\rangle:=a_{k}+\sum_{k<j<k\langle+\rangle}\langle\alpha_{i_{i}}\rangle h_{i_{k}}\rangle a_{j}+a_{k^{\langle+)}},$

$\beta_{k}^{(-)}(a):=\{\begin{array}{ll}a_{k} +\sum_{k^{\langle-\rangle}<j<k}\langle\alpha_{i_{j}}, h_{i_{k}}.\rangle aj+a_{k} (k^{(-)}>0 のとき ) ,-\langle\lambda, h_{i_{k}}\rangle+\sum_{1\leq j<k}\langle\alpha_{i_{j}}, h_{i_{k}}\rangle aj+a_{k} (k^{\langle-)}=0 のとき ) ,\end{array}$

$\lambda^{(i\rangle}(a):=\langle\lambda, h_{i}\rangle- \sum \langle\alpha_{t_{j}}, h_{i}\rangle a_{j}-a_{\tilde{i}\langle\dot{{\}})}$

$\iota\leq j<\tilde{1}({\}\rangle$

と定める，ここで $\tilde{i}^{(i)}:=\min\{k\geq 1|$ 秘 $=i\}$ である．次に $\mathbb{Q}^{\infty}$ 上のアフイン関数 $\psi$ を $\psi 0,$ $\psi_{1}$ , . . . $\epsilon \mathbb{Q}$ を

周いて $\psi(a)=\psi 0+\sum_{k\geq 1}\psi_{k}a_{k}$ と表示し，作用素 $\hat{S}_{k},$

$k\geq 1$ , を

$\hat{S}_{k}(\psi):=\{\begin{array}{ll}\psi-\psi_{k}\beta_{k}^{(+)} (\psi_{k}>0 のとき ) )\psi-\psi_{k}\beta_{k} (\psi_{k}\leq 0 のとき )\end{array}$

と定義する．この作用素 $\hat{S}_{k},$ $k\geq 1$ , により $aj,$ $j\geq 1$ , から生成される線形関数全体の集合を警とし，$\{x_{i},$

$i\geq 1$ , および $\lambda^{(i\rangle}(a),$ $i\in I$ , から生成されるアフイン関数全体の集合を亀 $[\lambda]$ とする．つまり

$\underline{=}_{\overline{\iota}^{:=}}\{\hat{S}_{j_{k}}\cdots\hat{S}_{j_{1}}a_{j。}|k\geq 0, j_{0}, \cdots,l\acute{k}\geq 1\},$

$–\tilde{i}-[\lambda]:=\{\hat{S}_{j_{k}’}. .\hat{S}_{j_{1}}a_{j}$

。
$|k\geq 0, j_{0}, \cdots,j_{k}\geq 1\}$

$\cup\{\hat{S}_{i_{kJ1}}\cdots\hat{S}\prime\lambda^{\langle’)}(a)|k\geq 0, i\in I, j_{1}, j_{k}\geq 1\}$

である．

命題 4.8 $($ [$NZ$ , Theorem $3.1$] $\rangle.$

$\Sigma_{\overline{i}}:=\{a\in \mathbb{Z}_{\overline{i}}^{\infty}$ 欧 $\mathbb{Q}^{\infty}$ けべての $\psi\epsilon-\sim-\tilde{i}$ に対して $\psi(a)\geq 0\}$

$\sim\tilde{i}$と書く，このときすべての $\psi\in--$ と $k$ $=0$ となる $k\geq 1$ に対して戦 $=0$ であれば，多面体表示

$\Psi_{\overline{i}}(\mathcal{B}\langle\infty))$ は $\Sigma_{\overline{i}}$ と一致する．

命題 4. $9\ovalbox{\tt\small REJECT}|N1$ , Theorem 4.1]).

$\Sigma_{\overline{i}}[\lambda]:=\{a\in \mathbb{Z}_{\overline{i}}^{\infty}[\lambda]\subseteq \mathbb{Q}^{\infty}|$ すべての $\psi\in--\tilde{;}[\lambda]$ に対して $\psi(a)\geq 0\}$

と書く．このとき $(\ldots, 0, \ldots, 0,0)\in\Sigma_{\tilde{i}}[\lambda]$ であれば，多面体表示 $\Psi_{\frac{(}{i}}^{\lambda\rangle}(\mathcal{B}(\lambda\rangle)$ は $\Sigma_{\tilde{i}}[\lambda]$ と一致する．
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5 主結果．

本稿の主結果を述べる前に大域結晶基底の $q=1$ による特殊化を考え，いくつかの補題を準備する．$u^{-}\subseteq g$

を $U^{-}$ の Lie 環とし，$U(u^{-})$ をその普遍包絡環とする．$\mathbb{Q}$-代数の準同型 $\mathbb{Q}|q,$ $q^{-1}$ ] $arrow \mathbb{C},$ $q\mapsto 1$ , にょり $\mathbb{C}$

を $\mathbb{Q}[q,$ $q^{-}$牛加群とみなすと，$\mathbb{C}$-代数としての同型

$U(u^{-})arrow^{\sim}U_{q}^{Q}(u^{-})\otimes_{Q[q,q^{-}}$

月
$\mathbb{C},$ $F_{i}\mapsto f_{i}\otimes 1,$

が得られる．また $V_{q}^{Q}(\lambda)\subset V_{q}(\lambda)$ が $e_{i},$
$f_{i},$ $(t_{i}-t_{i}^{-1})/\langle q_{i}-q_{1}^{-1}$ ), $i\in I$ , の作用で閉じていることから，$\mathbb{C}$-線

形空間 $V_{q}^{Q}(\lambda)\otimes_{Q[q,q^{-1}}J\mathbb{C}$ は次で定まる $\mathfrak{g}$-加群の構造を持つ: $i\in I,$ $v\in V_{q}^{\mathbb{Q}}(\lambda)$ , および $c\in \mathbb{C}$ に対し，

$E_{1}(v \otimes c):=(e_{i}v)\otimes c, F_{i}(v\otimes c):=(f_{i}v)\otimes c, h_{i}(v\otimes c):=(\frac{t_{\iota’}-t_{i}^{-1}}{q_{i}-q_{i}^{-1}}v)\otimes c.$

この $\mathfrak{g}$-加群は $V(\lambda)$ と同型であることが知られている $([J,$ Lemma $5. 14J 参照)$ . $G^{1ow}(b)$ , $b\in \mathcal{B}(\infty)$ , および
$G_{\lambda}^{1ow}(b)$ , $b\in \mathcal{B}(\lambda\rangle, をそれぞれ G_{q}^{1ow}(b),$ $b\in \mathcal{B}(\infty)$ , および $G_{q,\lambda}^{1ow}(b),$ $b\in \mathcal{B}(\lambda)$ , の $q=1$ にょる特殊化とす

る．つまり

$G^{1ow}(b):=G_{q}^{1ow}(b)\otimes 1\in U_{q}^{\mathbb{Q}}(u^{-})\otimes_{Qfq,q^{-1}]}\mathbb{C}\simeq U(u^{-})$ ,

$G_{\lambda}^{1ow}(b):=G_{q,\lambda}^{1ow}(b)\otimes 1\in V_{q}^{\mathbb{Q}}(\lambda)\otimes_{\mathbb{Q}[q,q^{-1}]}\mathbb{C}\simeq V(\lambda)$

である．さて普遍包絡環 $U(u^{-})$ は次で定める余積 $\Delta$ , 余単位射 $\epsilon$ , および対踪 $S$ にょり Hopf 代数となる:
$i\in I$ に対し，

$\Delta$ (昂) $=F_{i}\otimes 1+1\otimes F_{i},$ $\epsilon(F_{i})=0,$ $S(F_{i})=-F_{\nu’}.$

また $i\in I$ に対して $e_{i}\in \mathbb{Z}^{J}$ を $i$ の成分のみ 1, 他は $0$ として定まるベクトルとすると，鶏の次数を $e_{i}$ と

することで $U(u^{-})$ は $\mathbb{Z}_{\geq 0}^{I}$-次数付き $\mathbb{C}$-代数となる:

$U( \iota\iota^{-})=\bigoplus_{d\in Z_{\geq 0}^{I}}U(u^{-})_{d}.$

$\mathbb{Z}$I
$\geq$び次数付き $\mathbb{C}$-代数としての双対

$U( u^{-})_{gr}^{*}:=\bigoplus_{d\in Z_{\geq 0}^{1}}U(u^{-})_{d}^{*}$

を考えよう． $U(u^{-})$ が Hopf 代数であることから，その双対 $U(u^{-})_{gr}^{*}\}_{\vee}^{\vee}$ も自然に Hopf 代数の構造が入
る． $\{G_{\lambda}^{up}(b)|b\in \mathcal{B}(\lambda)\}\subset H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})=V(\lambda)^{*}$ を $\{G_{\lambda}^{1ow}(b\rangle|b\in \mathcal{B}(\lambda)\}\subseteq V(\lambda)$ の双対基底とし，
$\{G^{up}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subset U(u^{-})_{gr}^{*}$ を $\{G^{1\circ w}(b)|b\in \mathcal{B}(\infty)\}\subseteq U(u^{-})$ の双対基底とする．$\pi_{\lambda}$ : $U(n^{-}\ranglearrow V(\lambda)$

を $\pi_{\lambda}(u)=u\cdot v_{\lambda}$ により定まる $U(u^{-})$-加群の準同型とすると，命題 3.7 (2) よりすべての $b\in \mathcal{B}(\infty)$ に対

して $\pi_{\lambda}(G^{1ow}(b))=G_{\lambda}^{1ow}(\pi_{\lambda}(b))$ となっている;ただし $\pi_{\lambda}(b)=0$ のときには $G_{\lambda}^{1ow}(\pi_{\lambda}(b))=0$ として考え

る．そのため $\pi_{\lambda}^{*}$ : $H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})=V(\lambda)^{*}\mapsto U(u^{-})_{gr}^{*}$ を双対写像とすると，すべての $b\in\tilde{\mathcal{B}}(\lambda)$ に対して
$\pi_{\lambda}^{*}(G_{\lambda}^{up}(\pi\lambda(b)))=G^{up}(b)$ が成り立つ．さて，座標環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ も以下で定まる Hopf代数の構造を持ってぃる:
$f\in \mathbb{C}[U^{-}]$ および $u,$ $u_{1},$ $u_{2}\in U^{-}$ に対し，

$\Delta(f)(u_{1}\otimes u_{2})=f(u_{1}u_{2}) , \epsilon(f)=f\langle 1) , S(f)(u)=f(u^{-1})$ .

よく知られているように座標環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ は Hopf代数として $U(u^{-})_{gr}^{*}$ と岡型である．具体的に同型写像を詑

述すると次のようになる．

補題 5.1 ([GLS, Proposition 5.1] 参照). 写像丁: $U(u^{-})_{gr}^{*}arrow \mathbb{C}[U^{-}]$ を次で定義する: $\rho\in U(u^{-})_{gr}^{*}$ および

$x\in u^{-}$ に対して，

$\Upsilon(\rho)(\exp(x))=\sum_{\{\geq 0}p\langle x^{i})/l!.$

このとき $\Upsilon$ は Hopf 代数の同型である．
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この岡型丁を遠して，$U(c\downarrow^{-})_{S^{f}}^{{\}}$ と $\mathbb{C}|U^{-}$ ] を問一視する．さて $i\in I^{N}$ を最畏元 $\uparrow v_{0}\in W$ の簡約語とし，

補題 2.1を用いて塵標環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ を多項式環 $\mathbb{C}[t_{N}, . . . , t_{1}]$ の部分環と岡一視しよう．このとき を通して，

$G^{up}\langle b)\in U\langle u^{-})_{gr}^{*},$ $b$ 欧 $\mathcal{B}(\infty)$ , は $t_{N}$ , . . . , $t_{1}$ を変数とする多項式とみなすことができる．本稿の主結果で

は大域切断のなす空間 $H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})$ 上で付値 $v_{i}$ の値を取ることが柏原埋め込み $\Psi_{i}^{(\lambda)}$ に対慈し，座標環

$\mathbb{C}[U^{-}]$ 上で付値 $t/i$ の値を取ることが柏原埋め込み $\Psi_{i}$ に対応する．

補題 5.2. すべての $\eta^{-}\epsilon H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})$ に対し，$\mathbb{C}|U^{-}$ ] において $(\tau/\tau_{\lambda})|_{U}-=(T\circ\pi_{\lambda}^{*})(\tau)$ が戒り立つ．特

にすべての $b\in\overline{\mathcal{B}}(\lambda)$ に対し，$G_{\lambda}^{\mathfrak{u}p}(\pi_{\lambda}(b))/\tau_{\lambda}$ の $U^{-}$ への舗限は $G^{up}(b)\in \mathbb{C}[U^{-}]$ と一致する．

この補題は補題 4.2 (2) の類似となっており，これらを鰐いることで $\mathcal{B}(\lambda)$ や $fI^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})$ に関する議

論を $\mathcal{B}(\infty)$ や $\mathbb{C}[U^{-}]$ に関する議論に帰着させることができる．次が本稿の主結果である．

定理 5.3. 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in$ 押および優整ウェイト $\lambda$ について，次が成り立つ．

(1) すべての $b$ 欧 $\mathcal{B}(\infty)$ に対し，$\Psi_{i}(b)=-\mathfrak{r}_{i}^{1}(G^{up}\langle b\rangle)$ である．特に多面体表赤 $\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))$ は $-C^{1i}(\mathbb{C}[U^{-}]\backslash$

$\{0\})$ と一致する．

(2) すべての $b\in \mathcal{B}(\lambda)$ に対し，$\Psi_{t}^{(\lambda)}\langle b$) $=-v_{1}(G_{\lambda}^{t\zeta)}(b)/\tau_{\lambda})$ である．

(3) 線形岡型 $\omega$ : $\mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{N};\mathbb{R}x\mathbb{R}^{N}$ を $\omega\langle k$ , a) $=(k, -a)$ と定めると，$\mathcal{S}_{i}^{(\lambda\rangle}=\omega(S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i)}\tau_{\lambda}\rangle)$ ,

$C_{i}^{(\lambda)}=\omega(C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i}, \tau_{\lambda}))$ , および $\Delta_{i}^{(\lambda)}=-\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i}, \tau_{\lambda})$ が成り立つ．

補題 4.2 (2) および補題 5.2より，(2) の主張は (1) の主張から灌ちに従う．また (3) の主張は (2) の主張

からほぼ明らかである．(1) の主張は命題 3.7 (4) の二つ匿の主張を繰り返し用いることで舐明される．こ

こで座標環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ を多項式環 $\mathbb{C}[t_{N}, . . ., t_{1}]$ の部分環とみなしたとき，Chevalley 生成元 $F$ の $\mathbb{C}[U^{-}]$ へ

の右作用がちに関する偏微分と対応するという事実を用いる．

以降ではこの定理の応用について述べる．まず $(3\rangle$ の主張から次が従う $\acute{}$

系 5.4. 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in 1^{N}$ および優整ウェイト $\lambda$ について，次が成り立つ．

(1) 集合 $S_{i}^{(\lambda)}$ および $S(G/B,$ $\mathcal{L}_{\lambda},$

$v_{i},$
$\tau_{\lambda}\rangle$ は有限生成楽群である．

(2) 実閉錐 $c_{:}^{(\lambda)}$ および $C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, む i, \tau_{\lambda})$ は有理幽多面錐であり，

$S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i}, \tau_{\lambda})=C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i}, \tau_{\lambda})\cap(\mathbb{Z}_{>0}\cross \mathbb{Z}^{N})$

が成り立つ．

(3) 多藏体表示 $\Delta_{i}^{(\lambda)}$ および Newton-Okounkov 凸体 $\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v\tau)$ は荷理凸多面体であり，多面体

表示重 i
$\langle\lambda$)( $\mathcal{B}$ $(\lambda\rangle)$ は $-\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda_{J}}v_{i}, \tau_{\lambda})\cap \mathbb{Z}^{N}$ と一致する．

次の応期として命題 4.9を用いて Newton-Okounkov 凸体の具体的な表示を与える．4節のように簡約

語 $i=(i_{N}, \ldots, i_{2})$ の拡張 $\tilde{i}=(, . . , i_{k}, \ldots, i_{N+1}, i_{N}, \ldots, i_{1})$ を取る．すべての $\psi\in--\tilde{i}-[\lambda]$ に対して，定数項
$\psi$ . . , $0$ , . $t\cdot$ ; $0,$ $0\rangle)$ が $\lambda$ の線形閣数とみなせることに注意しよう．特に $(. . . , O, . . . , O, 0)$ 欧 $\Sigma_{\overline{i}}[\lambda]$ のとき，す

べての $k\in \mathbb{Z}_{>0}$ に対して $(\cdots, 0, 。. , ,0,0)\in\Sigma_{\tilde{i}}[k\lambda]$ となっている．よって命題 4.9から次が従う．

系 5$\cdot$5. $(. . . , 0, \ldots, 0,0)\epsilon\Sigma_{\tilde{i}}[\lambda]$ のとき，

$S_{t}^{(\lambda\}}=\omega(S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i}, \tau_{\lambda}))$

$=\{\langle k,$ $a_{1}$ , . . . $a_{N})$ 欧 $\mathbb{Z}_{>0}\cross \mathbb{Z}^{N}|$ すべての $\psi\epsilon\overline{--}i[k\lambda]$ に対して，$\psi(\ldots)0,$ $0,$ $a_{N}$ , . .. , $a_{1})\geq 0\},$

$C_{i}^{(\lambda)}=\omega(C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda,i}\iota, \tau_{\lambda}))$

$=\{(k, (x_{1,\ldots,N}a)\in \mathbb{R}_{\geq 1\rangle}\cross \mathbb{R}^{N}|$ すべての $\psi\in--\tilde{i}-[k\lambda]$ に対して，$\psi(\ldots, O, O, a_{N_{9}}\ldots, a_{1})\geq 0$},
$\Delta_{i}^{(\lambda)}=-\Delta(G/\mathcal{B}, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i}, \tau_{\lambda})$

$=\{(a_{1}, \ldots, aN\rangle 欧 \mathbb{R}^{N}| すべての \psi\in\overline{\sim_{\underline{\sim}}}\overline{i}[\lambda] に対して , \psi\langle\ldots, 0,0, a_{N}, \ldots, a_{1})\geq 0\}$
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が成り立つ．

$6$ $*$-involution.

この節では主結果の応用として付値の言葉で $*$-involutionを解釈する．まずは Newton-Okounkov 凸体と

ストリング多面体を結び付ける [Kav] の結果を思い出そう．最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i=(i_{N},$
$\ldots,$

$i_{1}\rangle\in I^{N}$

に対応するストリングパラメトリゼーションを $\Phi_{i}:\mathcal{B}(\infty)\mapsto \mathbb{Z}^{N}$ とする，つまり $\Phi_{i}(b)=(a_{N}, \ldots, a_{1})$

とすると，すべての $1\leq k\leq N$ に対して

$a_{k}=\epsilon_{i_{k}}(\tilde{e}_{i_{k+1}}^{a_{k+1}}\cdots\tilde{e}_{i_{N}}^{a_{N}}b)$

である．命題 4.1 (2) により $\Phi_{i}=\Psi_{i^{\circ p}}\circ*$ となっていることに注意する．ただし $i^{op}:=(i_{1}, \ldots, i_{N})$ である．

定義 6.1 (ストリング多面体). 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in I^{N}$ および優整ウェイト $\lambda$ に対して，部分集

合 $\tilde{\mathcal{S}_{i}}^{(\lambda\rangle}\subset \mathbb{Z}_{>0}\cross \mathbb{Z}^{N}$ を

$\tilde{\mathcal{S}_{i}}^{(\lambda)}:=\bigcup_{k>0}\{(k, \Phi_{1}(b))|b\in\tilde{\mathcal{B}}(k\lambda)\}$

により定義する．さらに $\tilde{S_{i}}^{(\lambda)}$ を含む最小の実閉錐を $\tilde{C_{i}}^{(\lambda)}\subset \mathbb{R}_{\geq 0}\cross \mathbb{R}^{N}$ とし，部分集合 $\Delta_{i}^{(\lambda)}\subset \mathbb{R}^{N}$ を

$\tilde{\Delta}_{i}^{(\lambda)}:=\{a\in \mathbb{R}^{N}|(1, a\rangle\in\hat{C}_{l}^{(\lambda\rangle}\}$

と定める．この $\tilde{\Delta}_{1}^{(\lambda)}$ をストリング多面体という ([Lit, Section 1] および [Kav, Definition 3.5] 参照).

$\tilde{\Delta}_{i}^{(\lambda)}$ は有理凸多面体であり，$\Delta_{i}^{(\lambda)}\cap \mathbb{Z}^{N}=\Phi_{i}(\tilde{\mathcal{B}}(\lambda))$ となることが知られている ([Lit, Section 1] および

[BZ, \S \S 3.2および Theorem 3.10] 参照). 次が [Kav] の主結果である．

命題 6.2 ([Kav, Theorem 4.1, Corollary 4.2, および Remark 4.6] 参照). 最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語 $i\in I^{N}$

および優整ウェイト $\lambda$ について，次が成り立つ．

(1) すべての $b\in\dot{\tilde{B}}(\lambda\rangle$ に対し，$\Phi_{1}(b)=-\tilde{v}_{i}(G_{\lambda}^{u:>}(\pi_{\lambda}(b))/\tau_{\lambda})$ である．

(2) 線形同型 $\omega$ : $\mathbb{R}x\mathbb{R}^{N}arrow\sim \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{N}$ を $\omega(k, a)=(k, -a)$ と定めると，$\tilde{S}_{i}^{(\lambda)}=\omega(S(G/B, \mathcal{L}_{\lambda},\tilde{v}_{i}, \tau_{\lambda}))$ ,
$\tilde{C_{i}}^{(\lambda)}=\omega(C(G/B, \mathcal{L}_{\lambda},\tilde{v}_{i_{\rangle}}\tau_{\lambda}))$ , および $\tilde{\Delta}_{i}^{(\lambda)}=-\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda_{1}}\tilde{v}_{i}, \tau_{\lambda})$ が成り立つ．

注意 6.3. Kaveh の結果は命題 3.$7(3)$ の二つ目の主張を繰り返し用いることで証明される．ここでは

Chevalley 生成元 $F_{i},$ $i\in I$ , の左作用が鍵となるため，$G_{q}^{up}(b)$ や $G^{up}(b)$ を導入する必要がなく，すべての

議論を $G_{q,\lambda}^{up}(b)$ と $G_{\lambda}^{up}(b)$ のみを用いて行うことができる．一方で本稿の主結果 (定理 5.3) の註明におい

て鍵となるものは，Chevalley 生成元 $F_{i},$ $i\in I$ , の座標環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ への右作用である．大域切断のなす空間

$H^{0}(G/B, \mathcal{L}_{\lambda})$ にはこの作用を制限することができないため，$G_{q}^{up}(b)$ や $G^{u}(b)$ を導入して座標環 $\mathbb{C}[U^{-}]$ へ

と話を帰着させる必要が生じる．この部分が本稿の議論の特色である．

$C_{i}\subset \mathbb{R}^{N}$ を $\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))\subset \mathbb{Z}^{N}$ を含む最小の実閉錐とする．命題 4.1 (2) により $\Psi_{i}=\Phi_{i^{\circ p0*}}$ なので，Ci は
$i^{op}$ に対応するストリング錐と一致する ([BZ, \S \S 3.2] 参照). $C_{i}$ は有理凸多面錐であり，$C_{1}\cap \mathbb{Z}^{N}=\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))$

となることが知られている ([Lit, Section 1] および [BZ, \S \S 3.2および Theorem 3.10] 参照). さて，柏原埋

め込みからストリングパラメトリゼーションへの変換 $\eta_{1}:\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))arrow\Phi_{i^{op}}(\mathcal{B}(\infty)\rangle,$ $\Psi_{i}(b)\mapsto\Phi_{i^{op}}(b)$ , を

考えよう．命題 4. 1(2) により $\Phi_{i^{\circ p}}=\Psi_{i}\circ*$ なので，この写像 $\eta_{i}$ は柏原埋め込み $\Psi_{i}$ を通して $*$ -involution
と対応する．つまりすべての $b\in \mathcal{B}(\infty)$ に対して

$b^{*}=\Psi_{i}^{-1}\circ\eta_{i}\circ\Psi_{i}(b)$

が成り立つ．ここで $i$ の拡張 $\tilde{i}=$ $(. . . , i_{k}, \ldots, i_{N+1}, i_{N}, \ldots, i_{1})$ を 4節のように取ると，$\eta_{i}$ の定義により

$\eta_{i}((a_{1_{\rangle}}\ldots, a_{N})\rangle=\Phi_{i}\circ p(\Psi_{\overline{i}}^{-1}(a))$ となっている．ここで $a:=(\ldots, 0,0, a_{N}, \ldots, a_{1})\in \mathbb{Z}_{\overline{i}}^{\infty}$ とした．すると
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$\Psi_{\tilde{i}}$ が crystal の strict embedding であったことから，$\eta_{\mathfrak{i}}((a_{1}, \ldots,a_{N}))$ は $a\in \mathbb{Z}_{i}^{\infty}$ の $i^{o}$ に関するストリン

グパラメトリゼーションと一致する．ここで $\mathbb{Z}_{\tilde{i}}^{\infty}$ の定義を思い出すと，$\eta_{i}((a_{1}, \ldots, a_{N}))$ が $a_{1}$ , . .., $a_{N}$ を

変数とする区分的線形関数であることがわかる．従って $\eta_{i}$ は Ci から膚分自身の上への区分的線形関数 $\eta_{i}$

に自然に拡張される．$C_{i}\cap \mathbb{Z}^{N}=\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))$ より，このような拡張の仕方は一意的である．また定義により
$\eta_{i}^{\mathfrak{B}}=$ i&,$\cdot$ となっている．以上をまとめると次が成り立つ．

系 6.4. $i$ 欧 $I^{N}$ を最長元 $w_{0}\in W$ の簡約語とするとき，区分的線形関数 $\eta_{i}$ : $C_{|}arrow C_{i}$ であって次の条件を

満たすものが唯一つ存在する:

$(i\rangle$ 柏原埋め込み $\Psi_{i}$ を通して，$\eta_{i}$ は $*$-involutionと対応する: すべての $b$ 欧 $\mathcal{B}(\infty)$ に対して が $=$

$\Psi_{i}^{-1}0\eta_{i}0\Psi_{i}(b)$ である．

(ii) $\eta_{i}$ は $v_{i}$ から恥 $p$ への村値の取り換えに対旛する: すべての $b\in \mathcal{B}\langle\infty$ ) に離して $\eta_{i}(-v_{i}(G^{t\alpha t\prime}(b\rangle))=$

$-\tilde{v}_{i’\}}\langle G^{u}(b)\rangle$ である，

(iii) $\eta_{i}^{2}=id_{\mathcal{C}}$, である．

(iv) すべての優整ウエイト $\lambda$ に鮒して，$\eta_{i}$ は多薦体表示 $\Delta_{i}^{(\lambda)}=-\Delta(G/B, \mathcal{L}_{\lambda}, v_{i},\tau_{\lambda})$ からストリング多

面体 $\Delta_{i^{ot)}}^{\langle\lambda\rangle}=-\Delta(G/B,\mathcal{L}_{\lambda},\tilde{v}_{i^{\circ p}}, \tau_{\lambda})$ の上への全単躯を誘導する．

例 6.5. $G=SL_{3}\langle \mathbb{C})$ および $i=(1,2, 1)$ とする．このとき命題 4.8により

$\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))=\{(a_{1}, a_{2}, a_{3}\rangle\in \mathbb{Z}_{>0,\wedge}^{3}|a_{2}\geq a_{3}\}$

であり，$a=(a_{1}, a_{2}, a_{3})$ 欧 $\Psi_{i}(\mathcal{B}(\infty))$ に対して $\mathbb{Z}_{\overline{i}}^{\infty}$ の定義により

$\epsilon_{1}(a)=\max$く $a_{3},a_{1}-a_{2}+2a_{3}\},$ $\tilde{e}_{1}^{\alpha)a)\zeta}a=(\Re in\{a_{1},a_{2}-a_{3}\},a_{2},0)$ ,

$\epsilon_{2}(\tilde{e}_{1^{1ax}}^{\alpha}a)=a_{2}, \tilde{e}_{2}^{n\approx}\tilde{e}_{1}^{\alpha 1ax}a=(\min\{a_{1}, a_{2}-a_{3}\}, O, 0)$ ,

$\epsilon_{1}(\tilde{e}_{2}^{ma2\zeta}\tilde{e}_{1}^{m} a)=\min\{a_{1}, a_{2}-a_{3}\}$

となっている．そのため $\eta_{i}$ は

$(a_{1}, a_{2}, a_{3}) \mapsto(\alpha\}ax\{a_{3}, a_{1}-a_{2}+2a_{3}\}, a_{2}, \min\{a_{1}, a_{2}-a_{3}\})$

により与えられる区分的線形関数と一致し，すべての優整ウェイト $\lambda$ に対して，多面体表示 $\Delta_{i}^{(\lambda)}$ からスト

リング多面体 $\tilde{A}_{i}^{(\lambda)}$ の上への全単躯を誘導する．ここで $\lambda=\alpha_{1}+\alpha_{2}$ とすると，多面体表承 $\Delta_{i}^{(\lambda)}$ は

$0\leq a_{1}\leq 1, 0\leq a_{3}\leq 1, a_{3}\leq a_{2}\leq a_{1}+1$

で与えられる次の多面体と一致し，

ストリング多画体 $\Delta_{;}^{(\lambda)}$ は

$0\leq a_{3}\leq 1, a_{3}\leq a_{2}\leq a_{3}+1, 0\leq a_{1}\leq a_{2}-2a_{3}+1$

で与えられる次の多面体と一致する．
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