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1 はじめに

2015年 10月中旬に開催された RIMS研究集会「組合せ論的表現論とその周辺」において、渡部

斑樹 (東大数理) さんとの共同研究 (現在諭文を投稿準備中) についてお詣させていただいた。

講演内容は Schur の分翻定理 $(1926\rangle$ の類似で、 Schur の分割定理が $p=3$ の場合、 我々のも

のが $p=7$ の場合と思えるものである $(p=5$ の場合と思える結果は Andrews $[A1$ , Conjecture

$2]=Bessenrodt$-Morris-Olsson [BMO, Conjecture] $=Andrews$-Bessenrodt-Olsson [ABO, Theorem

3. 1] であり、 本稿で論じる)。 これらはもっとも荷名な分割定理である Rogers-Ramanujan 恒等式
と直接関わっている。本稿ではその辺の事情を含めつつ、 我々の結果を簡単に紹介したい。

以下、 必要な記法を簡単に磯認しておく。 分劉 $\lambda=(\lambda_{1}\geq\lambda_{2}\geq\cdots\geq\lambda_{p}\rangle\in$ 憶 $ar$ につぃて、

$P=P\langle\lambda)$ でその長さを、 $| \lambda|=\sum_{i=1}^{l\langle\lambda)}\lambda_{i}$ でそのサイズを、 $m_{i}(\lambda)$ $\#\{1\leq j\leq P(\lambda)|\lambda_{j}=i\}$ で $i$

の重複度を表す。

2 Rogers-Ramanujan橿等式

定義 2.1 $([A3,$ Definition $8.3])$ -分割の部分輿合 $C\subseteq$ Pa $r$ が分割イデアルであるとは、以下の条件

が成り立つことを欝う。

$\forall\lambda\in c,$ $\forall\mu\in P$下 $r,$ $(\forall i, m_{i}(\mu)\leq rm_{i}(\lambda)\Rightarrow\mu\in C\rangle$

分割イデアル $\mathcal{C}$ について、 $\mathcal{C}(n):=Par(n)\cap \mathcal{C}$ と定義し、 $p_{n}(C)=\# C(n)$ とする。

定義 2.2 $([A2,$ Definition $32つの分割イデアル \mathcal{C}_{1}, C_{2} が分割理論的に同値 (C_{1} 讐 \mathcal{C}_{2} と記す)$

とは、 任意の $n\geq 0$ について $p_{n}(C_{1})=p_{n}(C_{2})$ となることを言う。

例 2.3. 2つの分翻イデアル $\mathcal{D},$ $O$ を

$\mathcal{D}=\{\lambda\epsilon$ 憶 ar $|\forall i\geq 1,$ $m_{i}(\lambda)\leq 1\},$

$O=\{\lambda\in$ Par $|\forall i\geq 1,$ $m_{2i}(\lambda)=0\}$

と定める (その元はそれぞれ strict $partition/odd$ parfition と呼ばれる)。 このとき $\mathcal{D}\sim \mathcal{O}$ (Euler)

はよく知られている。
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$\mathcal{D},$
$\mathcal{O}$ は共に rorder 1の分割イデアル」 ([A3, \S 8.3]) の例であり、 -$arrow$般に．order 1の分割イデア

ル $C$ について母関数

$g_{C}(q):= \sum_{n\geq 0}p_{n}(C)q^{n}=\sum_{\lambda\in \mathcal{C}}q^{|\lambda|}$
(2.1)

が (有理関数として) 計算可能である {A3, Theorem8.3]。よって 2つの分割イデアル $C_{1\rangle}C_{2}$ が

order 1であれば、 $C_{1}PT\sim C_{2}$ かどうかは決定可能である {A3, $Th\omega rem8.4$]。

定理 2.4 (Rogers-Ramanujan 恒等式). 分割イデアル

$R=\{\lambda\in$ Par $|\forall i\geq 1,$ $m_{i}(\lambda)+m_{i+1}(\lambda)\leq 1\},$

$T=\{\lambda\in Par|\forall i\geq 1, m_{5i\pm 2}(\lambda)=m_{5i}(\lambda)=0\},$

$R’=R\cap\{\lambda\in Par|\lambda_{\ell(\lambda)}\geq 2($や $m_{1}(\lambda\rangle=0$

$T’=\{\lambda\in Par|\forall i\geq 1, m_{5i\pm 1}(\lambda)=m_{5i}(\lambda)=0\}$

について、 $R^{P}\sim^{T}T$ および $R^{\prime^{P}}\sim^{T}$ T’が成り立つ。

Rogers-Ramanujan 恒等式の歴史は興味深いが ([A3, \S 7] や [A4, \S 1] を参照されたい)、 ここで

はそれに立ち入ることなく、 [A2, \S 3] にある $R^{P}\sim^{T}T$ の証明を簡単に復習するにとどめよう。

まず $x=1$ を代入すると (2.1) になるような、 $g_{C}(q)$ の糖密化

$f_{C}(x, q):= \sum_{\lambda\in C}x^{p(\lambda)}q^{|\lambda|} (2.2\rangle$

を考える。 すると $f_{R}(0, q)=1$ かつ

$f_{R}(x, q)=f_{R}(xq, q)+xqf_{R}(xq^{2}, q)$ (2.3)

となっていることが簡単に分かる $(一般に分割イデアル C が、 ([A3, \S 8.3] の意昧で)$ linkedであ

れば $f_{C}(x, q)$ に関する $q$ 差分漸化式を立てることができる [A3, Theorem 8.11])。

次に唐突だが $i\geq 0$ について、 初等的な級数

$f_{i}= \sum_{n\geq 0}\frac{(-1)^{n}x^{2n}q^{\frac{n(5n+3)}{2}-in}(1-x^{i+1}q^{(2n+1)(i+1)})}{(1-q)\cdots(1-q^{n})\prod_{j>n}(1-xq^{j})}$

を考える。 すると

$f_{i}(x, q)=f_{i-1}(x, q)+x^{i}q^{i}f_{1-},(xq_{:}q) (2.4\rangle$

となっていることが (high school algebra で) 確認できる (ただし f-1 $=$ 0)。詳細は略すが、初

期条件および (2.3) と (2.4) から $f_{R}=f_{1}$ を導くことができる。 よって

$g_{R}(q)=f_{R}(1;q)=f_{1}(1;q)= \Delta^{-1}\sum_{n\geq 0}(-1)^{n}q^{\frac{n(Sn+1)}{2}}(1-q^{4n+2})$

である (ここで $\Delta:=\prod_{j\geq 1}$ (1– $\emptyset$ ))。さて不思議なことに

$\sum_{n\geq 0}(-1)^{n}q^{\frac{n(5n+1)}{2}}(1-q^{4n+2})=\sum_{n\epsilon z}(-1)^{n}q^{\frac{n(8n+1)}{2}}$

となっている。 $1/g’r(q)= \prod_{n>0}(1-q^{5n+1})(1-q^{5n+4})$ であるから、 $g_{R}(q)=g\tau(q\rangle$ を示すには

$\Delta^{-1}\sum_{n\in l}(-1)^{n}q^{\frac{\mathfrak{n}(6n+1)}{2}}=\prod_{n\geq 0}\frac{1}{(1-q^{5n+1}\rangle(1-q^{5n+4})}$

を示せばよい。 これは Jacobi triple product から従う。
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3 Andrews による 3 parameter generalization

以上より Rogcrs-Ramanujan 型恒等式の証明には、次のレシピがあることが分かった [A2, \S 3]。

(a) 母関数 (2.2) について、 $q$差分漸化式を立てる。

(b) $q$ 差分漸化式を解くことで、母関数の $q$ 級数の表示を得る。

(c) $q$ 級数の定理を援用し、 定理を導く。

GEAndrews は岡じ方針により、 以下の一般化を証明した。 なお MSC2010の分類に

llP84 Partition identities; identities of Rogers-Ramanujan $\dagger$,ype

があることからも分かるように、 このレシピは (後にも説明するが) 全く万能ではない。

定理 3.1 ([A1]). $\ell\geq 0$ および $k,a\geq 1$ が、 $0\leq\ell/2<a\leq k\geq l$ を満たすならば、 $A_{\ell_{:}k,a}\sim B_{l,k,a}P’t$

が成り立つ。 ここで

$B_{l,k,a}=\{\lambda\in Par$ $|$ (BI),(B2),(B3) $\},$ $A_{\ell,k,a}=\{\begin{array}{ll}\{ \lambda\epsilon Par | (BI),(A2)\} (1\in 2\mathbb{Z})\{\lambda\epsilon 憶 ar |(A1),(A2\rangle,(A3) \} (\ell\not\in 2\mathbb{Z})\end{array}$

は、 以下の条件によって定義される分割イデアルである，

$(A1\rangle m_{i}(\lambda)>1\Rightarrow i\in(l+1)/2\cdot \mathbb{Z},$

$\langle$A2) $i\equiv 0,$ $\pm(2a-P)(\ell+1)/2(mod (2k-P+1)(\ell+1))\Rightarrow m_{i}(\lambda)=0,$

(A$) $i\equiv P+1(mod 2(\ell+1\rangle)\Rightarrow m_{\iota’}(\lambda)=0,$

(B1) $m_{i}(\lambda)>1*i\in(P+1)\mathbb{Z},$

$(B2\rangle 1\leq\forall i\leq\ell(\lambda)-k+1,$ $\lambda_{i}-\lambda_{i+k-1}\geq\ell+1$ (ただし $\lambda_{\dot{e}}$ 欧 $(P+1)\mathbb{Z}$ のとき $\geq$ は $>$),

$($B3$)$ $\sum_{i=1}^{\ell+1}m_{i}(\lambda)<a$ かつ $1\leq\forall j\leq(l+1)/2,$ $\sum_{i=j}^{\ell-J\acute{+}1}m_{i}(\lambda)\leq a-j.$

$P=0,$ $a=k=2$ の場合が $RP’T\sim T$ で、 $P=0,a=1,$ $k=2$ の場合が $R’PT\sim T’$ である。 さて

Andrews の定理の仮定 $0\leq\ell/2<a\leq k\geq\ell$ が崩れているときを考察してみよう。

例 3.2. $\ell=3,$ $k=a=2$ とする。 このとき

$A_{3_{:}2,2}=0\cap?>,$

$B_{3,2,2}=\{\lambda$ 欧憶$ar|rr\iota_{2}(\lambda)=0,$ $1\leq\forall i<P(\lambda)$ , $\lambda_{i}-\lambda_{i+1}\geq 4$ (ただし $\lambda_{i}$ \’e $4\mathbb{Z}$ のとき $\geq$ は $>)\}$

となっている $(n\geq 2$ ならば、 $p_{n}(A_{3,2,2})$ は対称群 $\mathfrak{S}_{7l}$ の共役類であって交代群鑑で split するも

のの数であることに注意しよう)。少し実験してみると (次ページ表を参照)、 $A_{S,2,2^{P}}\sim^{T}B_{3,2,2}$ は

成り立たないことが分かる。

しかし次ページ表をさらに眺めると、 $B_{3,2,2}$ の部分分劉イデアル

$B_{3,2,2}^{o}:=B_{3,2,2}\cap\{\lambda\epsilon$ 憶下$r|\forall j\geq 0,m_{4j+2}(\lambda)=0\}$

について、 $A_{3,2,2}\mathfrak{x}^{r}r\sim B_{{\},2,2}^{o}$ となることが期待される。 これは Schur によって証明された [Scl]。
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以上の試行によって、 以下の教訓が得られた。

Andrews による Rogers-Ramanujan 恒等式の 3 パラメーター般化 $A_{t,k,a}^{P}\sim^{T}B_{\ell,k,a}$

は、仮定 $0\leq\ell/2<a\leq k\geq\ell$ が破れていれば成り立たないかもしれない。 しかし

$B_{\ell,k,a}$ の条件をうまく追加して部分分割イデアル $B_{\ell,k,a}^{o}\underline{\subseteq}B_{l,k,a}$ を定義することで分

割論的同値 $A_{\ell,k,a}^{P}\sim^{T}B_{\ell,k,a}^{o}$ が得られるかもしれない。

定義 3.3. $p\geq 2$ について、 分割イデアル $C_{p}$ を

$C_{p}=\{\lambda\in$ Par $|\forall i\geq 1,m_{ip}(\lambda)=0\}$

と定義し ($p$-class regular partitions)、 $D_{p}=D\cap C_{p}$ とする (strict $p-$claess regular partitions)。

さて先の教訓を $\ell=4,$ $k=a=3$ の場合に適用してみよう。 このとき $A_{4,3_{\mathfrak{l}}3}=D_{5}$ であり、 $B_{4,3,3}$

は以下の条件を満たす分割 $\lambda\in$ Pa$r$ たちからなる分割イデァルとなっている。

$\bullet$ $1\leq\forall i\leq P(\lambda)-2,$ $\lambda_{i}-\lambda_{i+2}\geq 5$ (ただし $\lambda_{i}\in 5\mathbb{Z}$ のとき $\geq$ は $>$),

$\bullet m,(\lambda)>1\Rightarrow i\in 5\mathbb{Z},$

$\bullet m_{3}(\lambda)+m_{2}(\lambda)\leq 1.$

Andrews は部分分割イデアル $B_{4,3,3}^{O}\subseteq B_{4,3,3}$ を

$B_{4_{)}3,3}^{O}=B_{4,3,3}\cap\{\lambda\in Par|\forall j\geq 0, m_{5_{J}+3(\lambda)+m_{5j+2.(\lambda)\leq 1,m_{5j+6(\lambda)+m_{5j,+4}(\lambda)\leq 1}}}m_{5\grave{j}+11(\lambda)+m_{5j\prec 10(\lambda)+m_{s_{7+5}}(\lambda)+m_{5_{J+4}}(\lambda\rangle\leq 3}}’\}$

と定義し、 $(A_{4,3,3}=)D_{5}^{P}\sim^{T}B_{4_{\}\}}}^{o_{33}}$ を予想した [Al, Conjecture 2]。具体的には $0\leq n\leq 59$ ならば

$p_{n}(D_{5})=p_{n}(B_{\mathring{4},3,3})$ となることを確認し、次のように述べている [Al, 85 ページ]。

Unfortunately the assumption $k\geq\ell$ so permeates the work in this paper that

Conjecture 2 (注 : $A_{4,3,3^{P}}\sim^{T}B_{4,3,3}^{o}$ のこと) seems weli beyond the techniques herein

introduced (注 :本節冒頭のレシピのことと筆者は理解している)

If Conjecture 2 is in fact correct, the methods of proof should have interesting

ramifications in the theory of partition identities.

Andrews の予想は、 $Andrews-B\alpha^{2}senrodtarrow$Oisson によって証明された [ABO, \S 2,\S 3]。
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4 Schurの分割定理の $p=5$類似

本概究で Schur の分割定理と言ったときには以下の定理を意味している。

定理 4.1 $(|Sc1$ , Satz V 分割イデアル

$Schur_{3}=\{\lambda\epsilon$ Par $|1\leq\forall i<P(\lambda)$ , $\lambda_{i}-\lambda_{i+1}\geq 3$ (ただし $\lambda_{i}\in 3\mathbb{Z}$ のとき $\geq$ は $>)\}$

について、 $D_{3}\sim Scl_{1}\mathfrak{u}r_{S}P’f$ が成り立つ。

この定理は \S 2で説明したレシピを適用しても誕明できるし ([A4, \S 6] を参照)、組合せ論的全単

射による誕明も知られている $[$Bre, $\mathcal{B}e1]$。Schur3は対称群の 3モジュラースピン表現論と関係す

ることが知られている [BMO]。例えば任意の $n\geq 0$ について、

$p_{n}(D_{3}\rangle=\#Irr(Mod(\overline{\mathbb{Q}}\hat{6}_{n}))$

が成立する (ここで Irrでどのような既約表現を瞬一視して数えているについては [LT, \S 6] を参照)。

さて $p\geq 2$ について、 分割イデアル馬を

$R_{p}=\{\lambda\epsilon Par|\forall i\geq 1,m,(\lambda)<p\}$

と定義する ($p$正則分割)。 このとき下左が成り立つことはよく知られている [Jam] (すぐ後の詣

のためには、燐を $p$正則分割からなる分割イデアルとするよりは、 rrestricted分罰からなる分割
イデァルとしたほうがよいかもしれない。 その場合は [Mat, 3.43] を参照)。

Pa$r(n)-\sim Irr(Mod(\mathbb{Q}6_{n}))$
$\mathcal{D}(n)arrow^{\sim}Irr(Mod(\overline{\mathbb{Q}}\hat{\mathfrak{S}}_{r\iota}))$

$R_{p}(n)Jarrow^{\sim}$

I $rr(M$屋$d(F_{p}6_{n}))$

$R_{p}^{?\cdot-1rr(M\circ d(\overline{\Psi_{p}}\hat{\mathfrak{S}}_{n})\rangle}J_{(n\rangle^{\sim}}$

以上のスピン類似を考えると、上右を満たす $r$うまい」 分翻イデアル $R_{p}^{??}$ の存在を期待したくな

る (上右の 1行鼠の全単躯は Schur による [Sc2])。この謡題については $[Be2, \S 3]$ が優れた解説に

なっている。紺称群の 5モジュラースピン表現論の研究から、 Bessenrodt-Morris-Olsson は、 次の

分割定理を予想した [BMO, \S 3, Conjecture]。

定理 4.2 $($ [$BMO,$ $\S 3_{\rangle}$ Conjecture] $=[ABO$ , Theorem 3. I 分割イデアル $Schur_{5}$ を、 以下の条件を

満たす Par の部分集合として定義する。 このとき $D_{s\sim}^{P’r}Schur_{5}$ が成り立つ。

$\bullet$ $1\leq\fbox{Error::0x0000}i\leq P( \lambda)-2_{{\}}\lambda_{i}-\lambda_{ \iota+2}\geq 5$
$($ただし $\lambda_{i}\epsilon 5\mathbb{Z}$ または $\lambda_{i}+\lambda_{i11}\in 5\mathbb{Z}$ のとき $\geq$ は $>)$ ,

$\bullet\forall j\geq 0,$ $m_{5j+3}(\lambda\rangle+m_{6j+2}(\lambda)\leq 1,$

$\bullet\forall j\geq 0,$ $m_{6j+11}(\lambda)+m_{5j+9}(\lambda)+m_{5j+5}(\lambda)\leq 2,$

$\bullet\forall j\geq 0,$ $m_{5j+10}(\lambda)+m_{5j+6}\langle\lambda)+m_{6j+4}(\lambda)\leq 2,$

$\bullet$ $\forall j\geq 0,$ $m_{5j+11}(\lambda)+m_{5j+10}(\lambda)+m_{5j+5}(\lambda)+m_{5j+4}(\lambda)\leq 3.$
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なお Lascoux-Leclerc-Thibon-Ariki 理諭のスピン類似にアイデアを得て (この heuristic につい

ては [LT, \S 7] も参照)、 $p\geq 3$ について $A_{p-1}^{(2)}$-crystalとしての同型

口 $\ovalbox{\tt\small REJECT} rr(Mod(\overline{\mathbb{F}_{p}}\hat{\mathfrak{S}}_{n}))\cong B(\Lambda_{0})$

$n\geq 0$

が知られている {BK, Theorem $8.11|$。Perfect crystal による rKyoto path模型」 にょると $A_{p\sim i^{-}}^{\langle 2)}$

crystal $B(\Lambda_{0})$ の Par の部分集合としての実現は $P$-strict $p\cdot$restricted な分割 $RP_{p}$ によるものが自

然であることが知られている。 ここで $\lambda\in RP_{p}$ とは以下の条件が成り立つことと定義される。

$\bullet m_{i}(\lambda)>1\Rightarrow i\in p\mathbb{Z},$

$\bullet$ $1\leq\forall r<\ell(\lambda)$ , $\lambda,$ $-\lambda_{r+1}\leq p$ (ただし $\lambda_{f}\in p\mathbb{Z}$ のとき $\leq$ は $<$ )

以上の経緯から naYve な期待である $R_{p}^{??}\subseteq \mathcal{D}$ の存在は一旦白紙に戻った感がある (後述の主予想

はこの観点を復活させるものと思える)。

さて、 Andrews の予想は定理 4.2と等価であることが、以下の通り容易に分かる (証明は略)。

Proposition 4.1 $([BMO, \S 3 単射 \varphi_{5}; B_{4,3,3}^{o}\mapsto Par を「 (5j, 5j)$ の現われを $(5j+1,5j-1)$ に

置き換える $J$ によって定義すると、 Image $\backslash \cdot\rho_{5}=Schu$ハが成り立つ。特に $B_{4}o_{3,3^{PT}}\sim Schur_{\delta}$ である。

ここで定理 4.2の Andrews-Bessenrodt-Olsson による証明を復習する前に、 \S 2で説明したレシ
ピを適用するとどうなるか述べておく。 まず母関数 $f:=f_{Schur_{5}}(x,q)$ を考え ( $(2.2)$ を参照)、 これ

が満たす $q$ 差分漸化式を求めるのであった。

$f(x, q):=$ $\sum$ $x^{\ell(\lambda)}q$固

$\lambda\in Schur_{5}$

$=Af(xq^{5}, q)-xBf(xq^{10}, q)-x^{3}q^{20}Cf(xq^{15}, q)+x^{4}q^{40}Df(xq^{20},q)-x^{6}q^{80}Ef(xq^{25}, q)$ ,

$A=1+x+xq+xq^{2}+xq^{3}+xq^{4}+xq^{S}+x^{2}q^{3}+x^{2}q^{4}+x^{2}q^{6}+x^{2}q^{7}-x^{2}q^{10},$

$B=(1-xq^{5})(1-x^{2}q^{12}-x^{2}q^{14}+2x^{2}q^{15}-x^{2}q^{16}+x^{2}q^{19}+x^{2}q^{21}+x^{2}q^{22})$ ,

$C=(1-xq^{5})(1-xq^{10})(1+q+q^{2}+q^{3}+q^{4}+q^{6}-xq^{8}-xq^{9}-xq^{11}+xq^{14}+2xq^{15}+xq^{16}+xq^{18})$ ,

$D=(1-xq^{5})(1-xq^{10})\langle 1-xq^{15})(1+xq^{10}-xq^{13}-xq^{14}-xq^{16}-xq^{17})$ ,

$E=(1-xq^{8})(1-xq^{10})(I-xq^{15})(1-xq^{20})$ .

次に

$\sum_{n\geq 0}A_{n}(q)x^{n}=f(x, q)/\prod_{i\geq 0}(1-xq^{5i})$

によってべき級数ん 1 (q) を定義すると、 $q$ 差分漸化式より

$(1-q^{5n})A_{n}(q)$

$=A_{l-1}(q)(1+q^{Sn-5}(1+q+q^{2}+q^{3}+q^{4}+q^{5})-q^{10n-10})$

$+A_{n-2}(q)(1+q+q^{3}+q^{4}-q^{7})q^{6n-7}$

$+A_{n-3}(q\rangle((1+q^{2}+2q^{3}+q^{4}-q^{7}-q^{9}-q^{10})q^{10n-18}-(1+q+q^{2}+q^{3}+q^{4}+q^{5})q^{15n-25}\rangle$

$+A_{n-4}(q)((1+q+q^{3}-q^{6}-2q^{7}-q^{8}-q^{10})q^{15n-32}+q^{20n-40})$

$+A_{n-5}(q)\langle 1-q^{3}-q^{4}-q^{6}-q^{7}\rangle q^{20n-50}$

$-\mathcal{A}_{n-6}(q)q^{25n-70}.$
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となる (初期条件は $A_{0}(q)=1$ かつ $\forall n<0$ , An(q) $=$ 0)。この漸化式を $(\star\rangle$ と名づける。

少し考えると定理 4.2を記萌するには、次が書えればよいことが分かる。

予想 4.3. 初期条件 $A_{0}\langle q$ ) $=1$ かつ $\forall n<0,$ $A_{n}(q)=0$ について、漸化式 $(\star)$ を考える。 このとき

妊意の $n\geq$ について、 以下 (の $q$-adicな収束) が成立する。

$A_{n}(q)- \prod_{i=1}^{n}\frac{(1+q^{6i-1})(1+q^{8i-2})(1+q^{6i-3})(1+q^{6i-4})}{1-q^{5i}}\in q^{8n-2}\mathbb{Z}[q\}.$

予想 4.3は初等的な命題であるが、 これが読明できなかったことを Andrewsは先の引爾の通り

表現した ([Al, 85 ページ]) のではないかと筆者は推測している。

4.1 Andrews$\cdot$Bessenrodt-Olsson による証明の概略

[ABO] による読明の概略を説明する。類題によって理解を深めたければ、 $G\ddot{o}$llnitz の定理 {Gol]
にこの考え方を適用した別誕明 [A5] の説明が、 [A4, \S 10.6] に再録されている。
まず $Schur_{5^{P}}\sim^{T}D_{5}$ を示すのではなく、命題 4.1によって等価である $B^{o}4,\theta,3^{PT}\sim D_{\dot{o}}$ を示す。 その

ために $f_{B_{4,\theta,\theta}^{\theta}}$ のような無限和をいきなり考えるのではなく、以下のように有限の近似を行う。

定義 4.4. $0\leq k<16$ と $j\geq 0$ について、

$S_{j}(k)= \sum_{\lambda}x^{\#\{1\leq i\leq t(\lambda)|\lambda_{i}\in 5X\}+l(\lambda\rangle}q^{|\lambda|}$

$($4. $i)$

と定義する。 ここで $\lambda$ は $\lambda\in B_{4,8,3}^{O}$ であって多重集合として

$0\leq \mathfrak{X}\leq k, P(P)=\lambda\cap\{5j+1, \cdot\cdot 5j+5\}$

となるようなものを走る ( $P(P)$ の定義は下表参照)。 $S_{j}(k)$ は $x,$ $q$ の多項式である。

以下 $i<0$ については、 $S_{j}(k)=\delta_{j,-1}$ と約東しておく $(0\leq k<16)$
。

$|15l4i3i2i1l089653k74021$
$\{5j+5,5j+5\}\{5i+5,5j+4\}\{5j+5,5j+2\}\{5j+5,5j+3\}\{5j+5,5j+1\}\{5j+5\}\{5j+4,5j+2\}\{5j+4,5j+1\}\{8j+4,5j+3\}\{5j+2,5j+1\}\{5j+2\}\emptyset\{5j+3,5j+1\}\{5j+4\}\{5j+1\}\{5j+3\}P(k)$

漸化武

$S_{n}(0)=S_{n-1}(15)$

$S_{n}(1)=S_{n}(0)+xq^{Sn+1}(S_{n-1}(11)-S_{n-1}(9)+S_{n-1}(5))-x^{6}q^{20n-10}5_{n-3}(9)$

$S_{n}(2)=S_{n}(1)+x::^{6n+2}\langle S_{n-1}(12)-$ $S_{n-1}\langle 9)+S_{n-1}(8))$

$S_{n}(3)=S_{n}(2)+x^{2}q^{10n+3}S_{n-1}(3)$

$S_{n}(4)=S_{n}(3\rangle+xq^{5n+3}S_{narrow 1}(13)$

$S_{n}(5)=S_{n}\langle 4)+x^{2}q^{10n+4}S_{n-1}(5)$

$S_{n}(6)=S_{n}\langle 5)+xq^{5n+4}S_{n-1}(14)$

$S_{n}(7)=S_{n}(6)+x^{2}q^{10n+S}S_{n-1}\langle 5)$

$S_{n}(8)=S_{n}(7)+x^{2}q^{10n+6}S_{n-1}(8)$

$S_{n}\langle 9)=S_{n}(8)$ 幸 $x^{2}q^{10n+7}S_{n-1}(9\rangle$

$S_{n}(10)=S_{n}(9\rangle+x^{2}q^{5n+5}S_{n-1}(14)$

$S_{n}(11)=S_{n}(10)+x^{3}q^{10n+6}S_{n-1}(5\rangle$

$S_{n}(12\rangle=S_{n}(11)+x^{3}q^{10n+7}S_{\mathfrak{n}-1}(8)$

$S_{n}(13)=S_{n}(12)+x^{3}q^{10n+8}S_{n-1}(9)$

$S_{n}(14\rangle=S_{n}(13\rangle+x^{3}q^{10n+9}S_{n-1}(9)$

$S_{n}(15\rangle=S_{n}(14\rangle+x^{4}q^{10n+10}S_{n-1}(9)$
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ここで $S_{j}(k)$ については、表右の漸化式が成立することが容易に分かる [ABO, \S 2]。 これを元に

$S_{n}(15)=(1+xq)(1+xq^{2})(1+xq^{3})(1+xq^{4})\cdot S_{n-1}(9)|_{x\mapsto xq^{5}}$ (4.2)

を示す [ABO, Lemma 3.4]、というのが証明の概略である。

(4.2) が示せれば、 $narrow\infty$ とすることで

$\sum_{\lambda\epsilon B_{4.3,3}^{o}}x^{\#\{1\leq i\leq\ell(\lambda\rangle|\lambda.\epsilon 5Z\}+\ell(\lambda)}q^{|\lambda|}=\prod_{k\geq 0}(1+xq^{5k+1})(1+xq^{5k+2})(1+xq^{5k+3})(1+xq^{5k+4})$

が分かり、 $x=1$ を代入すれば証明が完結する。

(4.1) 中の $x$ の肩が、 $\ell(\lambda)$ ではなく $\#\{1\leq i\leq\ell(\lambda)|\lambda_{:}\in 5\mathbb{Z}\}+\ell(\lambda)$ となっていることが気にな

るかもしれない。 $x$ の肩は最終的に $x=1$ にするので重要ではなく、 $S_{15}(0)=(1+xq)(1+xq^{2})(1+$

$xq^{3})(1+xq^{4})$ となるように

$\bullet$ (4.1) 中の和で $\lambda$ は (Schur5ではなく) $B_{4_{)}3,3}^{o}$ を走っている

$\bullet$ (4.1) 中の $S_{J}\prime(k)$ の $x$ の肩が、 $\ell(\lambda)$ ではなく $\#\{1\leq i\leq\ell(\lambda)|\lambda_{:}\in 5\mathbb{Z}\}+P(\lambda)$ となっている

のが $S_{j}(k)$ の定義の肝と筆者は理解している。

なお (4.2) はこの形そのものでなくとも証明は機能する。重要なのは、例えば

$s_{Jl}(*1)=(1+xq)(1+xq^{2})(1+xq^{3})(1+xq^{4})\cdot s_{n-1}(*2)|x\mapsto xq^{\circ}\prime+$ $\sum x^{s_{3’}}q^{(n}arrow\infty$
で $\infty$ に

$r_{t}\mathfrak{z}*)_{S_{n+}}$

有限和

という形をしている (ここで $*$ たちは (例えば) 定数) ということである。 $r$たくさんの有限の多

項式の中から、 こののような関係式を見出す自由度が増えた」 ということが、 \S 2で説明したレシ
ビにない [ABO] のテクニックの要点であると筆者は理解している。

一度 (4.2) のような式が予想でき (かつ正しけ) れば、 (コンピュータを援用して) $S_{j}(k)$ たち

の漸化式から原理的には機械的な 「計算」 $=$ 「消去」 によって証明できる (詳細は [ABO, \S 3] を
参照)。 ただしこの過程には本質的に大きな多項式が現われる。 そのため証明したい分割恒等式に

よっては、適切な関係式を予想できたとしても、実際にその計算を完遂できないことがありえると

筆者は理解している (例えば、 後述の主予想 (の $p=9$ の場合) $D_{9}PT\sim T_{9}$ が現状そうだろうと思

われる)。

5 主定理と主予想

定理 5.1 ([TW]). 分割論的な同値 $D_{7}^{P}\sim^{T}Schur_{7}$ が成り立つ。 ここで

$Schur_{7}=\{\lambda\in Par|\lambda$ は 7-goodかつ $S_{S76}\ni\forall s-avoiding\}(\underline{\subseteq}\mathcal{D})$

と定義される分割イデアルで、 必要な語は次の通りである。

$\bullet$
$\lambda$ が 7-goodとは、 $\lambda\in \mathcal{D}$ であって、任意の $1\leq i\leq P(\lambda)-3$ について $\lambda_{:}-\lambda_{i+3}\geq 7$ かつ、

$\lambda_{i}-\lambda_{i+3}=7$ ならば次の条件 (a) または (b) のいずれかを満たしていることを言う (ここで

a%b は $a\geq 1$ を $b\geq 1$ で割った余りである)。

(a) $\lambda_{i},$ $\lambda_{i}+\lambda_{i+1},$ $\lambda_{i}+\lambda_{i+1}+\lambda_{1+2}\prime,$ $\lambda_{i+1}+\lambda_{i+2}+\lambda_{\grave{\iota}+3},$ $\lambda_{i+2}+\lambda_{i+3},$ $\lambda_{i+3}\not\in 7\mathbb{Z},$

(b) $(\lambda_{i}\% 7, \lambda_{i+1} \% 7, \lambda_{i+2}\% 7)\in\{(1,4,2)$ , $(2, 1, 4)$ , $(3,6, 5)$ , $(4, 2, 1)$ , $(5,3, 6)$ , $(6,5, 3)\}.$
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$\bullet$ $s=(S\cdots {}_{)}S)\in \mathbb{Z}_{\geq 1}^{t}$ について、 $\lambda=\langle\lambda_{1},$ $\cdots$ , $\lambda$p)が $s$-avoidingとは、任意の $1\leq i\leq P-t+1$

と $k\geq 1$ について $(\lambda_{j}, \cdots, \lambda_{j+i\sim 1})\neq(s_{1}+7k, \cdots, s;_{t}+7k)$
)
なることを書う。

$\bullet$ $S_{S76}$ は以下の元からなる有限集合である。

$\{\begin{array}{l}(4,3),(5,3,2)_{J}(5,4,2),\langle 9,6,5_{)}1),(l4,8,7,6),(l3,9,8,5),(14,9,8,5),(14,9,8,6)_{\backslash }(14,10,8,6),(14,11\grave{.}8_{\}}6)(14_{|}12_{)}8,6),(14,13_{)}8,6),\langle 15_{)}13,8,6),(15,13,8,7),(l5,13,9,7),(15,l3,10,7),(15,13,ll,7),(15,13_{\grave{J}}l2_{\rangle}7)(14_{\backslash }13,9_{\backslash }6,5),(15,13,9,6_{2}5))(16,13,l2,7),(15,14,13,7),(1_{\prime}\check{v}_{\backslash }14,9,6,5),(15,14_{)}9,7,5),(15,14,9_{\rangle}7,6\rangle(15,l4,10,7,6),(15,l4,1l,7,6\rangle,(l5,14,l2,7,6),(16_{\backslash }14,12,7_{)}6),(16,15_{?}12,7,6),(16,15,12,8,6)(16,l5,12,8,7),(16,14,13_{)}7,6,5),(16,15_{\prime}13,7,6_{)}5\rangle,(l6,15_{)}l4,7,6,5),(16,15,14,8,6,5\rangle,(16,15_{)}14,8,7,5)\end{array}\}$

定理 5.1をどうやって見つけたのかは、本稿では論じないことにするが、その記明は \S 4.1で説明

した [ABO] と同様に行うことができる。 そのためには

(a) 単射 $\varphi_{7}:Sc\cdot hur_{7^{c}}*Par$ であって、 Image $\varphi_{7}$ が $r_{B_{4,3,3}^{o}}$ のように振舞う $(=$ 以下の (b),(c) が

可能)」 ものを見つけ、

(b) lmage $\varphi_{7}$ を使って、 定義 4.1を同様に行い、 それらの満たす漸化式を導出し、

(c) 証明が機能するように (4.2) の類似を発見的に見出し、漸化式を使って証明する

という方針をとることになる。 どのステップも大変な計算になるが、詳細は述べないことにする。

さて $p=3$ , 5, 7について $rs_{chur}$ の分割定理」 を知ったことにより、 一般の奇数 $p\geq 3$ について

の予想に至った。 この予想は $p=3$ , 5, 7では正しく、例えば $p=9$ , 11では $n\leq 10^{6}$ まで正しいこ

とが確認できる。

予想 5.2. 任意の奇数 $p=2h+1\geq 3$ について、 分翻論的同値 $D_{p}P’f\sim$ うが成立する。 ここで
$\acute{}$

l’p
は以下の条件を満たす $\lambda\in p_{ar}$ たちからなる分割イデアルである。

(T1) $m_{i}(\lambda)>1\Rightarrow i\epsilon p\mathbb{Z},$

(T2) $\lambda_{i}-\lambda_{i+h}\geq p,$

(T3) 任意の $1\leq i<j\underline{く}l(\lambda\rangle$ について、以下が成り立つ。

$\bullet$ $i-i\geq h$ ならば「 $\lambda$

i
$+\lambda$

j $\in p\mathbb{Z}$ かつ $\lambda_{j}-\lambda_{\iota}=2(j-i)+1J$ とはならない

$\bullet$ $i-i<h$ ならば 「 $\lambda_{i}+\lambda_{j}\in p\mathbb{Z}$ かつ $\lambda_{j}-\lambda_{i}=2(j-i)$ , $2(j-i)-1$」 とはならない

少し考えてみると (T3) の最初の条件は、$j-i$ が十分大きければ $\lambda_{j}-\lambda_{i}$ が $2(j-i)+1$ より大き

くなる ((T2) より) ことが分かる。 以上より (T3) は有限個の $r$部分パターン (とその $p$ ずらし)

を禁止」 という形の嗣限であることが分かる。 より正確に

$T_{3}=Schur_{3}, T_{5}=B_{4,3,3}^{o}(\sim Schur_{5})P’r, \prime\tau_{7}=\varphi_{7}(Schur_{7})$

となっている $(_{\varphi_{7}}$ は定義を述べていないので、最後の等式はお詣と思っていただきたい)。

予想 5.2は、純粋な分罰理諭の定理としても (正しければ) 未発見であったことを疑わせるもの

に筆者には感じられる。少なくとも (主定理とは異なり) 記憶できるほどの短さであり、 またこれ

まで説明した経緯からも分かるように Rogers-R,amanujan恒等式とも直接的に関連している。

本稿では $Sch?xr_{7}$ の定義に翌った経緯を述べなかったが、 その heurisfic には
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$\bullet$
$K\ddot{u}$lshammer-Olsson-Robinson による generalized blocks [KOR]

$\bullet$ Kashiwara-Miwa-Petersen-Yung による量子アフイン群の Fock 空間 [KMPY] $(A_{a\alpha}^{(2)}$ への特

殊化は [LTJ も参照)

の理論を用いている。 このような経緯からも、 我々は $Schur_{7}$ や $T_{p}$ は (少なくとも) 対称群のモ

ジュラースピン表現論と関係あると期待しており、現状いくつかの予想や観察がある。 これらを正

確に定式化証明すること、そして予想 5.2の証明が今後の課題である。

6 最後に

講演の機会を与えてくださった直井克之さんに感謝いたします。 ありがとうございました。
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