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1 序文

2次元非線形系

$\{\begin{array}{l}x’=a_{1J}(t)x+a_{12}(t)\phi_{p^{*}}(y))y’=a_{21}(t)\phi_{p}(x)+a_{22}(t)y\end{array}$ $(HS)$

を考える．ただし，変数係数 $a_{11}(t)$ , $a_{12}(t)$ , $a_{21}(t)$ 及び $a_{22}(t)$ は区間 $I=[0, \infty$ ) 上で連

続関数とする．また， $P$ と $P^{*}$ は関係式 $(p-1)(p^{*}-1)=1$ を満足する正の値とする．さ

らに， $q=p$ もしくは $q=p^{*}$ に対して，実数値関数 $\phi_{q}(z)$ を

$\phi_{q}(z)=\{\begin{array}{ll}|z|^{q-2_{Z}} if z\neq 0,0 if z=0,\end{array}$ $z\in \mathbb{R}$

と定義する．このとき，関数 $\phi$〆は関数 $\phi_{p}$ の逆関数になることに注意する．加えて， $p$

と $P^{*}$ の定め方から， $p$ と $p^{*}$ は共に 1よりも大きな値である．さて，関数 $\phi_{p}$ の定義よ

り， $\phi_{p}(O)=0=\phi_{p}\cdot(0)$ であるから，方程式系 $(HS)$ は $(x(t), y(t))\equiv(O, 0)$ を解にもつ．

本研究では，この解のことを零解と呼ぶ．

もし， $a_{11}(t)\equiv 0$ かつ $a_{12}(t)\equiv 1$ であるとき，方程式系 $(HS)$ の従属変数 $y$ を消去す

ることにより， $(HS)$ は 2階非線形微分方程式

$(\phi_{p}(x’))’-a_{22}(t)\phi_{p}(x’)-a_{21}(t)\phi_{p}(x)=0$ ( $H$ )

に同値変換される．関数 $\phi_{p}$ の性質から，もし， $x(t)$ が方程式 (H)の解であれば，その

定数倍 $cx(t)$ もまた解になる．ところが， $x_{1}(t)$ と $x_{2}(t)$ が方程式 (H)の解であるから

と言って， $x_{1}(t)+x_{2}(t)$ もまた方程式 (H)の解になるとは限らない．すなわち，線形微

分方程式の解空間が有する性質である同次性と加法性の 2つの内，方程式 (H)の解空間

は前者のみを満足する．この理由から，方程式 (H) は半分線形微分方程式 (half-linear

differential equation) と呼ばれる (例えば，[2, 3, 10, 11, 12, 14] を参照せよ). 加えて，本
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研究では，方程式系 $(HS)$ を半分線形微分方程式系 (half-linear differential system) もし

くは，単に半分線形系 (half linear system) と呼ぶ ([3, 10, 11] で扱われる). 関数 $\phi_{p}$ の

性質から，半分線形系 $(HS)$ は原点でのヤコビアンが定義できない．ところが，初期値

に関する解の存在性や一意性及び時聞大域的存在性は保証されることが知られている (例

えば，[2, 9] を参照せよ). ただし，本研究では特に，初期値に関する解の一意性を必要

とすることなく議論の展開が可能であることに注意しておく．

さて，もし $p=2$ の場合，半分線形系 $(HS)$ は 2次元線形系

$x’=A(t)x, (LS)$
になる．ただし， $x$ は 2次元ベクトル $x=t(x, y)$ であり，係数 $A(t)$ は $2\cross 2$ 行列

とする．良く知られている事実として，線形系 $(LS)$ の零解が一様漸近安定 (uniformly

asymptotically stable) であることと指数安定 (exponentially stable) であることは同値で

ある $\langle[8$ , 10, 15, 16$]$ を参照のこと). これら 2つの安定性の厳密な定義については，第 2

節で述べるが，これらの定義より，零解が指数安定ならば，それは一様漸近安定である

ことが直ちに成立することに注意しておく．一方，一般の非線形系においてはこの命題

の逆が成立するとは限らない (第 2節で具体例を挙げる). 本研究の最初の自的は半分線

形系 $(HS)$ において，一様漸近安定性と指数安定性の間にどのような関係が成立するか

を明らかにすることであった．Onitsuka and Soeda [10, p.3, Theorem 1. 1] によって，

の疑問に対する答えが得られたので以下に報告する．

定理 1.1. 半分線形系 $(HS)$ の零解が一様漸近安定性であるならば，その零解は指数漸

近安定である．

この定理から，線形系 $(LS)$ の様に，半分線形系 $(HS)$ においても零解が一様漸近安

定であることと指数安定であることは同値であることが判明する．

ここで，さらなる疑問が生じる．線形系 $(L_{A}9)$ においては，局藤理論と大域理論の間

に嗣値関係が成立することが知られており，例えば，指数安定性と大域的指数安定性 (厳

密な定義は第 3飾で述べる) の同値関係が成立するが，半分線形系 $(HS)$ においてもこの

事実が成り立つのか？もちろん，一般の非線形系に対してこの事は成立しない (第 3節で

具体例を挙げる). ところが，半分線形系 $(HS)$ に対して，以下の定理を得る ([10, p.16,

Theorem 4.1] を参照). 定理の説明のため，2次元ベクトル $x=(x, y)$ $\in \mathbb{R}^{2}$ と $p>1$ に

鮒して，ノルム $\Vert(x, y)\Vert_{p}$ を $\sqrt[p]{|x|p+|y|p}$ と定義し，時亥$|$J $t=t$ で点 $(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{2}$ を通

る半分線形系 $(HS)$ の解を $(x(t;to, x_{0}, y_{0}), y(t_{i}t_{0}, x_{0}, y_{0}))$ と書くことにする．

定理 1.2. 半分線形系 $(HS)$ の零解が一様漸近安定性であるならば，ある数 $\lambda>0$ と

$\beta>0$ が存在し， $t_{0}\in I$ かつ $(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{2}$ ならば， $t\geq t_{0}$ に対して

$\Vert (x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}), \phi_{p^{*}}(y(t_{1}t_{0}, x_{0}, y_{0})))\Vert_{p}\leq\beta e^{-\lambda(t-t_{0}\rangle}\Vert(x_{0}, \phi_{P^{*}}(y_{0}))\Vert_{p}$

である．ただし， $\beta>0$ は $\Vert(x_{0}, \phi_{p^{*}}(y_{0}))\Vert_{p}$ の大きさとは無関係に選べることに注意する．
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ここで得られる結論は，厳密には大域的指数安定の定義と異なるものであるが，もし
も， $p=2$ に限れば，定理 1.2の結論は大域的指数安定の定義と一致する．このため，定

理 1.2の主張は線形系の理論をそのまま含んでいることに注意する．

さて，これまで半分線形系 $(HS)$ の一様漸近安定性，指数安定性及び大域的指数安定

性の関係性について述べたが，これらの安定性には多くの良い事実が知られている．そ

の中でも重要な位置づけとなるのが，ある性質をもった実数値関数の存在を保証できる

点である．例えば， $n$ 次元非線形系

$x’=f(t, x) (NS)$
を考える．ただし， $f(t, x)$ は $I\cross \mathbb{R}^{n}$ 上で連続関数であり，条件 $f(t, 0)=0$ を満たす

とする．このとき，非線形系 $(NS)$ は零解をもつ． $\alpha>0$ に対して，集合 $S_{\alpha}^{n}$ を $S_{\alpha}^{n}=$

$\{x\in \mathbb{R}^{n} :\Vert x\Vert<\alpha\}$ と定める．また，関数 $a(r)$ が $r\in I$ について連続かっ単調増加であ

り， $a(O)=0$ を満たすとき， $a$ を CIP 関数と呼ぶことにする．もしも， $f(t, x)$ が $x$ に関

して局所リプシッツ条件を満たし，非線形系 $(NS)$ の零解が一様漸近安定であるならば，

以下の条件を満足する $I\cross S_{\alpha}^{n}$ 上で定義された連続な実数値関数 $V(t, x)$ が存在する:

(i) $a(\Vert x\Vert)\leq V(t,x)\leq b(\Vert x\Vert)$ ;

(ii) $\dot{V}_{(NS)}(t,x)\leq-c(\Vert x\Vert)$ .

ただし，関数 $a,$
$b$ 及び $c$ は CIP 関数であり，関数 $\dot{V}_{(N\mathcal{S})}(t, x)$ を方程式系 $(NS)$ の解に

沿った右側微分と呼び

$\dot{V}_{(NS)}(t,x)=\lim_{harrow}\sup_{0+}\frac{V(t+h,x(t+h_{\rangle}\cdot t,x))-V(t,x)}{h}$

と定義する (解に沿った右側微分については，[1, 4, 5, 6, 8, 10, 13, 15, 16] を見よ). 上

記の主張 (i) と (ii) を満足する連続な実数値関数は一般に厳密リヤプノブ関数と呼ばれ，

もし，条件 (ii) の代わりに $\dot{V}_{(NS)}(t, x)\leq 0$ を満足するとき，単にリヤプノブ関数と呼ば

れる．また，上述のような安定性からリャプノフ関数を保証する定理は安定性における

逆定理 (converse theorem on stability) と呼ばれる．多くの安定性に関する文献において

は，上記の条件 (i) と (ii) を満足するリヤプノフ関数が構成できた場合に一様漸近安定

性を導出する順定理が知られているが，特に，逆定理においては，摂動系の解の性質を

考究する際に重要な役割を果たすことが知られている (例えば，[5, 15, 16] を見よ).

以下に提示する定理は，上述の結果よりも具体的な CIP 関数で評価されるリヤプノフ

関数の存在を示す指数安定性における逆定理である ([1, 8, 10] を見よ).

定理 A. 任意の $\alpha>0$ に対して，ある $L(\alpha)>0$ が存在し，任意の $(t,x)$ , $(t,y)\in I\cross S_{\alpha}^{n}$

に対して

$\Vert f(t, x)-f(t, y \leq L(\alpha)\Vert x-y\Vert$
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であると仮定する．ただし， $I,(\alpha)$ は $t\in I$ とは無関係に選べる値である．このとき，非

線形系 $(NS)$ の零解が大域的指数安定であるならば，ある 3つの正の数 $\beta_{1}(\alpha)$ , $\beta_{2}(\alpha)_{i}\beta$

及び $I\cross$ 確上で定義されたリヤプノフ関数 $V(t,x)$ が存姦し，以下の条件を満足する:

(i) $\beta_{1}(\alpha)\Vert x\Vert^{2}\leq V(t, x)\leq\beta_{2}(\alpha)\Vert x\Vert^{2},$

(ii) $\dot{V}_{(NS)}(t, x)\leq-\beta_{3}\Vert x\Vert^{2}.$

ただし， $\alpha$ は大域的捲数安定の定義に登場する値である (定義は第 3節で述べる).

また，定理 $A$ とは別の評緬による逆定理も知られている ([15, 16] を見よ).

定理 B. 関数 $f(t,x)$ は $x$ に関して局勝リプシッツ条件を満たすと仮定する．非線形系

$(NS)$ の零解が大域的指数安定であるならば， $I\cross S_{\alpha}^{n}$ 上で定義された実数値関数 $V(t, x)$

が存在し，以下の条件を満足する:

(i) $\Vert x\Vert\leq V(t,x)\leq\beta(\alpha)\Vert x\Vert$ ;

(ii) $\dot{V}_{(NS)}(t, x)\leq-k\lambda V(t, x)$ . ただし， $0<k<1$ ;

(iii) ある数 $L(t, \alpha)>0$ が存在し，任意の $(t, x)$ , $(t, y)\in I\cross S_{\alpha}$ に対して， $|V(t, x)-$

$V(t,y)|\leq L(t,\alpha)\Vert x-y$

ただし， $\alpha_{2}\beta$ 及び $\lambda$ は大域的指数安定の定義に登場する値である．

線形系 $(LS)$ に限れば，以下の逆定理が成り立つ．

定理 C. 線形系 $(LS)$ のすべての変数係数が $I$ 上で有界と仮定する．このとき，線形系

$(LS)$ の零解が大域的指数安定であるならば，ある 3つの正の値 $\beta_{1;}\beta_{2}$ 及び $\beta_{3}$ と $I\cross \mathbb{R}^{2}$

上で定義された実数値関数 $V(t, x)$ が存在し，以下の条件を満足する:

(i) $\beta_{1}\Vert x\Vert^{2}\leq V(t, x)\leq\beta_{2}\Vert x\Vert^{2}$ ;

(ii) $\dot{V}_{(LS)}(t, x)\leq-\beta_{3}\Vert x\Vert^{2}.$

ただし， $\beta_{1}$ と $\beta_{2}$ は $\Vert x\Vert$ の大きさとは無関係に選べることに注意する．

定理 D. 線彩系 $(LS)$ の零解が大域的指数安定であるならば， $I\cross \mathbb{R}^{2}$ 上で定義された実

数値関数 $V(t,x)$ が存在し，以下の条件を満足する:

(i) $||x\Vert\leq V(t,x)\leq\beta\Vert x\Vert$ ;

(ii) $\dot{V}_{(LS)}(t,x)\leq-\lambda V(t,x)$ ;

(iii) 任意の $(t, x)$ , $(t, y)\in I\cross \mathbb{R}^{n}$ に対して， $|V(t,x)-V(t, y)|\leq\beta\Vert x-y$

ただし， $\beta$ と $\lambda$ は大域的指数安定の定義に登場する値である．
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先にも述べたように，本研究で対象とする半分線形系 $(HS)$ は原点でのヤコビアンを

定義できないため，定理 $A$ や定理 $B$ で仮定されるリプシソツ条件を満足しない，また，

非線形系であるため，定理 $C$ や定理 $D$ もまた適用できない．そこで，本研究では，半

分線形系 $(HS)$ に対する指数安定性における逆定理を確立することを最終目的とした．

Onitsuka and Soeda [10] によって得られた成果は以下の 2つの逆定理である．

定理 1.3. 半分線形系 $(HS)$ のすべての変数係数が $I$ 上で有界とし，ある数 $\lambda>0$ と

$\beta>0$ が選べ， $t\geq\iota_{0}\geq 0$ に対して

$\Vert(x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}), \phi_{p^{*}}(y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0})))\Vert_{p}\leq\beta e^{-\lambda(t-t_{0})}\Vert(x_{0}, \phi_{p^{*}}(y_{0}))\Vert_{p}$

を満たすと仮定する．ただし， $(x(t, to, x_{0}, y_{0}), y(t, to, x_{0}, y_{0}))$ は半分線形系 $(HS)$ の解で

ある．このとき，ある 3つの正の値 $\beta_{1},$ $\beta_{2}$ 及び $\beta_{3}$ と $I\cross \mathbb{R}^{2}$ 上で定義された実数値関数

$V(t, x, y)$ が存在し，以下の条件を満足する:

(i) $\beta_{1}\Vert(x, \phi_{p^{*}}(y))\Vert_{p}^{p}\leq V(t, x, y)\leq\beta_{2}\Vert(x, \phi_{p^{*}}(y))\Vert_{p}^{p}$ ;

(ii) $\dot{V}_{(HS)}(t, x, y)\leq-\beta_{3}\Vert(x, \phi_{p^{*}}(y))\Vert_{p}^{p}.$

定理 1.4. ある数 $\lambda>0$ と $\beta>0$ が選べ， $t\geq t_{0}\geq 0$ に対して

$\Vert(x(t;t_{0}, x_{0}, y_{0}), \phi_{p}\cdot(y(t;t_{0}, x_{0}, y_{0})))\Vert_{p}\leq\beta e^{-\lambda(t-t_{0})}\Vert(x_{0}, \phi_{p}\cdot(y_{0}))\Vert_{p}$

を満たすと仮定する．ただし， $(x(t;to, x_{0}, y_{0}), y(t;to, x_{0}, y_{0}))$ は半分線形系 $(HS)$ の解で

ある．このとき， $I\cross \mathbb{R}^{2}$ 上で定義された実数値関数 $V(t, x, y)$ が存在し，以下の条件を

満足する:

(i) 1 $(x, \phi_{p^{*}}(y))\Vert_{p}\leq V(t, x, y)\leq\beta\Vert(x, \phi_{p}*(y))\Vert_{p}$ ;

(ii) $\dot{V}_{(HS)}(t, x, y)\leq-\lambda V(t, x, y)$ .

本節で紹介した定理 1.1, 1.2, 1.3及び 1.4の証明は参考文献 [10] に譲ることにする．

第 2節では，一様漸近安定及び指数安定の定義を与え，これら 2つの定義の違いを表す

例を紹介する．微分方程式の安定性の定義には数多くの分類が存在し，それらの間には

包含関係が成立するものや線形系，自励系，周期系などに限定すれば同値関係が得られ

る場合がある．しかしながら，一般の非自励非線形系では明確な違いが導出される．そ

の際，多くの場合でスカラーの非線形微分方程式が違いを明確にする例として挙げられ

るが，2次元系以上の高次元系における具体例は乏しい．そこで，本研究では，零解が一

様漸近安定であるが指数安定でない 2次元非線形系の具体例を挙げる．加えて，第 3節

では，大域的指数安定の定義を与えると共に，零解が指数安定であるが大域的指数安定

でない具体的な 2次元非線形系を考察する．
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2 一様漸近安定性と指数安定性

(2.1)

本論に入る前に，方程式系 $(N_{t}g)$ の零解に関するいくつかの安定性の定義を与える．零

解が一様吸収的 ( $u$吻 ormly attractive) であるとは，ある数 $\delta_{0}>0$ が存在し，任意の $\mathcal{E}>0$

に対して，ある $T(\epsilon)>0$ が選べ， $t_{0}\in l$ かつ $\Vert x_{0}\Vert<(\vec{\rangle}_{0}$ ならば，すべての $t\geq\iota_{0}+T(\epsilon)$

において， $\Vert x(t;t_{Ci}, xo <\epsilon であるときを言う．零解が一様安定 ($uniformly stable) で

あるとは，任意の $\epsilon>0$ に対して， $\delta(\epsilon j)>0$ が存在し， $to\in I$ かつ $\Vert x_{0}\Vert<\delta(e)$ なら

ば，すべての $t\geq to$ において， $\Vert x(t_{:}$.to, xo $<\epsilon$ であるときを言う．零解が一様漸近

安定 (uniformly asymptotically stable) であるとは，零解が一様吸収的かつ一様安定であ

るときを雷う．零解が指数安定 (exponentially stable) であるとは，ある数 $\lambda>0$ が存

在し，任意の $\epsilon>0$ に対して，ある数 $\delta(c)>0$ が選べ， $t_{0}\in I$ かつ $\Vert x_{0}\Vert<\delta(\hat{c})$ な

らば，すべての $t\geq t_{0}$ において， $\Vert x(t;t_{0},x$ $\leq Ce^{-\lambda(t-t_{0})}$ であるときを雷う．例えば，

[1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 垣，13, 15, $16J$ を参照せよ．

第 1飾で述べたように，線形系 $(LS)$ 及び半分線形系 $(HS)$ に限れば，一様漸近安定

性と指数安定性は澗値である．ところが，一般の非線形系においてこの事実は成り立た

ない．例えば， $x’=-x^{3}$ の零解は一様漸近安定であるが指数安定でないことが知られて

いる $([6, p. 85], [7, p. 190], [16, p. 49] を見よ )$ . この方程式のように，2つの安定性の違

いを示す例の殆どはスカラー方程式で示されることが多い．しかしながら，上述の事実

が 1次元の方程式で成り立つからといって，2次元方程式系においても岡様に成り立つと

断言するのは論理が飛躍しているようにも感じられる。 2次元非線形系においても上述の

様な零解が一様漸近安定であるが指数安定でない例が存在するのか？本節では具体的な

2次元非線形系を考察し，この問いに肯定的な答えを与える．

2次元雰線形系

$\{\begin{array}{l}x’=\phi_{p^{*}}(y)-\frac{x}{p}(\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p^{*}}}{p}*)^{2}y’=-\phi_{p}(x)-\frac{y}{p}*(\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|?j|^{p^{*}}}{p}*)^{2}\end{array}$

を考える．このとき，方程式系 (2.1) の零解は一様漸近安定であるが指数安定でない．以

後，この事実を示す．まず，方程式系 (2.1) の零解は一様漸近安定であることを示すため，

よく知られたリヤプノフの定理を以下に紹介する．

定理 E. 方程式系 $(NS)$ に対して，集合 $I\cross S_{\alpha}^{n}$ 上で定義された連続微分可能な爽数値

関数 $V(t_{:}x)$ が次の性質をもつとする:

(i) $a(\Vert x\Vert)\leq V(t,x)\leq b(\Vert x\Vert)$ ;

(ii) $\dot{V}_{(NS)}\leq-c(\Vert x\Vert)$ .

このとき，方程式系 $(NS)$ の零解は一様漸近安定である．ただし，関数 $a,$
$b$ 及び $c$ は

$ClP$ 関数とする．
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さて，方程式系 (2.1) に対する $I\cross S_{1}^{2}$ 上で定義されたリヤプノフ関数

$V(t, x, y)= \frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p}}{p}*\cdot$ (2.2)

を考える．ただし， $S_{1}^{2}$ は第 1節で与えた集合である．また， $\underline{P}$
と $\overline{P}$ を

$\underline{p}=\min\{p,p^{*}\}$ 及び $\overline{p}=\max\{p_{7}p^{*}\}$

と定める．いま， $(x, y)\in S_{1}^{2}$ より， $I\cross S_{1}^{2}$ 上において

$V(t, x, y) \leq\frac{|x|^{\underline{p}}}{\underline{p}}+\frac{|y|^{\underline{p}}}{\underline{p}}=\underline{\frac{1}{p}}(\Vert(x, y)\Vert_{\underline{p}})^{\underline{p}}$

かつ

$V(t, x, y) \geq\frac{|x}{\overline{p}}|\overline{p} +|= \frac{\underline{1}}{p}(\Vert(x, y)\Vert_{\overline{p}})^{\overline{p}}$

を得る．ここで，ノルムの性質を考慮すれば， $(x, y)\in S_{1}^{2}$ 上で

$c_{1}\Vert(x, y \leq\Vert(x, y)\Vert_{\overline{p}}$ かつ $\Vert(x, y)\Vert_{\underline{p}}\leq c_{2}\Vert(x,$ $y$

を満たす正の値 $c_{1}$ と c2を選べる．よって， $I\cross S_{1}^{2}$ 上において，不等式

$\frac{\underline{1}}{p}(c_{1}\Vert(x, y)\Vert)^{\overline{p}}\leq V(t, x, y)\leq\underline{\frac{1}{p}}(c_{2}\Vert(x, y)\Vert)^{\underline{p}}$ (2.3)

が成立する．この不等式より，方程式系 (2.1) の解に沿った微分は $I\cross S_{1}^{2}$ 上において

$\dot{V}_{(2.1)}(t, x, y)=-\frac{|x|^{p}}{p}(\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p^{*}}}{p}*)_{*}^{2_{-\frac{|y|^{p^{*}}}{p}}}(\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|p^{*}}{p}*)^{2}$

$=-( \frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p}}{p}*\cdot)^{3}=-V^{3}(t, x, y)\leq-\frac{1}{\overline{},p^{3}}(c_{1}\Vert(x, y$ (2.4)

と評価できる．よって，(2.1) と定めた関数 $V(t, x,y)$ はリヤプノフの定理 $E$ の条件を満

足するから，方程式系 (2.1) の零解は一様漸近安定である．

次に，方程式系 (2.1) の零解は指数安定でないことを示す．いま，集合 $\tilde{S}_{\alpha}$ を

$\tilde{S}_{\alpha}=\{(x,y)\in \mathbb{R}^{2}:\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p^{n}}}{p}*<\alpha\}$

と定めれば，ある数 $0<\alpha_{0}<1$ が選べ， $\tilde{S}_{\alpha 0}\subset S_{1}^{2}$ を満足する．関数 $(\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))$ を点

$(to, (\xi, \eta))\in I\cross\tilde{S}_{\alpha 0}$ から開始する方程式系 (2.1) の解とするとき，不等式 (2.4) より，

$\iota\geq t_{0}$ において

$\frac{d}{dt}V(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(l))=\dot{V}_{(2.1)}(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))\leq 0$
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を満たすから， $l\geq i_{0}$ に対して， $(\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))\in\tilde{S}_{\alpha 0}\subseteq S_{1}^{2}$ である．したがって，点

$(t_{(j}, (\xi, \eta))\in I\cross\tilde{S}_{\alpha 0}$ から開始する方程式系 (2.1) の解を $(\tilde{x}(l),\tilde{y}(\ell))$ とするとき，関数

$V(t,\tilde{x}(t), y(t))$ は $t\geq t0$ において常に存在し，単調非増加である．また， $V(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))$

は $t\geq t_{\mathfrak{d}}$ において，1階スカラー方程式 $V’=-V^{3}$ の解になる．

さて，時刻 $t_{0}\in I$ で点 $v_{0}$ 欧 $I$ を通るスカラー方程式 $V’=-V^{3}$ の解は

$v(t \rangle=\frac{v_{0}}{\sqrt{1+2v_{0^{2}}(t-t_{()})}}$

であるから， $v_{0}=V(t_{0}, \xi, \eta)<\alpha_{0}$ を満たすとき， $\iota\geq to$ に対して

$V(t, \tilde{x}(t),\tilde{y}(t))=\frac{V(t_{0},\xi,\eta)}{\sqrt{1+2V^{2}(t_{0},\xi,\eta)(t-t_{0})}}$ (2.5)

と表せる．

さて，指数安定の定義の否定命題を数列で表現すれば，任意の $0<\Lambda<1$ に対して，

ある数 $\epsilon_{0}(\Lambda)>0$ と 2つの数列 $\{\tau_{n}\}$ : $\tau_{n}\in I,$ $\{t_{n}\}$ : $t_{n}\geq\tau_{n}$ 及び点列 $\{(\xi_{n},$ $\eta_{n}\rangle$ }:
$\lim_{narrow\infty}\Vert(\xi_{n}, \eta_{n} =0 が存在し，\Vert x(t_{n_{7}}\cdot\tau_{n}, \xi_{n}, \eta_{n} >\prime\wedge o(\Lambda)e^{\Lambda(t_{n}-\tau_{n})}$ である．いま

$\epsilon_{0}(\Lambda)=\frac{1}{c_{2}}(\underline{p}\Lambda e^{1-\Lambda})^{\frac{1}{\underline {}p}}, \tau_{n}=n, t_{n}=2n, \xi_{n}=(\frac{p}{\sqrt{n^{2}+1}})^{\frac{1}{p}} J|_{n}=0$

と定める．ただし，c2は不等式 (2.3) を満たす正の値である．初期時刻を $\tau_{n}\in I$ , 初期

値を $(\xi_{n}, \eta_{n})\in \mathbb{R}^{2}$ とする方程式系 (2.1) の解 $(x_{n}(t), y_{n}(t))$ を考えれば

$\lim_{narrow\infty}\Vert(\xi_{n}, \eta_{n} =0$

であるから，ある $n_{0}\in N$ が選べ， $n\geq n_{0}$ に対して， $(\xi_{n}, \eta_{n})\in\tilde{S}_{\alpha_{O}}$ である．よって，不

等式 (2.3) と等式 (2.5) より， $n\geq n_{0}$ において

$\underline{\frac{1}{p}}(c_{2}\Vert(x_{n}(t_{n}), y_{n}(t_{n}))\Vert)^{\underline{p}}e^{\Lambda(\ell_{n}-\tau_{n})}\geq\frac{e^{\Lambda(t_{n}-r_{n})}}{\sqrt{2(t_{n}-\tau_{n})+V^{-2}(\tau_{n},\xi_{n\rangle}0\rangle}}$

$= \frac{e^{An}}{\sqrt{n^{2}+2n+1}}=\frac{e^{\Lambda n}}{n+1}\geq\Lambda e^{1-\Lambda}$

を満たす．したがって， $n\geq n_{0}$ に対して

$\Vert(x_{n}(t_{n}), y_{rl}(t_{n}))\Vert e^{\Lambda(t_{n}-\tau_{n})}\geq\frac{1}{c_{2}}(\underline{p}\Lambda e^{1-\Lambda})^{\frac{1}{\underline{}\iota)}}=\epsilon_{0}(A)$

を満足する．よって，方程式系 (2.1) の零解は指数安定でない．

上述の様に，2次元系においても非線形系であれば，一様漸近安定性と指数安定性の

間に隔たりがあることが明確となった．このような事実があるのにも拘らず，単分線形

系 $(HS)$ に限れば，線形系と同様に一様漸近安定性と指数安定性は同値であることが定

理 1.1によって明らかになった．
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3 指数安定性と大域的指数安定性

方程式系 $(NS)$ の零解が大域的指数安定 (globally exponentially stable) であるとは，あ

る数 $\lambda>0$ が存在し，任意の $\alpha>0$ に対して， $\beta(\alpha)>0$ が選べ， $t_{0}\in I$ かつ $\Vert x_{0}\Vert<\alpha$

ならば，すべての $t\geq t_{0}$ において， $\Vert x(t, to, xo \leq\beta(\alpha)e^{-\lambda(t-t_{0})}\Vert x_{\theta}\Vert$ であるときを言う

(例えば，[1,8,10,15,16]を参照せよ).

第 1節で述べたように，線形系 $(LS)$ 及び半分線形系 $(HS)$ に限れば，指数安定性と

大域的指数安定性は同値である．ところが，一般の非線形系においてこの事実は成り立

たない．例えば， $x’=x(x-1)$ の零解は指数安定性であるが大域的指数安定性でないこ

とが知られている ([10, 13] を見よ). 本節では，2次元非線形系においても零解が指数安

定であるが大域的指数安定でない具体的な例を与える．

2次元非線形系

$\{\begin{array}{l}x’=\phi_{p^{*}}(y)+\frac{x}{p}(\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p^{*}}}{p}*-1) ,y’=-\phi_{p}(x)+\frac{y}{p}*(\frac{|x|^{p}}{p}+\frac{|y|^{p^{*}}}{p}*-1)\end{array}$ (3.1)

を考える．このとき，方程式系 (3.1) の零解は指数安定であるが大域的指数安定でない．

実際にこの事実を示す．まず， $I\cross \mathbb{R}^{2}$ 上で定義されたリヤプノフ関数 (2.2) を考える．こ

のとき，方程式系 (3.1) の解に沿った微分は， $I\cross \mathbb{R}^{2}$ 上で

$\dot{V}_{(3.1)}(t, x, y)=V(t, x, y)(V(t, x, y)-1)$ (3.2)

となる．いま，関数 $(\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))$ を点 $(t_{0}, (\xi, \eta))\in I\cross \mathbb{R}^{2}$ を通過する方程式系 (3.1) の解

とするとき， $\dot{V}_{(3.1)}(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))=dV(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))/dt$ の関係が成立し， $V(t,\tilde{x}(t), j(t))$ lは

任意の $t\geq t_{0}$ において，スカラー方程式 $V’=V(V-1)$ を満足する．このスカラー方程

式の初期条件 $v(t_{0})=v_{0}$ を満たす解は

$v(t)= \frac{v_{0}}{v_{0}-(v_{0}-1)e^{t-t_{0}}}$

で与えられるから， $v_{0}=V(t_{0}, \xi, \eta)$ を満たすとき， $t\geq t_{0}$ に対して

$V(t, \tilde{x}(t),\tilde{y}(t))=\frac{V(t_{0},\xi_{\rangle}\eta)}{V(t_{0},\xi,\eta)-(V(t_{0},\xi,\eta)-1)e^{t-t_{0}}}$ (3.3)

である．明らかに， $V(t_{0}, \xi, \eta)=0$ のとき，(3.3) より， $V(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))\equiv 0$ を満足し，

$V(t_{0}, \xi, \eta)=1$ のとき，(3.3) より， $V(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))\equiv 1$ を満足する．よって，スカラー方

程式 $V’=V(V-1)$ の解の一意性から，以下の事実が成立する．

(i) $V(t_{0}, x_{0}, y_{0})>1$ を満たす任意の $(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{n}$ から始まる方程式系 (3.1) の解

$(x(t), y(t))$ $|$は $t\geq t_{0}$ に対して， $V(l, x(l), y(l))>1$ を満足する．
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(ii) $0<V(f_{0,x_{\zeta j_{i}}(10})<1$ を満たす任意の $(x_{0}, y_{0})\in \mathbb{R}^{n}$ から始まる方程式系 (3.1) の解

$(x(l), y(l))$ は $i\geq l_{0}$ に対して， $0<V(t, x(t), y(t))<1$ を満足する．

主張 (i) より，明らかに，方程式系 (3.1) の零解は大域的指数安定ではない．$V(t_{0_{\rangle}}x_{0}, y_{0})>$

$1$ を満足する初期値を選べば，零解にすら漸近しない．次に，方程式系 (3.1) の零解が

指数安定であることを示す．いま，第 2節で定義した集合 $\tilde{S}_{a}$ を思い出すと，ある数

$0<\alpha_{0}<1$ が存在し， $\tilde{6^{\gamma}}_{\alpha。}\subseteq S_{1}^{2}$ である．ただし， $S_{1}^{2}$ は第 1節で与えた集合とする．

点 $(to, (\xi, \eta))\in I\cross_{(\tilde{g}_{\alpha 0}}$ を通過する方程式系 (3.1) の解 $(\tilde{x}(t)_{7}\tilde{y}(t))$ を考える．このと

き， $0<V(t_{0}, \xi, \eta)<\alpha_{0}<1$ より，上記の (ii) の条件を満たすので， $l\geq to$ に対し

て， $0<V(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))<1$ である．よって，(3.2) を考慮すれば， $t\geq to$ において，

$dV(t_{\backslash }\prime\tilde{t}:(t),\tilde{y}(t,))/dl<0$ であるから， $t\geq t_{y}$ に対して， $(\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))\in A\tilde{g}_{\alpha 0}$ 欧 $S_{1}^{\backslash 2}$ を満足す

る、 この事実と (2.3) 及び (3.3) を用いれば， $t\geq t_{0}$ に対して

$\frac{}{}\frac{1}{p}(c_{1}\Vert(\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))\Vert)^{\overline{p}}\leq V(t,\tilde{x}(t),\tilde{y}(t))=\frac{V(t_{0},\xi,\eta)e^{-(t-t_{0})}}{1-V(t_{ノ 0},\xi,\eta)(1-e^{--(\prime,-t_{0})})}$

$< \frac{V(t_{0},\xi,\eta)e^{-(t-t_{0})}}{1-V(f_{ノ J},\xi,\eta)}<\frac{V(t_{0},\xi,\eta)e^{-(t-t_{0})}}{1-a_{0}}$

$\leq\frac{(c_{2}\Vert(\xi,\eta)\Vert)^{\underline{p}}}{\underline{p}(1-\alpha_{0})}e^{-\langle t-t_{0})}$

が成り立つ．すなわち， $(l_{0}, (\xi, \eta))\in 1\cross\tilde{S}_{\alpha_{0}}$ から開始する方程式系 (3.1) の解 $(\tilde{x}(l),\tilde{y}(t))$

は $t\geq t_{0}$ において

(3.4)

を満足する．

さて，ある $0<\alpha_{1}\leq\alpha_{0}$ が存在し， $S_{\alpha}^{2}1\subseteq\tilde{S}_{\alpha_{0}}$ である．いま， $\lambda=1/\overline{P}$ と定める．任

意の

に対して

と定めれば， $\delta(\epsilon)<\alpha_{1}$ を満たす．このとき) $to\in I$ で $\Vert(x_{0}, y_{0} <\delta(\epsilon)$ を満足する方

程式系 (3.1) の解 $(x(t), y(t))$ を考える．不等式 (3.4) より，すべての $t\geq t_{0}$ において，

$\Vert(x(t),y(t))\Vert<\epsilon e^{-\lambda(t-t_{0})}$ が成り立つので，方程式系 (3.1) の零解は指数安定である．

上述の様に，2次元系においても非線彩系であれば，指数安定性と大域的指数安定性の

間に隔たりがあることが明確となった．このような事実があるのにも拘らず，半分線形

系 $(HS)$ に限れば，線形系の理論を含む定理 1.2の事実が明らかになった．
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