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ホスファチジルイノう トール 3.4. $\tilde{\mathfrak{y}}$-三リン酸 $(PIP\cdot-)$ は，走化性嚢核細胞の細馳膜において紐胞の進む方

向を指示するリン脂質である- PIP. は異なる実験条件によって、 細胞膜上で過渡的なスポ $\grave{}$ノ $|\sim$ バターン

を示したり、 進行波のパターンを示したりすることが観察されているが，その数学的なメカニズムは明ら
かでなかった ( 今團 $\grave{}$ 我々は PIP の動態を記述する 3変数・空間 1次死の反応拡散方程式モデルの分岐
解析を行った、 数値計箪によれば 定常解は一様解，1 $I||$解 2山解の 3つに大別され．一様解と 1山解
はあるパラメータ領域で安定である。 これに基づき， $PIP_{J}$ の過渡的なペターンは 1山解がサドルノー

ド分岐で消滅した後の「余韻」 として理解できること，また進行波の’ $\backslash$々 $-\grave{J}$は 1山解から e-・ソチフオー

々分岐によって生じることが明らかにな-$\urcorner$ た．

1 イントロダクション

走化性，すなわち化学誘引物質の濃度勾配に対する細胞の運動は，原核細胞 (大腸菌など) や真核細胞

(白血球，神経細胞，がん細胞など) に広く見られる普遍的な現象である
$-$
ヒトの細胞のような真核細胞に

おいては，細胞がアクチンタンパ々質からなる仮足を伸ばして，化学誘引物質の濃度が高い方向に進んで

いくことが知られている。 しかし，濃度勾配がない状況でも，多くの細胞は同じように仮足を伸ばし，ラン

ダムな方向に進むことができる。

細胞が動く際 ホスファチジルイノシトール三リン酸 $(PIP_{3}\rangle$ という細胞膜上のリン脂質が仮足を伸ばす

方向を指示することがわかっている、 $PIP_{3}$ は， $PI3K$ というリン酸化酵素によって $PIP_{2}$ から新たに作られ

る一方で，PTENという脱リン酸化酵素によって $PIP\underline{)}$ へと分解されるので，細胞膜上の $PIP_{3}$ の量は常に

変化している (図 1) $-$

動く真核細胞のモデル系である細胞性粘菌を用いて， $PIP_{\backslash }$;の振る舞いを生きた細胞で観察することが

できる。 それには PIP3に結合する蛍光タンパク質 (PII(Akt)-GFP) を用いるのだが，観察結果によると，

$PIP_{3}$ は細胞膜上で過渡的なスポットパターンを示す場合と，進行波様のバターンを示す場合があった $1’;$ ] $.\underline{\cdot r}$

しかし，その振る舞いの理由は不明であった。 この $PIP_{3}$ の細胞膜上の振る舞いを記述する数理モデルが最

近作成された $[1]_{\iota}$ 本研究ではこの数理モデルを川いて．PIP3の様々なパターン形成を数学的に理解するこ

とを試みた $[2]\backslash$

図 1: $PIP_{3}-PIP_{2}$-PTEN の 3変数反応拡散系、式 $(1\rangle-(3)$ に対応する c リン脂質である PIP3. $PIP_{2}$ は細胞

膜上にとどまり，タンパク質である PTENは細胞膜と細胞質を行き来する。
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2 数理モデル

周径 1の 1次靴円周 (細胞騰に構当する $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$

$|\sim$,で定義された，3 $tt.$ $7$ $\prime\{\lambda$’の反応拡散方秘式系てある-;;

が $PIk^{\tau_{J_{i}}}-,$ $\prime$’が $P2P$ が $P^{r}1^{t}E$ に梢当する (図 1, 式は無次粍化されている $r_{1,\sim])}.$

$\frac{\partial?j}{\{:_{\wedge}\hat{)}t}=\frac{\acute{(}\prime)\sim--\fbox{Error::0x0000}}{\dot{(}\hat{)}\fbox{Error::0x0000}l^{-}\sim}- \zeta 1 +(x_{arrow\vee})\frac{l^{\backslash }}{I\searrow_{\sim}^{\wedge+t}}-ll (])$

$\frac{j.j\iota}{c^{=}\}l’}=d_{\sim^{l}}\prime\frac{\dot{c}\overline{1}^{\underline{)}}.\uparrow}{i_{-\backslash }’?^{2}}+\lambda ((;_{1}\uparrow 1\frac{?l}{f\searrow^{\vee}\iota+:;}\backslash \backslash -(\hat{l}^{\prime\backslash }\underline{\}}I_{\backslash ’}^{\backslash }\prime+]-\uparrow 1)$ (2)

$\frac{\ddot{c}^{\backslash }:\iota\iota^{f}}{t\prime y_{t}}=\ell l_{2}/\frac{?^{\sim}\iota/1\backslash }{iJ_{t}^{\cap}}\langle.\cdot..+\langle)_{(},(J-\overline{er})\frac{I\backslash ^{\fbox{Error::0x0000}} \iota}{I\mathfrak{i}_{-l^{\sim\cdot\cdots\prime\prime}}}\frac{/}{J_{\backslash \tau}’.+1_{-}^{\backslash }}-\lambda_{3}, \tau$; $(\dot{x}^{\overline{ノ}})$

ただし． $\overline{tt^{t}}=\frac{1}{l}$ ( $t^{\backslash }(;_{r}(\prime(f$:の盆周平勧 以下の数値計算では，パラズータの偲こして次を懲いた: $l=2\tau$

$l(\downarrow=33.3.$ $(\tau)=6_{-\rangle}^{r}$
。

$-\backslash ^{\gamma}-$ $(\gamma_{*}, 1 (分岐パラメータ \rangle. Ji_{7}=0_{-\sim}^{\prime,\supset}. l\mathfrak{i}_{i}=0 l\iota_{A}’= く)$ ..$\approx$/3. $f$娠 $=0.\mathfrak{i}^{\backslash }|66\check{\backslash \hat{)}}_{\backslash }$

$/\backslash _{\vee}\ddot{ノ}=\zeta 1.0\zeta\rangle_{\backslash }^{r},.\lambda$ $=$ $\langle l_{\sim}\wedge\prime=1,$ $d_{\mathfrak{t}\grave{\rangle}}\prime=t^{-}.\{.7.\check{\gamma},.$

式の生物学的慧味を簡単に解説する、 (1) の右辺第 1項は拡散項．第 2項は $P1$歎から $P\ddagger P_{2}$
j $\backslash$の分解 第

3項は PIP $\underline{\rangle}$

から $PIP_{\mathfrak{Z}}$ の禽戒，第 4項は $PiP_{j}$ の分解を承している (. (2) の嚇辺第 1項は拡散項，第 2項は

$1^{3}1\}^{5}\backslash$ , から $PIP_{-}$
[

$\backslash$の分解，第 3項は $PIP_{2}$ から PIP.$\supset_{-}\wedge$ の含成、 第項は $PfP$ の (他の $J_{\sqrt{}}^{\backslash 3}\#_{R^{R}}^{\llcorner\wedge}\delta$からの)

成第 5項は PIP の分解を示している (3) の脊辺第 1項は拡散項，第 2項は PTEN の細胞質から膜への

移動，第 3項は PTENの膜から細胞質への移動を示している

3 一様定常解とその安定性

命題: $ex_{2}>|J--$ ならば，空間一様な定常解 $(n,$ $?!$ .切が一意的に存篠する i$\check{}$

証明:

$ti)=-a_{1^{l(\frac{ll}{l\mathfrak{i}_{l}+(;}}}+Cl)^{\frac{\prime(}{f_{t_{2}}’+\iota\prime}}\sim.\cdot’-\iota/$ , (4)

$=(l \downarrow t(\}\frac{t/}{I^{\vee}\backslash 1+\downarrow(}--c\iota_{2}\frac{?}{fc_{2}^{\vee}+v}+1-t_{{\}}$
$(5\rangle$

$=(l_{(\}(-(/\}}1\prime)\underline{K_{\iota}}-|^{1}-\lambda_{:t(}ノ_{}J((6\rangle$

ム 4十 11 $\}_{1arrow 1}^{i_{-}’}+t$

をみたす $t^{1}.$ $n$:の存在を示せばよい- (1) と (5) から

$1-/-l^{\tau}=$ (7)

(1). (6). (7) を用いて

$/ \ell’=\frac{;_{0.1}J_{1^{\wedge}}.(1-\iota/)}{(l_{(\downarrow I_{ts^{(1-|/)+\backslash _{\backslash \dot{J}^{\backslash }}(Ii_{4}+?;)(i_{t\prime}^{r_{\delta’}}+1-t(}}",\backslash })}$ . (8)

$tl_{J}\backslash =\frac{I’\backslash 2+1^{t}}{\tau:}(\cdot\{(+a_{1}\tau r\frac{(/}{Ii_{1}+?/\prime})$

$= \frac{IC^{\vee}\geq+1-/.l}{1-1l}(\lambda_{11l}+(\iota_{1,}\frac{t\ell}{I_{1_{J}}+\iota/}\cdot\frac{/J_{J()-\}}l.\backslash ^{r}(1-t/)}{/x\prime I’s_{A}(1-/.()\lambda_{J}(l_{1_{-\iota+tl)(I_{1^{\vee}\ulcorner},+1-\iota()}}^{arrow\prime}})\sim$. (9)

$?/\in[0.1)$ を 1つ決めれば， $b^{\rangle}\check{\sim}\downarrow I$ を (8) と (9) から決めることができ，両方とも正の値になる． $\langle$9) を $tl$

で微分すると， $0\underline{<}\iota/<1$ において $CI$ が $Ll$ の狭義 $|$i$\acute{}|$.調増 $h$辮囚数であることがわかる。 また， $n=0$ のとき

$\langle I\underline{\cap}$ $=$ \^i $Pl$
$7\backslash 1$ のとき (

$l_{\sim^{J}}arrow$ つ c である- これより， $(l_{2}\geq 0$ のとき，空澗一様な定常解 $(tl. v’)$ が

存寝することが従う．(証朗終)
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この–様定常解の安定性を調べる –様定常解 ( $t1_{0}.$ $t$ $?r$ の近傍 $((j/.c^{t}. \iota i)=(\{(\downarrow()+U\iota_{\zeta)}^{\iota}+t(r_{0}+W))$

で線形化を行う (

$L=(\frac{c.)-\backslash }{c)_{t^{-}}^{\eta}} d_{2}\frac{\prime_{\dot{\iota}}^{\prime)-}}{\langle)_{l^{-}}^{\wedge}\backslash } d_{J}\backslash ノ\frac{\partial^{o}}{()_{J^{\backslash }}^{\underline{9}}\prime}-\iota:()^{\frac{\Lambda’}{h_{A}+((\{)}\frac{((|}{I\backslash _{\backslash }\prime-((}} \frac{1}{\int}]_{(;}^{\prime 1} (.t\cdot)$

とおいて，

$\frac{\partial u}{\partial t}=L(u. \prime_{-t_{2}}’\rangle. u=(U. 1 \ddagger f^{\vee}i$ (11)

の安定性を調べればよい c’

$([f. ff.)= \sum_{/,fl/=-\backslash }^{x}.(^{\supset^{l//(\ovalbox{\tt\small REJECT}}}. (Ct_{\gamma/1}. J\bigwedge_{1)c}. \gamma \rangle \langle A_{(1}=2_{\mathcal{T}\}}/l^{q})$ (12)

とおき，異なるモードに分解する．$\grave{}$ モード $O(07=$ では， $L$ は

$L_{(1}=((|^{-(?.((} \lambda_{\underline{)}}0_{1},\iota^{\frac{}{t_{(}(I\iota)},\underline{.,}1}1’ 0,"\cdot.,.’ a_{r-cx_{0}}^{-.\backslash c\downarrow\cdot\frac{}{(}-\lambda_{\sim^{2}}}\}(1/\cdot.\cdot’,\cdot\frac{lJ}{(I\mathfrak{i}_{\backslash }r_{-}--\iota_{()})^{\underline{\rangle}}}2^{\wedge}(\underline{L_{\tilde{\prime}}}\gamma^{\frac{l\mathfrak{i}^{\backslash }}{)\frac{\underline{\prime-}.*.\iota_{()}’)1\backslash }{le_{1}\perp tr_{1}}(J^{-}\backslash +1)^{\underline{9}}I^{\backslash Q}\{-}},, -\cdots\iota_{1^{-Cl_{1}}}^{1\gamma^{\frac{\backslash \cdot al\mathfrak{i}}{J_{Y_{l}-t((}}-}}..\sim)1^{\frac{\frac{}{\}||}f\iota-t1}{\frac{j_{\backslash .l/}’(\chi_{||}(}{J_{t\prime}.,+-(}1+(1}}\lambda\prime 0^{J})$ : (13)

それ以外 $0\supset$モード $\neq 0$ ) では， $L$ は

$L =(^{-a_{1}u_{0}} \sim.,\cdot,’.\cdot,., -\lambda_{2}a_{\sim}\gamma\frac{f_{Y\underline{\circ}}\subset t.2}{(1i_{\wedge},-1t/?.+\iota^{\backslash }()}.’-d_{2},m^{\wedge}\lambda_{0}^{2}a_{0}(.1^{\cdot}.\frac{\iota_{()}}{\langle I\mathfrak{i}_{\vee^{-}},+\iota_{1})^{\underline{9}}}\frac{\prime 1\mathfrak{i}_{9}}{1),)\frac{)^{2^{-\lambda}}Ii}{J_{t_{1}+\iota/\iota\iota}’}(\iota_{\vee}9},.\cdot\supset.\cdot -\lambda_{3}-\cdot.k_{()}^{2}\lambda_{\underline{\supset}(\{)}^{-..\cdot(l_{1}\frac{}{\frac{A_{1}.\cdot+tl_{t1}\iota t_{1}v_{(}}{1c_{1}+11_{(1}d_{3}m^{2}}}}\backslash )$ (14)

となる、 固有値のうち実部最大のものを図 2に示す:L$()$ (青), $L_{1}$ (緑)
$\grave{}$

$L_{\wedge}$
) (赤), $7$ $<a_{\sim}<11,.Ct_{2}$ が 10.0

より大きくなるとき．モード 1か不安定化するが，それ以外のモードは安定であることがわかる。

8 9 10 11 a2

図 2: 各モートの実部巖大固有値 (の実部), 横軸は分岐パラメータ $a_{2-}$

4 数値的分岐解析

$PI3K$ の活性に相当する ($l_{2}$ を分岐パラメータとして，分岐図を数値的に描いた。 まず，空間 (1次元円

周 $)$ を $N=256$ 分割し，2階の偏微分を 2次の中心差分に置き換えることで，3変数の PDE を $3N$ 変数の
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ODE に変換した。MATLAB の自作ブログラムを用い，シミュレーションで得られた定常解からスタート
して，パラメータ $a_{\underline{Q}}$ を変化させながら定常解を追跡した。サドルノード点の付近では，疑似弧長法を併

用した。定常解の固有値も $\perp\grave{}$\S ATLAB によって計算した。 $N=128_{\backslash }512$ でもほぼ同じ結果が得られること

を確認している。

図 3上に得られた分岐図を示す。横軸は $Cl_{2}$ , 縦軸は葛 $= \frac{?}{\’{c}^{:}}.f_{()}^{p_{u)}}d_{X}$ ($w$ の全周平均) である。一様解と 1

山解，2山解の 3種類の定常解が観察され (図 4), 一様解と 1山解は太実線の領域で安定である。 $B$ がサ

ドルノード点，1山解の安定領域の左側 $C$ はホップ分岐，右側 $D$ はピッチフォーク分岐になっている。

$8910 11$a2

図 3: 上: 分岐図。横軸は分岐パラメータ ($X_{\sim^{2}}$ , 縦軸は？$ll$ の全周平均。下: 代表的な時空間プロット $(a_{2}=$
。

$8,$

8.0, 8.1305, 8.2, 8.4, 8.9, 9.3, $9.7_{(}$.10.3$)$。横方向が窒闘 (を 1次元に展開したもの), 縦方向が階間．を

緑， $w$ を赤で示す。一様解からスタートして， $t=200$ で $u$ に矩形状の局飯的な摂動を与えている。 $v_{:}$ vi は

1由解が安定な領域なので，1由解が定常なパターンとして観察される。

5 一様解に対する局所的な摂動

一様解からスタートし， $u$ に局所的な (矩形状の) 摂動を与え，時闘経過を調べた (図 3下)。細胞におい

ては，これは PIP.3にシグナルノイズを与えることに相当する。図 5に $v$ の真ん中の値と $w$ の真ん申の値を

2次元プロットで示した (真ん中: 矩形状の摂動の申心)。一様解が右上の四角印，1山解が三角印である。

$\mathfrak{c}\iota_{2}$ の大きい方から見ていくと， $(J\cdot?=\sim 8.9_{\backslash }8.4$ では摂動を与えた後すぐに 1山解に遷移し，安定なのでそ

こでとどまる。 $\iota x_{2}=8.2$ では同じように 1山解に遷移するが，そこはもはや安定ではないので，しばらくそ
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3.5

$00$

$u$

$f-$

3 $\mu-\overline{.\backslash \underline{(\{|}}$

$0_{0}$

図 4: 一様解，1山解と 2山解。左: $a_{2}=8.4$ , 右: $(42=9.7$。
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図 5: $u$ に矩形状の局所的な摂動を与えたときの $v-u$’プロット。右上の四角が一様解，三角が 1山解。

の付近で時間を過ごした後，一様解に戻る。つまり，興奮性の挙動を示す。 これは式 (1)$-(3)$ の空間微分を

除いた ODE 系の解析 [3] とも符合する。 $(\iota_{2}=8.1305$ がサドルノード点であり，2つの 1山解が合体し，

消滅する。 $a_{2}=8$ では 1山解は存在しないが，「あたかもそこに定常解があるかのように」系がしばらく時

間を過ごした後，一様解に戻る。 これは定常解の余韻 (ghost)として知られる振る舞いになっている。

6 進行波解

一方，進行波解は $a_{2}>9.28$ (図 3の $D$ の右側) において見られる。図 6に示すように，1山定常解 $D$ か

ら両方向に進む進行波解が分岐する。実際の細胞においては， $PIP_{3}$ の進行波様パターンは，観察液中にカ

フェインを入れたときに観察される頻度が上昇する。カフェインは $PI3K$ の作用に影響を与えると考えられ

ており， $a_{\underline{Q}}$ を増加させる働きがあると推定される。 このことは分岐図の解析とも合致する。
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下 2

図 6: 進行波解。左: 分岐パラメータ $a$ に対して進行波の速度を示す。 $u_{2}>9.28$ において，両方向に進む

波がある。右: 進行波の形と時空間プロット。 $(J_{2}=9.5_{\circ}$
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