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ABSTRACT

マラリアは原因となる原虫を蚊が媒年することによって伝播する感染症であ

る。 従って、 マラ アの流行を記述するためには、 ヒト集団と蚊集団の両方の

感染動態、 また原因となる原虫の生態を考慮する必要がある。 この様な複雑な

感染動態を考える必要があるため、他の感染症と比較してマラリア流行の数理

モデルは複雑である。 本研究ではマラリア感染を記述する古典的なモデルであ

る Ross モデルを改良した数理モデルを用いて、南アフリカにおけるマラリア感

染者の報告件数データを解析するための数理モデルを構築した。 また、 次世代

行列理論を用いて基本再生産数を計算し、 オイラー ロトカ方程式によりマル

サス係数と基本再生産数の関係式を導出した。

1. はじめに

感染症マラリアは Plasmodium 属の原虫に寄生されることにより発症する。

原因となるマラリア原虫の生活環は以下のように説明できる $[8]_{(-}$ マラリアに感

染した蚊がヒ トの血液を吸うと、 唾液とともにマラリア原虫がヒ トの体内に侵

入する。 ヒト体内に侵入した原虫はその後肝臓において無性的に増殖し、一定

以上に増殖するとやがて赤血球へと移動する、 さらに赤血球内で一定以上に増

殖すると赤血球を破壊して血中へと放出される ‘- このとき発熱や貧血といった

症状が観測される。 そして、 血中に放出された原虫の内一部がガメ トサイ トと

呼ばれる生殖母体となり、 それを含む血液を新たな蚊が吸うことで蚊に伝播す

る。 生殖母体は蚊の直腸内で接合したのち、 上皮細胞内に侵入しやがてオーシ

ストとなりその中に多数のスボロゾイ トが形成され唾液腺に集合する。 これが

吸血の際にヒ ト生体内に移動することで新たな感染が起こる。 以上の様にマラ

リアの感染を記述するには、 ヒト及び蚊といった複数の宿主をまたぐ原虫の伝

播動態を考える必要がある。

ここで 1911年に Ross により開発されたマラリア流行を最も簡略的に表現し
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た古典的な数理モデルを説明する $\zeta 7$]:

$\frac{df_{h}}{(it}=abmi_{\tau n}(1-i_{h})-\gamma^{t}l$ $\frac{dI_{7l1}}{dt}=acl_{h}(1-f_{m})-\mu_{2}l_{7n*}$ (1)

Ross モデル (1)では $l_{f_{l}}$は時亥$|$f $\dot{\tau}$ におけるヒ ト集団内の感染者の割合、 $f_{\gamma\iota}$は蚊集団

における感染蚊の割合を示している、 式 (1)ではヒ ト集団も蚊集団もサイズが一

定であるような状況を考えている． $\zeta j\{$は単位時間あたりの蚊の刺咬回数、 $b$は単

位刺咬あたりの感染蚊からヒ トヘマラリアが感染する割含、 $c$は単位刺咬あたり

の来感染蚊がマラリアを感染者から伝播される割禽，$m$はヒ トー入あた翰の雌蚊

の鯛体数、 はヒ トのマラリアからの平均圓復速度、 $\mu_{2}$は蚊の死亡速度を表して

いる。Ross モデル (1)では未感染個体は潜伏期間を経ることな $/\backslash$ 感染性を獲得す

ることを暗に仮定している．また、 実際のマラリア感染者数と報告件数との間

には乖離があることにも注意するべきである

本研究ではこれらの点に注意し、南アフリカのリンポホ州のマラリアスチー

シ $3-\grave{y}$ において ヂマラリア感染者」 として診断された報告件数を解析するこ $\vee\triangleright$

を目的とした数理モデルを開発し、流行を特徴付けるさまざまな指標を導出す

る

2. マラリア流行の数理モデル

本研究で用いたデータ解析に焦点を当てた数理モデルを構築する。Figure. 1

はマラリアの疾患進行に基づいた数理モデルの流れ図である。

発発連度

$q$

Figure.1数理モデルの流れ図
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ヒトの個体群は、感受性個体群 S(t)、マラリ $-\gamma$に感染しているが感染力をもたな

い潜伏個体群 E(t)、臨床症状を示し感染力をもつ感染性個体群 $f$ (t)、臨床症状は

示さないが感染力をもつ無症状個体群 A(t)、「マラリア感染者」として報告され、

適切な治療を受けた個体群 R(t)の 5つのコンパートメントに、雌蚊の個体群は

感受性個体群 Vs(t)、潜伏個体群 $V_{E}$ (t)、感染性個体群 $V_{f}$ (t)の 3つのコンパートメ

ントに分けて考えた。 このときマラリア流行動態は以下の数理モデルによって

記述される :

$\frac{dS(t)}{dt}=dN(t)-dS(t)-\lambda(t)S(t)$ ,

$\frac{dE(l)}{dt}=\lambda(t)S(t)-(\epsilon+d)E(t)$ ,

$\frac{df(t)}{dt}=\epsilon E(t)-(r+q+d)f(t)$ ,

$\frac{d\mathcal{A}(t)}{dt}=rt(t)-(\eta q+d)A(t)$ , (2)

$\frac{dR(t)}{dt}=qf(t)+\eta qA(t)-dR(t)$ ,

$\frac{dV_{s}(t)}{dt}=9^{-}\mu V_{s}(t)-\lambda_{V}(t)V_{s}(t)$ ,

$\frac{dV_{E}(t)}{dt}=\lambda_{V}(t)V_{s}(t)-(\mu+\epsilon_{V})V_{E}(t)$ ,

$\frac{dV_{f}(t)}{dt}=\epsilon_{V}V_{E}(t)-\mu V_{f}(t)$ .

ここで、 ヒト個体群において、 $\epsilon$は潜伏期の個体が発症に至る率で、 $r$は臨床症

状が消失する率である。また、 $q$はマラリア感染者が報告される速度であり、$\eta$は

その発見確率である。 蚊個体群において、 $\epsilon_{V}$は潜伏個体が感染性を獲得する率

である。 本数理モデルでは、 ヒト個体群は速度 $d$で自然死亡し、 同速度で出生す

ると仮定している。 従って、 ヒトの総個体数$N(t)=S(t)+E(t)+f(t)+A(t)+$

R(r)は一定となる。蚊個体群は速度 $g$で増加し、速度 $\mu$で減少するものとした $\circ\lambda$(t)

と $\lambda$V(t)は、 それぞれヒ トおよび蚊の感受性個体に対する感染蚊および感染者が

もつ感染力であり、 次のように表すことができる :

$\lambda(t)=b\cross\frac{N_{V}(t)}{N(t)}\cross\frac{V_{l}(t)}{N_{V}(t)}\cross\beta^{\sim}=\beta\frac{V_{f}(t)}{N(t)},$

$\lambda_{V}(t)=b\cross\frac{I(t)+\sigma A(t)+\theta R(t)}{N(t)}\cross\overline{\beta_{V}}=\beta_{V}\frac{1(t)+\sigma A(t)+\theta R(t)}{N(t)}$ . (3)
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$b$は 1匹の蚊が単位時間あたりにヒトを刺咬する画数、 $\tilde{\beta}$はヒトが感染性を持つ

蚊から 1回の刺咬を受けたときに感染する率、 $\overline{\beta_{t^{f}}}$は感染していない蚊が感染性

をもつヒ トを刺咬したときに感染する率、$N_{b^{\gamma}}((j)$は蚊集団の嬢体数を表している。

(3)の $\sigma$ と $\theta$は、 無症候倒体と適切な治療を受けた個体が発症している燗体と比較

して血中のガメ トサイト量が減少していることによる蚊への新規感染に寄与す

る割合である。

3. 次世代行列理論による基本再生産数の導出

全ての個体が感受性である集団に 1人の感染者が発生したとき、その感染者

が全感染期間において再生塵する二次感染者の数の期待値を基本再生産数と呼

び $R_{(j}$ と蓑す。 本飾では次世代行列理論を用いて基本再生産数を導綴する [6],.. 数

理モデル (2)を感染者が存在しない平衡点の近傍で線形化し、 得られた線形化方

程式の係数行列を 咄生行列 : $FJ$ と「状態間遷移行列 : $V$」 に分解する :

$\frac{d}{dt:}(\begin{array}{l}E1ARV_{g}V_{1}\end{array})=(F-V)(\begin{array}{l}EfARV_{\mathcal{B}}V_{f}\end{array}).$

このとき、 及び $V$は以下の行列であり、

$F=(_{0\beta_{V}m}^{00}00000000\sigma\beta_{V,0}m0000\theta\beta_{V}m0000000000000000\beta)\prime V=(0-r(\eta q+d)0000-q-\eta qd000000-\epsilon_{\vee}\mu 0000(\mu+\epsilon_{y})0)$ ,

次世代行列 $FV^{-1}$は次のように定義される :

$(_{\frac{\beta/n\iota}{(;i+\prime)(t{\}+v\dagger,)}+\frac{\beta\backslash :_{k}.\prime\prime t)}{d/i7\cap}+_{d(dd+I}}(),.(),( \vee\prime.\cdots\iota.\cdot),,(+r(t|?)(+a1\beta\}n_{\vee}^{\kappa}q\langle d+\eta\eta+|)ce\frac{c^{y}\iota)n}{((+q+:}\gamma^{i}\frac{\beta.|nr(d+..:\rangle}{d(cl+e(d+/q)((\varphi r),(1}\frac{\prime^{\backslash }\backslash \iota’ n\iota 0}{d+\prime c/}+\frac{()\beta1||qtl}{()d\langle d’+\eta q)}\frac{\beta)^{\wedge}1?1\theta t()}{c/,(}(’(’,)$ .

$FV^{-1}$の各要素は感染性を持つ期間にどれだけ新規感染者を再生産しているかと

いうことを表しており、基本再生産数 $\overline{R_{0}}$は次世代行列 $FV^{-1}$のスペクトル半径に

より定義され、 以下のように与えられる :

ここで篤は蚊からヒト、 もしくはヒトから蚊への感染を 1世代と考えた場合の

基本再生産数であり、1人のヒト感染者から新たなヒトへの感染を 1世代と考え
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た場合、 1 $)_{\backslash }$の感染者が再生産する新規感染者数は次の式で表される :

$\overline{R_{0}}\cross\overline{R_{0}}=\frac{m\epsilon_{V}\beta}{\mu(\mu+\epsilon_{V})}\frac{\beta_{V}\epsilon\{d(d+q\eta)+\theta(q^{2}\eta+q\gamma\eta+dq)+\sigma d\gamma\}}{d(d+q\eta)(d+q+\gamma)(d+\epsilon)}.$

4. マルサス係数と基本再生産数の関係

数理モデル (2)のマラリアに感染しているが感染力をもたない潜伏個体の増加

を表す式、

$\frac{dE(t)}{di}=\beta\frac{V_{l}(1i)}{N(t)}S(l)-(\epsilon+d)\mathcal{B}(C)$ ,

に注目する。流行初期において感受性人口 $S(t)$ とヒト総入口 N(t)はほぼ等しいと

仮定できるため、 以下の近似式を得る :

$\frac{dE(t)}{dt}=\beta V_{f}(t)$ -($\epsilon+d$ ) $E$ (む).

定数変化法を用いて書き直せばコンパートメント E(t)は以下の様になる :

$E(t)=Ce^{-(\epsilon+d)C}+ \int_{0}^{む}\beta V_{f}(s)e^{(\epsilon+d)(s-t)}ds.$

また、 $E(t)=0$である事に注意すれば、 $C=0$ となる。 ここで、 コンパートメン

ト E(t)における待機時間の分布 $\phi$

1
$(s)=e^{-(\epsilon+d)s}$を定義すれば、 上式は 2つの関

数の畳み込みにより記述できる :

$E(t)=\beta(V_{f}*\phi_{1})(t)$ .
同様に、他のコンパー $|\sim$ メン トにおける待機時間分布を以下の通り定義すれば、

$\phi_{2}(s)=e^{-(\mu+\mathcal{E}_{V})s}, \phi_{3}(s)=e^{-(\gamma+q+d)s}, \phi_{4}(s)=e^{-(\eta q+d)s},$

$\phi_{5}(s)=e^{-ds}, \phi_{6}(s)=e^{-\mu s}.$

線形化方程式は次の積分方程式になる :

$I(t)=\epsilon(E*\phi_{3})(t)$ ,

$A(t)=\gamma(1*\phi_{4})(i)=\gamma\epsilon(E*\phi_{4}*\phi_{3})(t)$ ,

$R(t)=q\{(1+\eta A)*\phi_{5}\}(t)=\{q\epsilon E*\phi_{5}*(\phi_{3}+\eta\gamma\phi_{4}*\phi_{3})\}(t)$ ,

$V_{f}(T)=\epsilon_{V}(V_{E}*\phi_{6})(t)$ ,

$V_{g}(t)=(N_{V}^{*}\phi_{2}*\lambda_{V})(l)=m\beta_{V}\{\phi_{2}*(I+\sigma A+\theta R)\}(t)$ .
ここで、 $N_{V}^{*}$ は感染者が存在しない平衡点における蚊の総個体数であり、

m $=$ NV
$*$

/N
$*$

である。 従って、 コンパートメン}$s$ E(t)に関する再生方程式が得ら

れる :
$E(t)=m\epsilon_{V}\beta\beta_{V}\{\phi_{1}*\phi_{2}*\phi_{6}*(f+\sigma A+\thetaR)\}(t)$

$=m\epsilon\epsilon_{V}\beta\beta_{V}E*\phi_{1}*\phi_{2}*\phi_{\’{o}}*\{\phi_{3}+\sigma\gamma\phi_{4}*\phi_{3}+\theta q\phi_{5}*(\phi_{3}+\eta\gamma\phi_{4}*\phi_{3})\}(t)$ .
この時、 再生方程式の核は、 以下で表される :
$\Phi(x)=m\epsilon\epsilon_{V}\beta\beta_{V}*\phi_{1}*\phi_{2}*\phi_{6}*\{\phi_{3}+\sigma\gamma\phi_{4}*\phi_{3}+\theta q\phi_{S}*(\phi_{3}+\eta\gamma\phi_{4}*\phi_{3})\}(x)$ .
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さらに、 合成積の積分は、 それぞれの関数の積分の積になることよの、 再生核

を積分する事で基本再生産数は次の柔うに計算される [,33 ;

$R_{0}= \int_{t3}^{\infty}\Phi(s)ds$

$=m \epsilon\epsilon_{V}\beta\beta_{t\prime}\prime^{\frac{1}{\epsilon+d}\frac{1}{f^{p}}\frac{1}{\mu+\mathcal{E}\backslash f}\frac{1}{\gamma+q+d}\{1}+\frac{\sigma\gamma}{\eta q+d}+\frac{\theta q}{d}(1+\frac{\eta\gamma}{\eta q+d})\}$

$= \frac{m\mathcal{E}\mathcal{E}_{V}\beta\beta,}{\mu(\epsilon+d)(\mu+\epsilon_{V}\ddot{i}\}(\gamma+q+d)}\frac{(\eta q+d)d+\sigma\gamma d+\theta\zeta i\{\uparrow 7(q+\gamma j+d\}}{(\eta q+d)d}.$

基本再生産数 $R_{0}$は、 ヒトから $\llcorner$’ト/ $\backslash$のマラリア伝播における $\overline{R_{0}}\cross\overline{R_{0}}$ と-致して

いる (上述)。

次に、基本再生産数 $R_{\{j}$ と $\approx\backslash ;t$ サス係数 $\lambda$ との関係を導出する。マ $;\triangleright$ サス係数は、

感染初期における感染症の伝播速度 (すなわち、 適応度) であり オイラー

ロトカ方程式の実根である [3] :

$\hat{\Phi}(\lambda)=\int_{り}^{s^{\wedge}\backslash }e^{-\lambda s}\Phi(s)ds=1.$

左辺の $\hat{\Phi}(\^{A})$は $\Phi(\lambda)$のラプラス変換を表しており、 2つの関数の合成積のラプラ

ス変換はそれぞれのラプラス変換の積になる。 従って、 オイラー ロトカ方程

式は以下の通り書き換えられる :

$\hat{\Phi}(\lambda)=m\epsilon\epsilon_{V}\beta\beta_{V}\hat{\phi_{1}}(\lambda)\hat{\phi_{\angle}\prime}(\lambda^{\backslash })\hat{\phi_{3}}(\lambda)\overline{\phi_{6}}(\lambda)\{1+\sigma\gamma\hat{\phi_{4}}(\lambda)+\theta q\hat{\phi_{S}}(\lambda)(1+\gamma\uparrow?\hat{く\beta_{4}}(\lambda))\}=1.$

ここで、 各コンパートメントにおける平均待機時間を次の様に定義すれば、

$\Delta_{1}=\frac{1}{\epsilon+d}, \Delta_{2}=\frac{1}{\mu+\epsilon_{V}}. \Delta_{3}=\frac{1}{\gamma+q+d},$

$\Delta_{4}=\frac{1}{\eta q+d}, \Delta_{5}=\frac{1}{d}, \Delta_{6}=\frac{1}{\mu},$

それぞれのラプラス変換が以下の様に計算できる :

$\hat{\phi_{1}}(\lambda)=\frac{1}{\lambda+\epsilon+d}=\frac{\Delta_{1}}{1+\lambda\Delta_{1}},$

$\hat{\phi_{2}}(\lambda)=\frac{1}{\lambda+\mu+\epsilon_{V}}=\frac{\Delta_{2}}{1+\lambda\Delta_{2}},$

$\hat{\phi_{3}}(\lambda)=\frac{1}{\lambda+\gamma+q+d}=\frac{\Delta_{3}}{1+\lambda\Delta_{3}},$

$\hat{\phi_{4}}(\lambda)=\frac{1}{\lambda+\eta q+d}=\frac{\Delta_{4}}{1+\lambda\Delta_{4}},$

$\hat{\phi_{S}}(\lambda)=\frac{1}{\lambda+d}=\frac{\Delta_{S}}{1+\lambda\Delta_{5}},$
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$\hat{\phi_{6}}(\lambda)=\frac{1}{\lambda+\mu}=\frac{\Delta_{6}}{1+\lambda\Delta_{6}}.$

従って、 $\lambda$に関する 6次方程式の最大実根がマルサス係数を与える。 さらに、 適

切な治療により個体の血中ガヌ トサイ ト量が十分に減少すると仮定すれば、 蚊

への新規感染が起こらなくなり $\theta=0$となる。 この時、 オイラー・ロトカ方程式

より以下の関係が導出される :

$R_{0}=(1+ \lambda\Delta_{1})(1+\lambda\Delta_{2})(1+\lambda\Delta_{3})(1+\lambda\Delta_{4})(1+\lambda\Delta_{6})\frac{1+\sigma\gamma\Delta_{4}}{1+\lambda\Delta_{4}+\sigma\gamma\Delta_{4}}.$

すなわち、 感染初期におけるマルサス係数を推定する事で基本再生産数を計算

する事が可能になる、’ マラリア感染者報告件数のヂータからマ’レサス係数を推

定する方法については今後の課題である。

6. まとめ及び今後の展望

本研究では「マラリア感染者」 として報告されるデータを解析する事を目的

とした数理モデルを構築し、 基本再生産数の理論値および、 マルサス係数との

関係性を定式化した。 興味深い事に、 マラリアの伝播において重要な役割を担

う蚊の個体数は気温や降雨量といった複数の気候要因に影響を受ける。従って、

気候変動とマラリア流行の関係を明らかにする事がこの感染症をコントロール

する上で重要となっている。 今後は、 年度毎の基本再生産数を推定し、 マルサ

ス係数の推定と合わせて考察する事で、気候変動との影響を議論していく。
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