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Abstract In this paper, we in estigate the asymptotic bchavioi of $so1\iota$ tion of an $ugearrow structu\iota\cdot e$ SIS epidemic
model with patch structure. We prove that if the spectral radius of $\delta$ linear operator is greater than 1, then the

endemic $equ\dot{\not\in}$librium of the model is $g\dagger$obally attractive, thal is. any solution with nonurivial initia] datum
converges to the endemic equiiibr $\iota t\iota \mathfrak{n}$ as time goes to infinity. In the $pr(\rangle of$, we succeed in applyiog the technique
of monotone sermilevv’ as in [ $S.;\aleph$ . BUSENBERG, M. ] $ANNIiLL\ddagger$ , AND $H.R$ . THIEME. Glelml behavior of $cu\tau$

age-st uciured epidemic modd, SIAM J. Math. Anal.. 22 (199i), pp. $i065-108(J.\rceil$ to a more general spatially
heterogeneous Banach space.

1 導入

SIS 感染症モデルは、病気から回復した感染個体は免疫を獲得せずに再び感受性を脊するようになると仮

定された、最も基本的な感染疲モデルの一つとして有名である (see Diekmann and Heesterbeek [51)。実年

齢 (生まれてからの経過時間) 構造を持つ $S\mathfrak{l}S$ 感染症モデルは、一階の偏微分方程式の初期値境界値問題と

して詑述されるが、 その解の大域的な挙動の解析は Busenberg et at. $(_{-}3$ ] によって行われた。 そこでは、 $SlS$

感染症モデルの解が定義する半力学系の単調性を利用することで、有名な疫学的閾値である基本再生産数

(see [5]) に相当すると考えられるある閾値が、 ある線型作用素のスペクトル半径として得られ、 その

値が]以下であれば慮明平衡解のみが存在し大域的に吸収的となる一方、 1より大きければエンデミックな

非自明平衡解が一意に存在して大域的に吸収的となることが示された。そのような半力学系の単調性は SIS

感染疲モデルが持つ重要な特徴の一つであり、いくつかの多状態 SIS 感染疲モデルに対しても、その性質を

利絹することで解の大域的な挙動が解析されている (see Lajmanovich and Yorke [ $11$ 」and Feng et al. $[6J$ )
。

一方、感染症の地理的な伝播を考える上で、空間構造、 すなわち各個体の空間異質性を考える試みが重

要となることは、論を挨たない (see Rass anci Radcliffe r14])。そのような空間異質性を考慮する上で、主

に次の二つの方法が考えられる :パッチ構造を導入する方法 ee for instance「 $1.7$ , 15]) と、 空間拡散を導

入する方法 $(see for$ instance $f i3,17])$ である。前者では、各地域を表すパッチ毎に人口を区分すること

で、 離散的な空問構造を考慮することが可能となるのに対し、後者では空間変数を導入することで連続的

な空間構造を考慮することが可能となる。連続的な構造の方がより一般的であるとも考えられるが、パッチ

構造を持つモデルでは各パッチ間の即時的な移動を考慮できるという利点があると考えられる。本稿では、

紙彌の都合上、 パッチ構造を持つモデルの解析に焦点を置く。

年齢構造を持たないパッチ構造化 $S\mathfrak{l}S$ 感染療モデルの先行研究として、Arino and van den Driesscheで

は解の大域挙動に関するある予想が提唱され、 それは Iggidr ef al. $[7j$ によって解決された。 また一般的な

出生項を持つパッチ構造化 SIS モデルの研究は Wang and Zbao [15] で行われている。 より一般の空間異質

性と年齢構造を同時に考慮した感染症モデルの研究は、著養の知る隈り数の眼られたものである。Langlais

and Busenberg $\zeta 12$] では、 エンデミックな非自明平衡解 (および周期解) が存在する際の大域的な安定性が

示されていたが、 そのような存在を保証する閾値については未解明であった。一方、 $K\mathfrak{u}niy$ il and Oizumi $[10j$

では、 エンデミックな非自明平衡解の存在を保証する閾値としての基本再生産数 %o が行われたが、 その大
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域的な安定性については未解明であった。その他、出生や死亡などの人口学的構造がない場合の挙動につい

ては Blasio r4I、解の存在などの包括的な解説は Webb $[]6$] で行われている。本稿では、パツチ構造を持つ

年齢構造化 SIS 感染症モデルに焦点を置き、基本再生産数 .-.島に相当すると考えられるある線型作用素のス

ペクトル半径を導出し、 その値が 1より大きければエンデミックな非自明平衡解が一意に存在して、大域

的に吸収的となることを証明する。

2 解析

本稿では、 次のパッチ構造を持つ年齢構造化 SIS 感染症モデルに焦点を置く :

$\{\begin{array}{ll}(\frac{\partial}{\partial\prime}+\frac{\partial}{\partial a})S_{j}(t,\ell l)=-\{\lambda_{j}(l,a)+\sum_{k-1}^{n}\prime ll_{k_{J}’}(\ell l)+\mu_{j}(a)\}S_{j}(t,a)+\gamma_{j}(a)J_{j}(/,tl)+\sum_{A-1}^{\prime\gamma}m_{jk}(a)S_{k}(t_{t}a) , (\frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial_{lt}})I_{j}(/,c\iota)=-\{\gamma_{j}(a)+\sum_{k=1}^{n}m_{kj}(a)+\mu\prime(a)\rangle l_{i}(t,a)+\lambda_{j}(t,0)S_{j}(t,a)+\sum_{k=1}’m_{jk}(a)I_{k}(t,a) , (2.1)S_{j}(t,0)=\int_{0^{ゆ-}}\beta_{j}(a)P_{j}(l,a)da, I_{j}(t,0)=0, \lambda_{j}(t.a)=\int_{0}^{ゆ_{}\dagger}\kappa_{j}(a_{\backslash }\sigma)J_{j}\cdot(r, \sigma)d\sigma, i\in\{1,2\ldots:n\}. \end{array}$

ここで $S_{j}(\iota,a)$ および $l_{j}(/,a)$ はそれぞれ時間 $f\geq 0$ においてパッチ $j\in\{], 2\ldots.,n\}$ に属する年齢 $a\in[O_{Cl_{!}^{A}}]$

$(n_{\dagger}\in(0, +\infty)$ は最大到達可能年齢) の感受性人口と感染人口を表す。 $\lambda_{j}(t,a)$ は時間 $t$ においてパッチ $i$ に

属する年齢 $n$ の感受性個体に対する感染力であり、 $\kappa_{j}(c\prime, \sigma)$ はパッチ $i$ における年齢 $a$ の感受性個体と年齢

$\sigma$ の感染個体の間の感染伝達の係数である。 $l\uparrow 1_{jk(a)}$ はパッチ $k$ からパッチ $i$ への年齢依存の移動率、 $\mu_{j}(a)$

はパッチ $i$ における年齢依存の死亡率、 $\gamma_{j}(a)$ はパッチノにおける年齢依存の回復率、 $\beta_{j}(a)$ はパッチ $i$ に

おける年齢依存の出生率を表す。 また弓 $(t.a)=S_{j}(f,a)+l_{j}(t,a)$ は時間 $t$ においてパッチ $i$ に属する年齢 $a$

の人口であり、 (2.]) の各式を加えることで次の方程式を満たすものであることが分かる :

$( \frac{\partial}{\partial_{l}}\perp\frac{\partial}{\partial_{0}})P_{j}=-\{\sum_{k=1}"n\uparrow Aj(a)+\mu_{J}’(a)\}P_{/}\cdot\perp\sum_{k=1}^{Jl}m_{jk}((|)P_{k}.$ $P_{j}(/,0)= \int_{0}^{\mathcal{O}\sim}\prime,$ $j\in\{I,\gamma\sim\ldots.:n\}.$

(2.2)

各係数には次の仮定を置く :

(A1) すべての $j,$ $k\in\{1,2.. . . , n\}$ に対して $\prime njk\cdot\gamma_{j}.$ $\kappa_{J}\in L^{\infty}(0,a_{\dagger})$ とする $(上限は m_{J^{\wedge:}}^{\sim}\gamma_{J^{\backslash }}^{arrow}, \kappa_{j}<+\infty と表す )$ 。

(A2) すべての $j\in\{1,2, n\}$ に対して $\mu_{j}\in L_{1oc,+}^{1}(0_{Cl}\dagger)$ とし、 次が成り立つものとする :

$\int_{(\rangle}^{u*}\mu_{j}(a)da=+\infty. \lim_{aarrow tl_{7}}\frac{\ell_{k}(a)}{\ell_{j}(a)}<+\infty, j,k\in\{1.2, n\}$

ここで $\ell_{j}(a):=\exp(-\int_{()}^{a}\mu_{j}(\sigma)d\sigma)$ はバッチ $i$ における生残率を表す。

(A3) すべての $i\in\{1.2, . . . ,n\}$ に対して $\beta\in L_{:}^{\infty}(0,\ell/)$ とする。

(A4) 純再生産行列 $\int_{0}^{a_{t}}B(a)L(a)do$ は分解不能である。ここで $B(a)$ $:=$ diag ( $\beta_{j}(c/))_{ノ^{}\prime.\{|_{?}2,\ldots,/1\{}$,であり、$L(a)$ は行

列微分方程式 $dL(c/)/da=M(a)L(a)$ , $L(O)=l$ の解である。但し $M(a):=(m_{\dot{ノ}A}.(a))_{j_{:}k\in\{1.2\ldots..n\}^{:}}mjj(a):=$

$- \{\sum_{k=}"1i$ であり、 1は単位行列である。 また、 この純再生産行列のフロベニウス根は

1とする。

仮定 (A4) の下で、 Inaba [8, Propositions 3.2 and 3.3] より、 (2.2) には正の平衡解 $P_{j}^{*},$ $j\in\{1, 2, . . .:n\}$ が存

在することが分かる。以下の議論では、初期時刻よりそのような定常状態は到達されている (すなわち、

$P_{j}(l,0)\equiv P_{\dot{j}}(0)$ , $j\in\{1,2,\cdots\cdot,n\})$ ものとする。
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2.1 半力学系の定義

系 (2.1) の各解に対し、正規化 $s_{j}(t,a\rangle:=S_{j}(t,a\rangle/P_{j}^{K}(\iota()\backslash ,$ $i_{j}(l,0)$ $I_{j}(t,a)/P_{j}^{*}(a),$ $j\in\{1,2_{\mathfrak{i}}\ldots,r\iota\}$ を考える。

$s_{j}(t_{-}.t/)=1-i_{j}\langle l_{\backslash }a)$ が成立することに注意すると、系 (2.1) は次の $i_{j}$ の系に書き換えられる :

$\{\begin{array}{l}(\frac{\partial}{\partial\prime}+\frac{\partial}{\partial a})i =-\{..\cdot-\rangle i_{j}(f,a)+\lambda_{j}(t_{\backslash }a)\{1-i_{j}(t,a)\}+\sum_{k-1}^{fl}n^{-}\uparrow_{f}.k(a)i_{k}(t,a) ,i_{j}(f..0\rangle=0_{\tau} j\in\{1,2, \ldots\tau;\iota\}.\end{array}$ (2.3)

但し $r\tilde{n}_{i^{k}}(a):=\prime njk(a)$礎 $(a\prime)/P_{\dot{j}}^{*}\langle t/)$ , $j\dot{},lc\in\{1,2, . ..:n\}$ であり、正規化の影響で (2.3) の右辺の負の項には $\prime\overline{n}_{kj}(a)$

ではなく醜承 $P$}) が現れることに注意されたい。 また島 $(a,\sigma)$ $\kappa_{j}(a_{\backslash }\sigma)P_{j^{*}}(\sigma)$ , $i\in\{1,2\ldots.,rl\}$ とすること

で、 感染力は $\lambda_{j}(t,c;)=\int$ $\overline{\kappa}_{i}(a,\cdot\sigma)i_{j}(t, \sigma)d\sigma.$ $.j\in\{?,2, \cdots n\}$ となる。

今、 $\mathcal{E}:=L^{1}(0_{ll}\dagger;\mathbb{R}^{rt})$ を定め、 $E_{1}$ をその正値錐とする。 (2.3) の解に対する状態空閲として、閉凸集合

$C:=\{\eta..$ 欧 $\Delta^{\backslash }:0\leq\varphi_{i}(a)\leq I, j 1,2,\ldots,n, ae.\}$ (2.4)

を定める。 また、 線型作驚素 $A$ : $D(A)c\epsilonarrow E$ を

$A \varphi(\zeta\lambda\rangle:=-\frac{d}{\ } \varphi(tl)_{:} D(A):=\{\varphi\in\mathcal{B}:\varphi\in W^{1\prime}t(0_{s}a_{\dagger};R^{n}),\cdot\varphi(0)=0\}$

で定め、非線型作用素 $F:C\subseteq Earrow E$ を

$(F( \varphi))(a):=(-\{\gamma_{j}(a)+\sum_{k-1}^{\prime?}l\overline{7}t_{jk}(c\iota)\}\varphi_{j}(a).+\lambda_{j}[a|\varphi]\{1-\varphi_{i}(a)\}+\sum_{k-1}^{\prime l}m_{jk}^{-}\langle a)\varphi_{k}(a))_{j\epsilon\{1_{\wedge}\ldots..r\}^{\backslash }}.$ $\varphi\epsilon C$

で定める。但し

$\lambda_{i}[a|\varphi]:=\int_{0}^{ax}\overline{\kappa}_{j}(a, \sigma)\varphi_{j}(\sigma)d\sigma, \varphi\in E, j\in\{I,2, \dagger ll\}$

とした。 このとき系 (2.3) は、 $E$ 内の次の抽象的コーシー問題に書き換えられる :

$\frac{d}{dt}i(t)---*Ai(t)+f\prec’(i(t)) , i(O)=i_{0} (i_{0_{:}1}, i_{\langle).2:} i_{\backslash }0_{n})\epsilon E$ (2.5)

僚し $19)=(\dot{\}}{\}(t)_{:}j_{\wedge}\backslash (:), :i_{I}(t))\in \mathcal{B}$ である。

作用素 $A$ は次で定める $Q$-半群 $\{e^{t\Lambda}\}_{t\geq 0}$ : $fi^{\backslash }\prec E$ の無限小生成作用素であることが容易に分かる :

$e^{tA}\varphi(a):=\{$ $()(\varphi_{1}(a-t).\varphi_{\gamma}\wedge(CJ-\iota\rangle, \cdots, \varphi_{l7}(a-;))$

,
$\mathcal{C}\langle-t>0l-Cl\geq()$

’
$\varphi\in \mathcal{E}.$

また任慧の正定数 $\alpha>0$ に対して、 レゾルベント $\alpha A$
1 : $g_{1}^{\urcorner}arrow f_{l}^{\neg}$ は

$(J- \alpha,\dot{4})^{-1}\varphi(a):=\frac{1}{\alpha}(/0^{a}e^{-\frac{1}{(X}(((-\sigma)}\varphi$】 $(\sigma)d\sigma,$ $\cdots,\prime_{0^{lJ}}e^{-\cdots\frac{1}{\alpha}(u-\sigma)}\varphi,(\sigma\rangle d\sigma),$ $\varphi\in E$

で与えられる。仮定 $(A])$
、

$(A2\rangle$ より次の補魎が成立する (紙面の都合上、説明は省略する) :

補題 2.1. (i) すべての $\ell f\in[O,a_{\dot{\overline{t}}_{I}}.\cdot|\backslash$ と $j_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}k\in\{1_{\backslash }2, . \cdots n\}$ に対して、 ,殊 $(t\not\in)\leq$ ,蘇を満たす正定数 $m_{J^{k}}^{-\succ}\backslash \in(0, +\infty)$

が存在する。

(ii) すべての $Ci\in[O,a*]$ と $\varphi\in C$および $j\in$ $\{t., 2, n\}$ に対して、 $\lambda_{j}[a!,\varphi]\leq\lambda_{j}^{+}$ を満たす正定数 $\lambda_{j}^{+}\in(0, +\infty)$

が存在する。

補題 2]の下で、

$\alpha<\frac{1}{j\in\{1.n\}\underline{\max}(..\{}$

(2.6)
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を満たすように正の数 $\alpha$ を定めれば、 Busenberg et al. 「 $3$ ] と同様の議論で、抽象的問題 (2.5) の軟解は積分

方程式

$i(l)= e^{-\frac{1}{\alpha}\prime}e^{\prime A}i_{()}+\frac{1}{\alpha}\int_{0}’e^{-\frac{1}{\alpha}\langle \mathfrak{l}-s)}e^{\langle t--s)A}(1+\alpha F)i(s)ds$

の解として得られ、 その解は次を満たす半力学系 $\{U(t)\}_{\geq 0}$ を用いて $i(t)=U(t)i_{0}$ と表現される :

$U(/)(C)\subset C,$ $U(/)\varphi\leq U(t)\psi$ if $\varphi\leq\psi,$ $\varphi,$ $\psi\in C,$

(2.7)
$\xi U(t)\varphi\leq U(t\rangle\xi\varphi, \xi\in(O,\cdot \varphi\in C.$

2.2 エンデミックな平衡解の存在

系 (2.3) の平衡解 $i^{*}\in C$ の存在を調べる。 (2.5) より、 そのような $i^{*}$ は次を満たす :

$0=Ai^{x}+F(i^{*}) , i^{*}=(i_{1,i}^{*}i_{\gamma,\sim}^{*}, \cdots i_{l}^{*})\inC$ . (2.8)

感染症の無い自明平衡解 $i^{*}\equiv 0\in C$ が常に一意に存在することは明らかである。以下では、 エンデミック
な雰白明平衡解 $i^{*}\in C$ $\{O\}$ の存在を調べる。 (2.8) は $i\cdot=(l-\alpha A)^{-1}(f+\alpha F)i^{\star}$ と書き換えられる。但し
$\alpha>0$ は (2.6) を満たす正定数とする。 したがって $\Phi:=(1-\alpha A$ $(1+\alpha F):Earrow E$ と置き、 $\Phi$ の非自明な
不動点の存在と一意性を調べればよい。 $\Phi$ の原点 $0$ における Frechet微分を認’ : $Earrow E$ とすると、

$x’ \varphi(a):=(\frac{1}{\alpha}.1_{0^{e^{--\frac{1}{\alpha}(lt-\sigma)}}}^{a}\{\varphi_{j}$
$- \alpha(\gamma_{j}(\sigma)\cdot\cdot\dot{\square }\sum_{k=1}^{n}l\overline{n}_{jk}(\sigma))\varphi_{J}(\sigma)arrow a\lambda_{j}[\sigma_{I}\varphi^{:}+\alpha\sum_{k=\prime}^{n}m_{jl}^{-}.(\sigma)\varphi_{k}(\sigma)\}d\sigma)_{j\in\{\downarrow^{\underline{o}},\ldots./1\}}$

$(_{\sim}\gamma.9)$

となる。 この作用素 $|l$ のスベクトル半径 $\rho(\mathscr{K})$ が、 基本再生産数 $\mathscr{R}_{0}$ (see $Diekma\iota$] $n$ and Heesterbeek et al.
[5]) に相当する、 エンデミックな平衡解 $i^{*}\in C\backslash \{O\}$ の存在に対する閾値となることが期待される。実際、

次の命題が証明される :

命題 2.1. $p(,\chi)>.$ $]$ ならば、系 (2.3) には少なくとも一つのエンデミックな平衡解 $i^{x}\in C\backslash \{O\}$ が存在する。

証明．作用素 $\chi$ は線型かつ完全連続で、正値錐 $E_{arrow}$ を不変に保つので、 クレイン・ルトマンの定理 $(|’9\rceil)$

より、 $p(\mathscr{K})>I$ に対応する正の固有ベクトル $\varphi^{*}\in E_{\vee^{\backslash }\backslash }\{O\}$ が存在する。 それは

$p(\mathscr{K})\varphi^{*}(a)=$
-

$\acute{}$ノピ $\varphi$

x: (a)

$–$ $( \frac{1}{\alpha}\int_{0}^{a}e^{-\frac{!}{\alpha}(0-\sigma)}\{\varphi_{j}^{*}(\sigma)$ $\alpha(\gamma_{J^{\backslash }}(\sigma)\cdot\cdot,..\sum_{k=1}^{\prime t}m_{jk}^{-}(\sigma))\varphi_{j}^{*}\langle\sigma)\lrcorner|\alpha\lambda_{j}[\sigma_{;^{i}}\varphi.j$
$\alpha\sum_{k=1}^{n}l\tilde{n}_{J^{k}}(\sigma)\varphi_{k}^{*}(\sigma)\}d\sigma)_{j\in tl_{\underline{-}l1\}}},\ldots.$

$(2. I0)$

$\leq(\frac{1}{\alpha}\int_{0}^{((}\{\varphi_{ノ^{}\prime}^{*}(\sigma)+\alpha\lambda_{j}^{+_{x_{J}}}\alpha m_{j}^{-+}\sum_{k=1}^{n}\varphi_{k}^{*}(\sigma)\rangle d\sigma)_{j\in\{1.2\ldots..n\}}\leq(\frac{1}{\alpha}\Vert\varphi_{j}^{x}\Vert_{t^{1}}.\cdot\cdot|\lambda_{j}^{+}a_{\dagger}+m_{j}^{-+}\sum_{\vdash-1}^{Jl}\Vert\varphi_{k}^{*}\Vert_{L^{1}})_{j\in\{1.2,\ldots.n\rangle}$ $<$ 士 $\infty$

を満たす。但し $m_{j}^{-+}:= \sup_{k\in\{1_{-}^{\backslash },\ldots.n\}^{m_{jk}^{-\sim l}}}<+\infty$ である。 したがって $\varphi^{*}\in L_{l}^{\infty}(0_{\ell l-i\backslash }\mathbb{R}^{\prime 1})$ であるたあ、一般性を

失うことなく $\varphi^{K}\in C$ と仮定することが出来る。すると $\xi\in(0,1)$ に対して $\xi\varphi^{\vee}\in C$ であり、

$\Phi(\xi\varphi^{*})(0)$ $=$
$\mathscr{K}\xi\varphi^{*}(a)-(\frac{1}{\alpha}\int_{0}^{a}e^{\frac{-}{}鴎_{}(t1-\sigma)}\alpha\lambda_{j}[\sigma|\xi\varphi^{*}]\xi\varphi_{j}^{*}(\sigma)d\sigma)_{j\in\{1.2\ldots.,r\iota\}}$ $($2. $|])$

$=$ $\xi p(\mathscr{K})\varphi^{*}(a)-(\xi^{2}\int_{0}^{(l}e^{-\frac{1}{a}(\iota-\sigma)}\lambda_{j}[\sigma|\varphi_{j}^{*)}\varphi_{j}^{*}(\sigma)d\sigma)_{j\in\{1\underline{},\ldots.n\}}$

:

$\geq \xi p(\mathscr{K})\varphi^{*}\langle a)-\xi^{\gamma}\sim\overline{\lambda}(\int_{0^{ぐ 1}}\varphi_{j}^{*}(\sigma)d\sigma)_{j\in\{t.2,\ldots\prime n\}}$

となる。 ただし $\overline{\lambda}:=\max_{j\in\{1_{\sim}^{\mathfrak{h}},\ldots,n\}}\lambda_{\dot{j}}^{\wedge}$ である。 ところで式 (2.10) より

$p(,x’) \varphi^{x}(a) \geq (\frac{1}{\alpha}e\frac{1}{\alpha}a*\int_{0}^{a}\{I-\alpha(\gamma_{j}\lrcorner+\sum_{k=1}^{n}m_{jk}^{-\lrcorner})\}\varphi_{J’}^{*}(\sigma)d\sigma)_{j\in\{1,2,\ldots,n)}$

$\geq (\frac{1}{\alpha}e\frac{1}{\alpha}a*(]-\alpha\overline{\gamma})\int_{0}^{a}\varphi_{j}^{*}(\sigma)d\sigma)_{j\epsilon\{1,2,\ldots/\ell\}})$
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が成り立つ。ただし $\gamma:=\max_{j_{-}^{r}\{1.2,.t\backslash :/1\}}(\gamma_{i}’+\sum^{tl}m_{J}^{--\grave{t}})>t$) とする。すると (2.6) より $1-\alpha\overline{\gamma}>0$ なので、

$\frac{\alpha p(\mathscr{K})}{e\frac{\}}{\alpha}\mathcal{O}\perp_{i}(i-\alpha\overline{\gamma})}\varphi_{j}^{\nu}(0)\geq\int_{0}^{(}\varphi_{f}^{x}(\sigma)d\sigma_{:} j\in\{t_{1}2, \cdots n\}$

が成り立つ。 これと (2.11) より、

$\Phi(\xi\varphi^{*})(n) \geq \xi p(_{:}\prime l)\varphi^{*}(a)-\xi^{2}\sim\overline{\lambda}\frac{\alpha p(,\mathscr{K})}{e\frac{1}{\alpha}\iota\cdot i(1-\alpha\tilde{\gamma})}\varphi^{x}(\backslash a\rangle$

$= \xi\varphi^{*}(a)+\{(p(\ovalbox{\tt\small REJECT}’)-1)-\xi\overline{\lambda}\frac{\alpha p(\mathscr{K})}{e^{-\frac{1}{\alpha}a}’(1-\alpha\overline{\gamma})\backslash }\}\xi\varphi^{*}(\zeta f)\geq\xi\varphi^{*}(a)$

が、 $\xi$ が十分小さければ成立する。 したがって作用素 $\Phi$ の単調性と有界性に注意すると、衡界な単調非減

少列 $\{\Phi^{ll}(\xi\varphi^{x})\}_{1z=0}^{\ulcorner^{\infty}}\wedge$ が構成でき、 $\Phi(\varphi^{\infty})=\varphi^{\infty}$ を満たす極限 $\varphi^{\infty}\in C\backslash \{O\}$ が存在する。その極限が求める不

動点 $i^{*}$ に他ならない。 口

式 (2.3) より、 任慧のエンデミックな平衡解跨は次を満たす。

$\{\begin{array}{l}\frac{d}{(\{a}i_{\grave{J}}^{\star}\langle a) -\{\gamma_{j}(\mathcal{C}i)+\sum_{k-1}^{/.\iota}n^{-}\iota_{jk}(a)\}.\prime..l?_{j}i_{j}^{*} =0. j\in\{1,2,\cdots\cdot,n\}.\end{array}$ (2.12)

次の仮定を置く。

(A5) すべての $a_{\backslash },$
$\sigma\in[O,a_{\dagger}]$ と $i\in\{1_{\backslash }2, \cdots,/l\}$ に対して、 $\kappa_{f}$

$\geq$ 杉を満たす定数疹 $\in(0_{t}4-\infty)$ が存在

する。

仮定 $(A5\rangle$ の下で $\varphi\in E_{\sim}\backslash \{O\}$ に対して次が成り立つ。

$\lambda_{j}[\zeta l|\varphi]\geq\kappa_{j}\prime_{(J^{tl_{\mathfrak{l}}}}2\cdotP_{j}^{x} =:\lambda_{j}. (\varphi)>0, j\in\{1,2\ldots.,rf\}. (_{\sim}^{)}\prime.I3)$

(2.12) より $\lambda_{j}(i^{*})-(\gamma_{j}^{*}+\sum_{\lambda\cdot-1jk}^{J2}j\overline{7}l^{-r}-+\lambda i)i_{i}^{*}(tl\rangle\leq di_{)}^{*}(Ct)/dcJ\leq\lambda_{j^{r}}+\sum_{k-\}}^{\prime p}m_{jk}^{-*}$ が成り立つ。 したがって積

分して整理すると

$\lambda_{j}(i^{*})e^{-(\gamma_{j}^{r}arrow\Sigma^{\prime l}\overline{z?}^{\dot{v}}-\lambda_{j}^{\tau})a}ptk-1’jk\dot{1}\leq i_{j}^{*} \leq(\lambda_{j}\}\cdotarrow\sum_{k-}^{;\iota}-\}m_{jk}^{-:})a$ (2.14)

が得られる。

エンデミックな平衡解 $i^{x}$ が存在する場合の一意性について、本稿では紙面の都合上その誕明を割愛させ

て頂くが、 作用素 $\Phi$ の単調性と凹性を利用することで次の命題が成立することが分かる :

命題 2.2. 系 (2.3) のエンデミックな平衡解 $i\in C\backslash \{O\}$ は存在するならば高々一つである。

2.3 解の漸近挙動

本稿の最後に、エンデミックな非自明平衡解蹉欧 $C\backslash \{O\}$ が存在する下では、 (非自明な初期データを持つ) モ

デル (2.3) の解録ま $tarrow+\infty$ で $i^{*}$ に収束することを示す。ここで、非自明な初期データ $i_{0}=(i_{(\rangle,1}, i_{0,2\backslash }\ldots,i_{0_{1}n})\in$

$C$ は、 ある $\tau\in(0_{-}.a-:)$ に対して

$\int_{\tau}^{\iota\{*}P_{j}^{*}(\sigma)i_{0_{I}j}(\sigma-\tau)d\sigma>0, j\in\{1,\tau\sim\ldots.,n\} (^{\prime y}\sim.15\rangle$

を満たすものとして定義する。 このとき、 次の補題が成立する。
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補題 2.2. $\tau\in(0,a\prime 1^{-)} は (2.15)$ が成立するような定数とする。すべての $l>T$ と $a\in[0_{;^{C\mathfrak{l}:_{\overline{1}_{j}}}}^{1}$ に対して、 次が成

立する。

$\lambda_{\grave{/}}(/,a)>0, j\in\{1,2_{i}\ldots\backslash n\}.$

証明．(2.3) を特性線に沿って積分することで

$i_{j}(\prime_{1}a)=\{\begin{array}{ll}j_{j.0}(a-t)e^{-\int_{0}^{|}\{\lambda_{j^{(p.a-\cdot\cdot/4}}\rho)-\gamma_{j}(0-\cdots t\downarrow\rho\grave{)}+\Sigma_{k=1}^{n}\check{m}_{jk}(a-f\{p)\}d\rho_{d\sigma}} +\int_{0}^{r}\{\lambda_{j}(\sigma,a-\iota+\sigma)+\sum_{k-1}^{r\iota}m_{jA}^{-}.(a-\iota+\sigma)i_{k}(\sigma,a-\iota+\sigma)\} a-l>0;\cross e^{-\int_{\sigma}’t\cdot,\prime\overline{n}_{J^{\grave{(}}}(\ell 1-l\}p)\}dp_{d\sigma}}\lambda_{j}(\rho_{O\cdot\cdot-farrow p)\neq y_{j}(a\cdot\cdot-1+p\{arrow\Sigma_{k-1}^{n}}, \int_{0}^{u}\{\lambda_{j}(l-\iota\iota+\sigma_{t}\sigma)+\sum_{k=1}^{n}m_{jk}^{-}(\sigma)i_{\Lambda}(/-a+\sigma,\sigma)\} (-a\geq 0\cross e^{-\int_{\sigma}’\{\lambda_{j}(t-/:\perp\rho,\cdot\rho)\sim\gamma_{j}(\rho)\sim\Sigma_{k=t^{\prime\overline{l}}/k(p)\}d\rho_{d\sigma}}^{rj}\prime}, \end{array}$ (2.16)

が得られる。今 $\tau\in(0,a_{\dagger})$ なので、

$\lambda_{j}(\tau.a)\geq\kappa_{j}^{-}\int_{\tau}^{a-}\prime P_{j}^{*}(\sigma)i_{j,0}(\sigma-\tau)d\sigma e(\lambda_{2}\}j$ 写 $t\Sigma_{k-1}n^{A}\overline{n}t_{J^{k}})\tau>0$

がすべての $c/\in$ $[O. a|\perp]$ に対して成り立つ。すると $t\in(\tau,a_{\{}.)$ に対して、 $a-t>0$ なら

$i_{j}(t_{\backslash ,\prime}Ci) \geq\int_{()}^{t}\lambda_{i}(\sigma_{\backslash}a-f+\sigma)d\sigma e^{-(\lambda^{+}-|-\gamma^{+}+\Sigma_{k-1^{\prime\overline{\prime}\prime^{Y}}}^{\prime|})a_{*}}\grave{ノ}jjk>0$

が成り立つので、

$\lambda_{j}(l,a)\geq\kappa_{J}\prime-J_{t}^{c}$

リ

$Pj(\sigma)i_{j}(r, \sigma)d\sigma>0$

が $t\in(T, /\dagger)$ および $a\in[O,a_{\dagger}]$ に対して成り立つ。すると $l\in[a_{\dagger\backslash }2u_{\dagger}$ ) および $a\in[O,a_{\dagger}]$ に対して、 (2.16) の

第二式より

$\lambda \geq\kappa_{j}^{--}\int_{0}^{a_{t}}Pj(\sigma)\int_{0}^{\sigma}\lambda_{j}(t-\sigma+\rho,p)dpd\sigma e^{-(\lambda_{j}^{+}+\gamma_{j}^{+}-\dagger\cdot\Sigma_{k-1}^{n}m_{/k}^{-+})u_{\overline{1}}}>0$

が成り立つ。以下同様の手順で、 $l\in[na_{\dot{i}}\cdot, (n+|)a_{\dagger}$ ) . $n=I,$ $2$ , . . ., および $a\in[O,c\iota T]$ に対して $\lambda_{j}(t, \iota)$ ) $>0$ を示

すことが出来るため、題意は示される。 口

補題 2.2より、次の補題が示される。

補題 2.3. 系 (2.のにエンデミックな平衡解 $i^{*}\in C\backslash \{O\}$ が存在するならば、 ある定数 $\xi\in(0.1)$ と $t_{0}>0$ が

存在して、

$\xi i^{*}\leq U(l_{0})i_{0}$ . (2.17)

が非自明な初期データ $i_{(J}\in C$ に対して成立する。

証明．$t>a_{\dagger}$ の場合を考える c 特性線に沿った積分 (2.16) より、

$i_{\dot{j}}(t,n) \geq e^{--(\lambda_{j}^{+}\neq\gamma_{\overline{j}}+\Sigma^{l}\overline{\gamma}t_{j}^{+})t1_{\{}}k-1’k\int_{0}^{a}\lambda_{j}(t-a+\sigma, \sigma)d\sigma$ (2.18)

が得られる。今、 ある $to>3\ell\iota_{\dagger}$ に対し $\underline{\lambda}_{j}:=\inf_{(/_{2}a)_{\overline{\overline{\backslash }}}[t_{0}}O_{1}^{z}.;0$ ] $x!0.a_{*)}^{\downarrow}\lambda_{j}(t,a)$ , $i\in\{1,$ $2_{:}$
$\cdots$ を定めると、 補題

2.2より $\underline{\lambda}_{J^{\backslash }}>0,$ $i\in\{1,2\ldots.,n\}$ である。すると (2.14) と (2.18) より

$i_{j}(t_{0},a) \geq e^{-(\prime}\underline{\lambda}_{j}a\lambda_{j}^{k}+\gamma_{\dot{ノ}}^{\succ}+\Sigma_{k=1k}^{n}n\overline{1}^{\{},)a_{\dagger}=\frac{e(\lambda_{jjk-t’j^{l^{\backslash }}}^{4}\dagger 7^{+}\dagger\Sigma^{\prime l}..\overline{t}t^{+})a_{\dagger}}{\lambda_{j}^{+}+\Sigma_{k=1}^{n}n\overline{l}_{jk}^{\dotplus}}\underline{\lambda}_{j}(\lambda_{j}. +\sum_{k=1}^{n}m_{jk}^{-\{})a$

$\geq$
$\frac{e(\lambda_{j^{l}}^{*}7_{j}^{*}|\Sigma_{k-1}^{n};\overline{|}\iota_{jk}^{\sim})a_{\dagger}}{\lambda_{j}^{+}+\sum_{k-1}^{n}--m_{jk}^{-A}}\underline{\lambda}_{j}i_{j}^{*}(a)$ . $j\in\{1,2, n\}$

が得られる。 この不等式より、 (2.17) を満たす十分小さい $\xi\in(0,1)$ が存在することが分かる。 口
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補題 2.3と半力学系 $\{U(t)\}_{t\underline{\nearrow}0}\backslash$ の単調牲より

$U(l)\xi i^{*}\leq U(t)U(((|)i_{0}\leq U(t)1, t\geq 0$

が成立する。但し 1は樋等的に 1であるような $C$ 内の関数である。すると性質 (2.7) より

$\xi i^{*}=\xi U(l)i^{x}\leq U(t)\xi i_{:}^{*} U(l)1\leq 1$

であるため、単調収束列 $\{U(t)^{\prime 1}\xi i^{*}\}_{\gamma 1=.0}^{\{\infty}$ と $\{U(t)^{\prime l}1\}_{\iota=0}^{1\infty}$ によって系 $(\underline{\prime)}.3)$ の解は上下から挟まれる。特にエ

ンデミックな平衡解 $i^{*}$ の一意性より、解は $i^{*}$ に収束することになる。以上の結果を命題 2.1および命題 2.2

とまとめることで、次の主定理が得られる :

定理 2.1. p(話’) $>1$ なうば、 系 (2.のにはエンデミツクな平衡解 $i^{*}\in C$ が一慧に存在し、非宙明な初

期データ $i_{0}\in C\backslash \{0\}$ に対するすべての解 $i(t)=U(t)i_{0}$ を吸引する。すなわち、 $iarrow+\infty$ に対して $E$ 内で

$tf(t)_{\dot{i}_{(j}}arrow$ 踏となる。
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