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概要．大規模疎で対称半正定値な連立一次方程式を，数値的に効率よく解くことを考

える．係数行列が半正定値で，右辺ベクトルが係数行列の値域に入らない場合，CG 法

は最小二乗解への収束が保証されていないため，最小二乗解への収束が保証されている

MINRES法を採用する．MINRES法は残差の 2乗ノルムを最小化する解法である．特

異系に対して，元の連立一次方程式の残差の 2乗ノルムを最小化することと前処理後の連
立一次方程式の残差の 2乗ノルムを最小化することを等価にすることが，左前処理より
容易な右前処理を用いる．本論文では，右前処理MINRES法の定式化を行い，特に，通

常，CG 法の両側前処理の計算量を削減するのに用いられる Eisenstat’s trick を SSOR

右前処理に適用したMINRES法を提案し，同手法の有効性を実問題を含めた数値実験に

より検証する．

1. はじめに

$A\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ を大規模疎で半正定値対称行列， $x,$
$b\in \mathbb{R}^{n}$ とし，連立一次方程式

(1.1) $Ax=b$

または最小二乗問題
(1.2) $\min_{X\in \mathbb{R}^{n}}\Vert b-Ax||_{2}$

を数値的に解くことを考える．ここで，右辺ベクトルゐ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$は $R(A)$ ($A$ の像空間) に必ずしも

属さないと仮定する．以降，連立一次方程式の右辺ベクトル $b$ が $R(A)$ に属しているか否

かで (1.1), (1.2) を以下のように呼ぶ．

$\bullet$ consistent: $b\in R(A)$

$\bullet$ inconsistent: $b\not\in R(A)$
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1.1 応用分野 1

(1.1) の応用分野の一つとして，次の準定常電磁場解析が挙げられる ([41).

$\nabla\cross\omega\nabla\cross\vec{A}_{m})+j\omega\sigma(\vec{A}_{m}+\nabla V)=J_{0}^{arrow}$

$j\omega\nabla\cdot\sigma(\vec{A}_{m}+\nabla V)=0$

$\nabla\cdot J_{0}^{arrow}=0$

ここで $\vec{A}_{m}$ はベクトルポテンシャル， $V$ はスカラポテンシャル， $\vec{J_{0}}$ は強制電流， $\mu$ は磁気

抵抗率， $\omega$ は角周波数， $\sigma$ は導電率を表す．この偏微分方程式を辺有限要素法で離散化
し， $\vec{A}_{m},$ $V$ を未知数とした時，係数行列が半正定値で consistent な連立一次方程式が得ら
れる．

1.2 応用分野 2

(1.1), (1.2) の応用分野の一つとして，次の静磁場解析が挙げられる ([5]).

(1.3) $\nabla\cross(\mu^{-1}\nabla\cross\vec{A}_{m})=J^{arrow}in\Omega\in \mathbb{R}^{d}$

ここで $\vec{A}_{m}$ はベクトルポテンシャル， $J^{arrow}$はコイル電流密度ベクトル， $\mu$ は透磁率， $\Omega$ は解

析領域を表す．ここで， $\nabla\cdot J^{arrow}=0$ in $\Omega$を満たさない J
$arrow$

に対して，(1.3) を辺有限要素法で離

散化すると， $\vec{A}_{m}$ を未知数とした時，係数行列が半正定値で inconsistent な連立一次方程式
が得られる．

2。 $M\ovalbox{\tt\small REJECT} NRES$ 法と前処理

文献 [2] より，係数行列 $A$ が対称な場合は，MINRES 法は GMRES 法と数学的に等価
であり，$R(A)=R(A^{T})$ なので，GMRES 法が破綻なく収束するための必要十分条件を満た

すので，MINRES法も特異系に対し，破綻なく収束する．

2.1 MINRES 法

KIylov 部分空間を $K_{k}(A, r_{0})=span(r_{0},Ar_{0}, \ldots.,A^{k-1}r_{0})$ とする．ここで $x_{0}$ は反復法にお

ける初期近似解， $r_{0}=b-Ax_{0}$ は初期残差ベクトルを意味する．MINRES 法は係数行列が

対称な連立一次方程式に対し，

$x_{k}\in x_{0}+K_{k}(A, r_{0})s.t.$ $||b-Ax_{k}||_{2}= \min_{X}||b-Ax||_{2}$

となる解 $x_{k}$ を求める反復法である．そのアルゴリズムを Algorithm 1に示す．
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Algorithm 1 : MINRES method

1. $v^{(0)}=0,$ $w^{(0)}=0,$ $w^{(1)}=0$

2: Choose initial approximate solution $x^{(0)}$ , compute $v^{(1)}=b-Ax^{(0)}$

$3$ : $Set\gamma_{1}=||v^{(1)}||_{2}$ , set $\eta=\gamma_{1},$ $s_{0}=s_{1}=0,$ $c_{0}=c_{1}=1$

4: for $j=1$ until convergence do

5: $v^{(j)}=v^{(j)}/\gamma_{j}$

6: $\delta_{j}=(Av^{(j)}, v^{(j)})$

7: $v^{(j+1)}=Av^{(j)}-\delta_{j}v^{(j)}-\gamma_{j^{\mathcal{V}^{(j-1)}}}$

8 : $\gamma_{j+1}=||v^{(j+1)}||_{2}$

9: $\alpha_{0}=c_{j}\delta_{j}-c_{j-1}s_{j}\gamma_{j},$
$\alpha_{1}=\sqrt{\alpha_{0^{2}}+\gamma_{j+1^{2}}}$

10: $\alpha_{2}=s_{j}\delta_{j}+c_{j-1}c_{j}\gamma_{j},$ $\alpha_{3}=s_{j-1}\gamma_{j}$

11: $c_{j+1}=\alpha_{0}/\alpha_{1},$ $s_{j+1}=\gamma_{j+1}/\alpha_{1}$

12: $w^{(j+1)}=(v^{(j)}-\alpha_{3}w^{(j-1)}-\alpha_{2}w^{(j)})/\alpha_{1}$

13: $x^{(j)}=x^{(j-1)}+c_{j+1}\eta w^{(j+1)}$

14: $\eta=-s_{j+1}\eta$

15: $r_{j}=b-Ax^{(rJ}$

16: check convergence
$16:end$ do

2.2 右前処理，左前処理の選択

MINRES 法が Krylov 部分空間において残差の 2乗ノルムを最小化する解を求める手法

であることは，2.1章で述べた．．特異系が consistentである場合は，行列 $A\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ は特異

行列，行列 $B\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ は正則行列としたとき，

(2.1) $Ax=b\Leftrightarrow BAx=Bb\Leftrightarrow ABz=b, (x=Bz)$

が成立する．式 (2.1) が意味することは，特異な係数行列をもつ，consistentな連立一次方

程式に対して左前処理，右前処理をしても前処理行列が正則であるという条件のみで問題

の等価性が保たれることである

一方で特異系が inconsistent である場合の左前処理，右前処理の選択について議論する

ために以下の 2つの定理 2.1, 2.2を用いる．

文献 [1] に残差の 2乗ノルムを最小化する解を見つける問題に関して，行列 $A\in \mathbb{R}^{m\cross n}$

が与えられたとき，行列 $B\in \mathbb{R}^{n\cross m}$ を右前処理とした場合については定理 2.1が示されて

いる．

定理 2.1 ([1], 2010) (右前処理の場合) 行列 $A\in \mathbb{R}^{m\cross n},$ $B\in \mathbb{R}^{n\cross m}$ に対して，
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(2.2)
$\min_{x\in \mathbb{R}^{n}}||b-Ax||_{2}=\min_{Z\in \mathbb{R}^{m}}||b-ABz||_{2}$ for $\forall b\in \mathbb{R}^{m}$

の必要十分条件は $R(A)=R(AB)$ である．

一方，行列 $B\in \mathbb{R}^{n\cross m}$ を左前処理とした場合については定理 2.2が示されている．

定理 2.2 ([1], 2010) (左前処理の場合) 行列 $A\in \mathbb{R}^{m\cross n},$ $B\in \mathbb{R}^{n\cross m}$ に対して，

$||b-Ax^{*}||_{2}= \min_{X\in \mathbb{R}^{n}}||b-Ax||_{2}\Leftrightarrow||Bb-BAx^{*}||_{2}=\min x\in \mathbb{R}^{n}||Bb-BAx||_{2}$ for $\forall b\in \mathbb{R}^{m}$

の必要十分条件は $R(A)=R(B^{T}BA)$ である．

そこで，定理 2.1, 2.2を用いて，特異な係数行列をもつ連立一次方程式が inconsistent

な場合について右前処理か左前処理にすべきかを議論する．
$A$ が特異行列で $B$ が正則行列の場合，

$\bullet$ $R(A)=R(AB)$ は成立するが，
$\bullet$ $R(A)=R(B^{T}BA)$ は必ずしも成立しない．

さて，右前処理の場合は，定理 2.1から，特異行列 $A$ を係数行列とする連立一次方程式
に対して， $B$ が正則行列でありさえすれば，行列 $B$ を前処理行列とした右前処理を用いれ
ば元の問題 (1.1) または (1.2) の等価性は保つことができる．

一方で左前処理の場合は，元の連立一次方程式の係数行列 $A$ が特異で inconsistentな場
合 $B$ が正則行列という条件だけでは， $R(A)=R(B^{T}BA)$ は必ずしも成立しないため，問題

の等価性が保たれるとは限らない．

そこで本研究では特異な係数行列をもっ連立一次方程式に前処理を適用する場合，
inconsistent な場合でも $B$ を正則行列とするだけで問題の等価性が保たれる右前処理を採

用することとし，以降では consistentな場合も含めて右前処理について論じる．

2.3 右前処理MINRES法

$M$ を対称正定値行列とし，元の最小二乗問題 $\min_{X\in \mathbb{R}^{n}}||b-Ax||_{2}$ に対し，右前処理した

特異な係数行列をもつ最小二乗問題

(2.3) 血$n||b-AM^{-1}z||_{2}n$

を考える． $M^{-1}$ は正定値行列であるので，正則行列である．したがって $R(A)=R(AM^{-1})$

を満たすので $B=M^{-1}$ として，式 (2.2) が成立し，式 (2.3) と式 (1.2) は等価である．

しかしながら，式 (2.3) において行列 $A$ と $M$ がそれぞれ対称であっても，係数行列
$AM^{-1}$ は対称とは限らない．このため，(特異な係数行列をもつ最小二乗問題)(2.3) に $\mathbb{R}^{n}$

の標準内積を使った通常のMINRES法は適用できない．
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そこで式 (2.3) にMINRES法を適用して，右前処理MINRES法のアルゴリズムを導出

するために以下のポイントを利用する．ただし，

定義 2.3 $(x, y)_{M^{-1}}=x^{T}M^{-1}y$

と定義する．行列 $M$ が対称正定値なため，上記は内積の条件を満たしている．ここで

$A$ は対称なので $(AM^{-1}x,y)_{M^{-1}}=(x,AM^{-1}y)_{M^{-1}}$ より，右前処理した係数行列 $AM^{-1}$ は

行列 $M^{-1}$ に関する内積について自己随伴なので，行列 $M^{-1}$ に関する内積空間における

MINRES法を最小二乗問題 (2.3) に適用することが可能である．このようにして導出した

右前処理MINRES法のアルゴリズムの概要は Algorithm2のようになる．

Algorithm 2 : Right preconditioned MINRES (essence)

$1:$Find

$z_{k} \in Mx_{0}+K_{k}(AM^{-1}, r_{0})s.t. ||b-AM^{-1}z_{k}||_{M^{-1}}=\min_{z\in R^{n}}||b-AM^{-1}z||_{M^{-1}}$

2: Compute the solution $x_{k}=M^{-1}z_{k}$

右前処理 MINRES 法では $M^{-1}$ に関するノルムでの残差ノルムを最小化する．したがっ

て，inconsistent な場合は一般に元の残差の 2ノルム最小の解とは異なる解を与える．さ

らに，Algorithm 3に定式化した右前処理 MINRES 法のアルゴリズムを示す．

前処理なしMINRES 法ならびに右前処理MINRES法と，残差ベクトル $r=b-Ax=$

$b-AM^{-1}z$ について以下の命題 2.4が成立する．

命題 2.4前処理なしMINRES 法では $||r||_{2}$ を最小化しているのに対し，右前処理MINRES

法では $||M^{-\frac{1}{2}}r||_{2}$ を最小化しており，これは $AM^{-1}r=0$ を解くことと等価になる．

特に，特異な係数行列をもつ連立一次方程式 $Ax=b$ が consistentな場合，MINRES法，

右前処理MINRES法によって得られる解の残差ベクトルは $0$ になる．

2.4 収束判定方法

特異な係数行列をもつ連立一次方程式が consistent な場合は Algorithm 3にて $\frac{||\gamma_{j}||_{2}}{||\mathcal{V}^{(1)}||_{2}}$ の

値が設定した値より小さくなった場合，右前処理MINRES法は収束したと判定する．
命題 24より， $\frac{||AM^{-1}\Gamma_{j}||_{2}}{||AM^{-1}\mathcal{V}^{(1)}||_{2}}$ の値が設定した値より小さくなった場合，右前処理 MINRES

法は収束したと判定する．なお，初期ベクトルを $0$ とした場合， $v^{(1)}$ は $b$ と同一ベクトル

である．

116



Algorithm 3 : Right preconditioned MINRES method

1. $v^{(0)}=0,$ $w^{(0)}=0,$ $w^{(1)}=0$

2: Choose initial approximate solution $x^{(0)}$ , compute $v^{(1)}=b-Ax^{(0)}$

$3:u^{(1)}=M^{-1}v^{(1)}$

4: $Set\gamma_{1}=\sqrt{(v^{(1)},u^{(1)})},$
$set\eta=\gamma_{1},$ $s_{0}=s_{1}=0,$ $c_{0}=c_{1}=1$

5: for $j=1$ until convergence do

6: $\nu^{(j)}:=v^{(j)}/\gamma_{j},$ $u^{(J)}:=u^{(J)}/\gamma_{j}$

7: $\delta_{j}=(u^{(j)},Au^{(J)})$

8: $v^{(j+1)}=Au^{(j)}-\delta_{j}v^{(J)}-\gamma_{j}v^{(j-1)}$

$9$ : $u^{(j+1)}=M^{-1}v^{(j+1)}$

10: $\gamma_{j+1}=\sqrt{(v^{(j+1)},u^{(j+1)})}$

11 : $\alpha_{0}=c_{j}\delta_{j}-c_{j-1}s_{j}\gamma_{j},$ $\alpha_{1}=\sqrt{\alpha_{0^{2}}+\gamma_{j+1^{2}}}$

12: $\alpha_{2}=s_{j}\delta_{j}+c_{j-1}c_{j}\gamma_{j},$ $\alpha_{3}=s_{j-1}\gamma_{j}$

13: $c_{j+1}=\alpha_{0}/\alpha_{1},$ $s_{j+1}=\gamma_{j+1}/\alpha_{1}$

14: $w^{(j+1)}=(u^{(j)}-\alpha_{3}w^{(j-1)}-\alpha_{2}w^{(J)})/\alpha_{1}$

15: $x^{(J)}=x^{(j-1)}+c_{j+1}\eta w^{(j+1)}$

16 : $\eta=-s_{j+1}\eta$

17: $r_{j}=b-Ax^{(J)}$

18: check convergence
$19:end$ do

3。 $E$-SSOR 右前処理 MINRES 法

連立一次方程式の係数行列が正定値対称行列の場合，SSOR法を内部反復数 1回で用い

た場合の前処理行列 $M$ は実数の加速パラメータを $\omega$ とした時，以下の式で与えられる．

ただし，係数行列 $A=L+D_{0}+L^{T}$ とし， $L$ は $A$ の狭義下三角部分，Doは $A$ の対角部分

とする．正定値対称行列の場合，対角行列 $D_{0}$ の全ての成分は正の実数なので $D_{0}^{-1},$
$D_{\overline{\mathfrak{o}}}^{\frac{1}{2}}$が

存在する．

(3.1) $M= \frac{\omega}{(2-\omega)}(L+\frac{D_{0}}{\omega})D_{0}^{-1}(L^{T}+\frac{D_{0}}{\omega})$

しかしながら，係数行列が半正定値の場合，対角成分は $0$ 以上である．そこで半正定値

系に対し，SSOR法を反復数 1回にして，MINRES法の前処理として用いる場合，対角行

列 $D$ の成分を $D_{0}$ の成分が正の値の場合はその値をそのまま定義するが，非正である対角

成分に対しては，正の値に置き換え，行列 $D$ を正の対角行列として定義する．その場合前

処理行列 $M$ は以下のように定義し，特異な連立一次方程式への SSOR 前処理行列として
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用いる．

(3.2) $M= \frac{\omega}{(2-\omega)}(L+\frac{D}{\omega})D^{-1}(L^{T}+\frac{D}{\omega})$

行列 $M$ が正定値行列であれば， $M$ は正則なので定理 2.1の式 (2.2) の必要十分条件

$R(A)=R(AM^{-1})$ は成立する．また右前処理 MINRES 法の定式化にあたり，行列 $M^{-1}$ に

関する内積が行列 $M^{-1}$ が正定値行列であれば定義できる．

対角行列 $D$ の全ての対角成分が正であるため，行列 $(L+ \frac{D}{\omega})$ は正則行列であり，シル

ベスターの慣性則から，行列 $(L+ \frac{D}{\omega})D^{-1}(L^{T}+\frac{D}{\omega})$ の固有値は全て正になる．したがって，

$\frac{\omega}{(2-\omega)}$ が正であること，すなわち $\omega\in(0,2)$ であることが，式 (3.2) で定義される行列 $M$ が

正定値行列であるための必要十分条件である．

ところで，CG法で SSOR法の反復 1回を前処理として用いる場合，Eisenstat’s trick を

用いると (以下， $E$-SSOR前処理と略記する) 行列ベクトル積の計算が削減され，かつ収束

性が変わらないので結果として CPU 時間は短縮されることが知られている [3].

つまり，連立一次方程式 (1.1) を

$D^{-1}[(D+L)^{-1}A(D+L^{T})^{-1}](D+L^{T})x=D^{-1}(D+L)^{-1}b$

のように両側から前処理し，CG 法を適用する．ここで $\hat{A}=[(D+L)^{-1}A(D+L^{T})^{-1}]$ と

したとき，CG 法での行列ベクトル積を

$\hat{A}v=(D+L^{T})^{-1}v+(D+L)^{-1}[v-(2D-D_{0})(D+L^{T})^{-1}v]$

という形にする．すなわち，行列ベクトル積を前進後退代入，対角行列とベクトル積と

いう演算に置き換えることで計算量を削減する手法が Eisenstat’strickである．

この手法をわれわれの右前処理MINRES法にも適用したい．しかしながら， $E$-SSOR

前処理を用いる際は，両側前処理にしないといけないので，ここまで議論してきた右前処

理MINRES法に直接は適用できない．一方で両側前処理MINRES法を inconsistentな特

異な係数行列をもつ連立一次方程式に適用すると，左前処理が入るため，前章にて述べた

ように，前処理行列が正則という条件だけでは問題の等価性が保たれるとは限らない．

3.1 $E$-SSOR 右前処理 MINRES 法の導出

Algorithm 3の右前処理 MINRES 法のおける $\nu^{(j)}$ に対して， $\tilde{v}^{(j)}:=D^{\frac{1}{2}}(L+\frac{D}{\omega})^{-1}v^{(j)}$ を

定義する．

Algorithm 3の導出にあたり，行列 $M^{-1}$ の内積に関して行列 $AM^{-1}$ が自己随伴である

ことを用いた．具体的には Algorithm3の 7行目の $\delta_{j}$ の計算にあたり，

(3.3) $\delta_{j}=(AM^{-1}v^{(J)}, v^{(j)})_{M^{-1}}$

$=((M^{-1}v^{(j)})^{T},AM^{-1}\nu^{(j)})$

$=(u^{(j)},Au^{(j)})$

としていた．この $\delta_{j}$ の計算では，右前処理 MINRES 法なので，一度 $u^{(j)}=M^{-1}\nu^{(j)}$ を計

算した後， $Au^{}$ を計算する形になる．行列 $M$ を式 (3.2) で定義した場合，両側前処理の
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形を導出できず，Eisenstat’s trick は使えないので，行列 $M^{-1}$ によって右前処理して作成

したベクトルと行列 $A$ との積を計算する形になる．

しかしながら， $\tilde{v}^{(j\rangle}:=D^{\frac{1}{2}}(L+\frac{D}{\omega})^{-1}\nu^{(J)}$ を用いると，式 (3.3) は以下のように変形できる．

$\delta_{j}=(\frac{2-\omega}{\omega})^{2}\tilde{v}^{(j)T}D^{\frac{1}{2}}(L+\frac{D}{\omega})^{-1}A(L^{T}+\frac{D}{\omega})^{-1}D^{\frac{1}{2}}\tilde{\nu}^{(j)}$

ここで行列 $\tilde{A}=D^{\frac{1}{2}}(L+\frac{D}{\omega})^{-1}A(L^{T}+\frac{D}{\omega})^{-1}D^{\frac{1}{2}}$ と定義すると，式 (3.4) は，

$\delta_{j}=(\frac{2-\omega}{\omega})^{2}(\tilde{v}^{(j)},\tilde{A}\tilde{v}^{(j)})$

となり， $\tilde{A}\tilde{\nu}^{(j)}$ の計算には $\tilde{A}=D^{\frac{1}{2}}(L+\frac{D}{\omega})^{-1}A(L^{T}+\frac{D}{\omega})^{-1}D^{\frac{1}{2}}$ であることから，Eisenstat’s

trick を使うことができる．即ち

(3.4) $\tilde{A}\tilde{v}^{(J)}=D^{\frac{1}{2}}\{(L^{T}+\frac{D}{\omega})^{-1}+(L+\frac{D}{\omega})^{-1}\{I_{n}-(\frac{2D}{\omega}-D_{0})(L^{T}+\frac{D}{\omega})^{-1}\}\}D^{\frac{1}{2}}\tilde{v}^{(j)}$

とできる．ここで煽は $n$ 次の単位行列を意味する．式 (3.4) にょり， $\tilde{A}\tilde{\nu}^{(j)}$ という行列ベ

クトル積を対角行列とベクトルの積，前進代入，後退代入の形に置き換えて計算量を削減
するのが Eisenstat’s trick である．式 (3.4) を計算する過程で， $y^{(j)}=(L^{T}+ \frac{D}{\omega})^{-[}D^{\frac{1}{2}}\tilde{v}^{(j)}$ と

定義する．

これらの議論から右前処理MINRES法の Algorithm 3において，前処理行列 $M$ を内

部反復数 1回の SSOR前処理行列の式 (3.2) にしたときの $E$-SSOR右前処理MINRES法

のアルゴリズムを Algorithm 4に示す．

4. 数値実験結果

$E$-SSOR右前処理 MINRES 法を 1.2節で述べた静磁場解析で扱われる係数行列が半正

定値対称行列で，inconsistent な連立一次方程式に適用し，前処理なしMINRES 法 (以後

MINRES法と記述), スケーリング右前処理MINRES法と，性能ならびに収束性を比較す

る．いずれの手法でも初期ベクトルを $0$ とした．本行列データならびに右辺ベクトルデー

タは北海道大学五十嵐一先生からご提供いただいた．テスト問題の次元数は，5, 362であ
る．収束判定条件は， $\frac{||AM^{-1}\Gamma_{J}||_{2}}{||AM^{-1}b||_{2}}<10^{-11}$ と設定する．

数値実験では，CPU: Intel(R) Xeon(R) CPU ES-2630 $(2.30GHz)$ ; OS: Cent OS 6.3の計

算機において，反復法を FORTRAN90で実装し，全て倍精度演算で行った．またコンパ
イラは Intel Fortran 13.0. 1を使用した．Tablel に各手法の反復数と CPU 時間を示す．な

お， $E$-SSOR右前処理 MINRES 法の加速パラメータ $\omega$ は 1.0を用いた．
$E$-SSOR右前処理 MINRES 法は，MINRES 法と比較し 2.66倍，スケー リング右前処

理法MINRES法と比較し，1.48倍高速であった．

Fig. 1に相対残差 $r||_{2}b^{J}||_{2}$ vs. 反 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\nearrow \mathscr{X}$のグラフを示す． $\circ$ が前 A;-$\iota\Phi$なしMINRES反のグラフをすが前なし法， $\triangle$

がスケーリング右前処理MINRES法， $\star$ が $E$-SSOR右前処理MINRES法を表す．
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Algorithm 4 : Eisenstat SSOR for right preconditioned MINRES
1. $\tilde{\nu}^{(0)}=0,$ $w^{(0)}=0,$ $w^{(1)}=0$

2: Choose initial approximate solution $x^{(0)}$ , compute $v^{(1)}=b-Ax^{(0)}$

$3:\tilde{v}^{(1)}=D^{\frac{1}{2}}(L+D/\omega)^{-1}v^{(1)}$

4: $Set\gamma_{1}=\sqrt{\frac{2-\omega}{\omega}(\tilde{v}^{(1)},\tilde{v}^{(1)})},$
$set\eta=\gamma_{1},$ $s_{0}=s_{1}=0,$ $c_{0}=c_{1}=1$

$5$ : for $j=1$ until convergence do

6: $\tilde{\nu}^{(j)}:=\tilde{v}^{(j)}/\gamma_{j}$

7: $u^{(j)}=\tilde{A}\tilde{v}^{(j)}$

8: $\delta_{j}=(\frac{2-\omega}{\omega})^{2}(\tilde{v}^{(\int)},u^{(j)})$

9: $\tilde{v}^{(j+1)}=(\frac{2-\omega}{\omega})u^{(j)}-\delta_{j}\tilde{v}^{(J)}-\gamma_{j^{\tilde{\mathcal{V}}^{(j-1)}}}$

10: $\gamma_{j+1}=\sqrt{(\frac{2-\omega}{\omega})(\tilde{v}^{(j+1)},\tilde{v}^{(j+1)})}$

11 : $\alpha_{0}=c_{j}\delta_{j}-c_{j-1}s_{j}\gamma_{j},$ $\alpha_{1}=\sqrt{\alpha_{0^{2}}+\gamma_{j+1^{2}}}$

12: $\alpha_{2}=s_{j}\delta_{j}+c_{j-1}c_{j}\gamma_{j},$ $\alpha_{3}=s_{j-1}\gamma_{j}$

13: $c_{j+1}=\alpha_{0}/\alpha_{1},$ $s_{j+1}=\gamma_{j+1}/\alpha_{1}$

14: $w^{(j+1)}=(( \frac{2-\omega}{\omega})y^{(j)}-\alpha_{3}w^{(j-1)}-\alpha_{2}w^{(j)})/\alpha_{1}$

15: $x^{(j)}=x^{(j-1)}+c_{j+1}\eta w^{(j+1)}$

16: $\eta=-s_{j+1}\eta$

17: $r_{j}=b-Ax^{(j)}$

18: check convergence
$19:end$ do

Table 1. Computation results for an inconsistent problem (Iter: number of iterations, Tno:

computation time not including the computation of the relative residual norm) The values
in $()$ are the ratio compared to MINRES with $E$-SSOR right preconditioning.

5. まとめ

対称半正定値な係数行列をもつ連立一次方程式に対して，inconsistentな場合にも最小

二乗解を与えるMINRES 法を採用し，inconsistentな場合を考慮すると，右前処理の方

が左前処理より問題の等価性を実現しやすいことを示し，右前処理MINRES法の定式化
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Number 0f MINRES tteratlonS

Fig. 1. $\frac{||AM^{-1}r_{j}||_{2}}{||AM^{-lb}||_{2}}$ vs. number of iterations for MINRES without preconditioning(o), MIN-
RES with scaling right preconditioning ( $\triangle$) , and MINRES with $E$-SSOR right precondi-
tioning $(\star$ $)$ for an inconsistent problem

を行った．またさらに，前処理として，CG 法の両側前処理の計算量を削減するのに用
いられる Eisenstat’s trick を SSOR 右前処理に適用した MINRES 法 $(E$-SSOR右前処理

MINRES法) を提案し，数値実験ではスケーリング右前処理MINRES法より速く収束
した．
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