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1 $r$-正則分割と $r$-類正則分割

整数 $n$ の分割 $\lambda$ に対して， $m_{i}(\lambda)(i=1,2, \ldots)$ を $\lambda$ における $i$ の重複度とする．

Definition 1.1 (正則分割).

(1) $\lambda$ が $r$-正則分割とは，全ての $i\geq 1$ に対して $m_{i}(\lambda)<r$ が成り立つことである．

(2) $\lambda$ が $r$-類正則分割とは，全ての $i\geq 1$ に対して $m_{ri}(\lambda)=0$ が成り立つことで

ある．

$r$ が素数の時，$r$-正則分割は対称群の既約な r-モジュラー表現の自然な添字集合であり，

$r$-類正則分割は $r$-正則類のサイクルタイプであることがこれらの名前の由来である．

Example 1.2. $\lambda=$ $(4,2,2,1)$ は 3-正則分割だが，2-正則分割ではない．5の分割で 3-

類正則なものは，

(5), (41), $(2^{2}1)$ , $(21^{3})$ , (1)

の 5つである．
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以下 $\lambda$ は $n$ の分割のとき， $\lambda\vdash n$ と表す．そして，

$RP_{r,n}=\{\lambda\vdash n|r$一正則分翻 $\},$

$CP_{r,n}=\{\lambda\vdash n|r$-類正則分罰 $\}$

と置く．このとき，次の事実は基本的である．

Proposition 1.3.
$8 RP_{r,n}=\# CP_{r,n}.$

2 対称群の (通常) 指標表の行列式

2.1 James の教科書から

$T_{n}=[\chi_{\rho}^{\lambda}]_{\lambda,p\vdash n}$ を対称群 &の通當指標表とする．次は James の教科書 [3] にある問題

である．

問題 2.1 ([3]). $|\det T_{n}|$ を求めよ．

ここで，絶対値は表現や共役類の並べ方を無視するためにつけているのであって，本質

的ではない．そして，この問題の答えは， $n$ の 全ての分割たちの和因子の積で与えられ

る，つまり

$| \det T_{n}|=\prod_{p\vdash n}\prod_{i\geq 1}p_{i}$

である． $n$ が小さいほうから幾つかみると，

となっている．ここで例えば， $n=5$ なら，5の 7つの分割を周いて，

$2880=5\cross(4\cross 1)\cross(3\cross 2)\cross(3\cross 1^{2})\cross(2^{2}\cross1\rangle\cross(2\cross 1^{3})\cross(1^{5})$

が確かめられる．指標の第二直交定理から，

$\sum_{\lambda\vdash n}\chi_{\rho}^{\lambda}\chi_{\sigma}^{\lambda}=z_{\rho}\delta_{\rho\sigma}$
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であるから $($ ここで， $z_{\rho}= \prod_{i\geq 1}m_{i}(\rho)!\cross\prod_{i\geq 1}\rho_{i})$ ,

$( \det T_{n})^{2}=\prod_{\rho\vdash n}\prod_{i\geq 1}m_{i}(\rho)!\cross\prod_{\rho\vdash n}\prod_{i\geq 1}\rho_{i}$

が従う．つまり，

$\prod_{\rho\vdash n}\prod_{i\geq 1}m_{i}(\rho)!=\prod_{\rho\vdash n}\prod_{i\geq 1}\rho_{i}$

が示されれば，問題 2.1が解けるということである．

2.2 $0\ovalbox{\tt\small REJECT}$sson による $r$-正則版

問題 2.1をどう解くかは一旦放っておいて Olssonによるこの問題の一般化を考えよう．

Olsson ([6]) で考えられたのは次の問題である．

問題 2.2 ([6]).
$T_{n}^{(r)}=[\chi_{\rho}^{\lambda}]_{\lambda\in RP_{r,n}}, \rho\epsilon CP_{r.n}$

としたときの行列式

$|\det T_{n}^{(r)}|$

を求めよ．

この問題は $r$ を十分大きく取ることにより前節の問題を含むことに注意しよう．答えは

次の様になる．

Theorem 2.3 ([6]).
$| \det T_{n}^{(r)}|= \prod \prod\rho_{i}.$

$\rho\in CP_{r,n}i\geq 1$

この定理の証明は Olsson によるもの [1, 6] と Bessenrodt-Olsson-Stanley[2] による

Hall-Littlewood 対称関数を用いたものがあるが，ここでは後者を紹介しよう．

はじめに対称関数 $f$ に対して，その $r$-被約を

$f^{(r)}=f|_{p_{r}=p_{2r}=p_{3r}=\ldots=0}$

と定義する．そして，Schur 関数 $s_{\lambda}$ と幕和対称関数 $p_{\rho}$ さらに Lascoux-Lelerc-Thibon[4]

により導入された変形 Hall-Littlewood の $Q$ 関数でパラメータ $t$ を 1の原始 $r$-乗根 $\zeta$ と
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おいたもの $Q_{\lambda}’$ に舛して，

$\{\begin{array}{l}s^{(r)}=(s_{\lambda}^{(\prime r)})_{\lambda\in RP_{r,n}}p^{\langle r)}=(p_{\rho}^{(r)})_{\lambda\in CP_{r,n}}Q^{\prime(r)}=(Q_{\lambda}^{\prime(r\rangle})_{\lambda\in RP_{r,n}}\end{array}$

と置こう．案はこれらは全て $\Lambda^{(r)}=Q(\zeta\rangle|p_{i}|i\not\equiv O(mod r)$ ] の $n$ 次斉次部分の基底に

なっている事に注意する．これらの間の変換行列

$M(s^{(r)},p^{(r)})=M(s^{\langle r)}, Q^{\prime(r)})M(Q^{;(r)},p^{(r)})$

を考える．このとき次が成り立つ．

Theorem 2.4 ([2]).

$|\det M(s^{(r\rangle}, Q^{\prime(r)})|=1, |\det M(Q^{\prime\langle r)},p^{(r\rangle})|=r^{c_{r,n}}.$

ここで， $c_{r,n}$ は

$\prod_{n\geq 1}\frac{1-q^{rn}}{1-q}\sum_{k=1}^{\infty}\frac{q^{rk}}{1-q^{rk}}=\sum_{n\geq 0}c_{r,n}q^{n}$

で与えられる．

これと次の定理より，Olsson の問題 (したがって Jamesの問題も) 解ける．

Theorem 2.5 ([6]).

$\prod_{\rho\in CP_{r,n}}\prod_{i\geq 1}m_{i}(\rho)!=r^{c_{r,n}}\prod_{\rho\in CP_{r,n}}\prod_{i\geq 1}\rho_{i}.$

3 類正則分割の組合せ論

では定理 2.5はどのように示すのであろうか？ここではその一つの方法を与えよう．

ここでは $r$-類正則分割のみを扱うことを注意しておく．まず，

$\{\begin{array}{l}V_{r,j,n} = \sum m_{j}(\rho\rangle\rho\in CP_{r,n}W_{r,j,n} =\sum_{p\epsilon CP_{r,n}}\#\{i|m_{i}(\rho)\geq j\}\end{array}$

とおく．次の例を見てみよう．

91



Example 3.1. $r=3,$ $n=5$ のとき 3-類正則分割とその重複度の階乗の積を表にしてみ

ると，

となる．この表の上段と下段に現れる $i=1$ , 2, 3, 4, 5の個数が $V_{r,j,n}$ と $W_{r,j,n}$ である．

それを表にすると

となる．同じことを $n=10$ でもやってみると，

となる．

つぎの定理が成り立つ．

Theorem 3.2. $i$ が $r$ の倍数ではない時，

$V_{r,j,n}= \sum_{i\geq 0}W_{r,r^{i}j,n}$

が成立する．また，

$c_{\tau,n}= \sum_{(j\not\equiv 0mod r)}\sum_{i\geq 1}iW_{r,r}:_{j,n}$

が成立する．

この定理より，比較的容易に前節の定理 2.5が示される．

Example 3.3. 先ほど $n=10$ の例では確かに

$60=46+13+1, 27=23+4$

などが成り立っている．
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4 $(r, s)$-類正則分割の組合せ論

ここでは， $(r,s)=1$ なる正整数 $r,$ $s$ を考える．

Definition 4.1. (1) $\rho\vdash n$ が $(r, s)$ -類正則分割であるとは， $m_{rj}(\rho)=m_{\theta}j(\rho\rangle=$

$0(\acute{I}=1,2,3, . .)$ を満たすことである．

(2) $n$ の $(r, s)$ -類正則分割全体を $CP_{(r,s),n}$ と置く．

$(r, s)$-類正則分罰の母関数は次で与えられる :

$\Phi_{\langle r,s)}(q)=\prod_{n\geq 1}\frac{(1-q^{rn})(1-q^{sn})}{(1-q^{n})(1-q^{rsn})}=\sum_{n\geq 0}|CP_{(r,s),n}|q^{n}.$

これを変形すると

$\Phi_{(r,s)}(q)=\prod_{n\geq 1}\frac{1+q^{n}+q^{2n}+\cdot.\cdot.\cdot.+q^{(r-1)n}}{1+q^{sn}+q^{2sn}++q^{(r-1)sn}}$

$= II\frac{1+q^{n}+q^{2n}+\cdot.\cdot.\cdot.+q^{(s-1)n}}{1+q^{rn}+q^{2rn}++q^{(s-1)rn}}$

$= \sum_{n\geq 0}a_{n}q^{n}.$

となる，ここで， $a_{n}$ は $n$ の分割で r$arrow$正則かつ s$arrow$類正財なものの個数，または $s$-正則かつ

$r$-類正劉なものの個数を表すことがわかるだろう．

前節と同様に

$\{\begin{array}{l}V_{(r,s),j,n} = \sum m_{j}(p)W_{(r,s),j,n} =\sum_{\rho\epsilon CP_{(r\epsilon),n}}^{\rho\in CP_{(r.\epsilon),n}},\#\{i|m_{i}(\rho)\geq j\}\end{array}$

と置く．

Theorem 4.2 ([5]). (1) $j$ が $r$ の倍数でも $s$ の倍数でもない時，

$V_{(r,s\rangle,j,n}= \sum_{i,k\geq 0}W_{(r,s),r^{\dot{\alpha}}s}$掬あ $n$

が成立する．
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(2)

$\prod_{\rho\in CP_{(r\epsilon\rangle.n}},\prod_{i\geq 1}m_{i}(p)!=r^{\tilde{c}_{\tau,nn}}s^{\tilde{c}}\cdot,\prod_{\rho\in CP_{(r\epsilon).n}},\prod_{i\geq 1}\rho_{i}$

ここで，

$\Phi_{(r,s),n}(q)(\sum_{n\geq 0}(\frac{q^{rn}}{1-q^{rn}}-\frac{q^{rsn}}{1-q^{rsn}}))=\sum_{n\geq 0}\tilde{c}_{r,n}q^{n}$

とする．

(3)

$\{$

$=j \not\equiv O\sum_{(mod}\sum_{r,s)i}iW_{r,rj,n}\sum^{\tilde{c}_{r,n}}\sum^{k\geq 1:_{s^{k}j,n}^{k}}kW_{r},’.$

$\tilde{c}_{s,n}=$

$j\not\equiv O(mod r,s)i,k\geq 1$

が成立する．

次の例で定理の (1) をみてみよう．

Example 4.3. $n=10$ のとき， $(2, 3)$ -類正則な分割は

$1^{10}, 51 , 5^{2}, 71^{3}$

の 4つである．したがって，

を得る．この中段と下段を比べることにより，

$18=6+4+3+2+1+1+1, 3=2+1$

を得る．
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