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概要

古典的な調和関数は，ラプラシアンに関する微分方程式の解であるということと，

球に関する平均値の性質を満たすということの 2つの側面を持っている．群調和関

数諭や多面体調和関数論は，この事実の類似についての理論である．

1 イデアル調和多項式

多項式環の斉次イデアルに関する調和多項式について述べる．多項式環が距離二乗関数

が生成するイデアルと古典的な調和多項式からなる空間の直和に分解できたように，群に

関する調和多項式や多面体に関する調和多項式なども，斉次イデアルに関する調和多項

式の言葉で記述することができる．この節の内容は散見されるが，たとえば Bergeron,

Garsia [1] が詳しい．$K$ を実数体 $\mathbb{R}$, または複素数体 $\mathbb{C}$ とし (この節では複素共役で閉じて

いる $\mathbb{C}$ の部分体でよい), $V$ を $K$ 上の $n$次元ベクトル空間でエルミート内積 (正定値非退

化対称半双線形形式) $\rangle:V\cross Varrow K$ を備えているものとする : $u,$ $u_{1},$ $u_{2},$ $v\in V,$ $c\in K$

に対し，

(1) $\langle u,$ $v\rangle=\overline{\langle v,u\rangle}$

(2) $\langle u_{1}+u_{2},$ $v\rangle=\langle u_{1},$ $v\rangle+\langle u_{2},$ $v\rangle$

(3) $(\alpha\iota,.v\rangle=c\langle u,$ $v\rangle$

(4) $\langle v,$ $v\rangle\in \mathbb{R}$ かつ， $\langle v,$ $v\rangle\geq 0$

(5) $\langle v,$ $v\rangle=0\Rightarrow v=0$

ただし， $c\in K$ に対し， $\overline{c}$ は $c$ の複素共役を表す． $V$ とその双対空閥 $V^{*}$ の閲には，この

エルミート内積から定まる共役線形同型 $\iota:Varrow V^{*};\iota(v):=\langle v,$ $\rangle$ が存在する． $l$ は $V^{*}$

上のエルミート内積 $\langle L_{1},$ $L_{2}\rangle:=\langle\iota^{-1}(L_{1})$ , $\iota^{-1}(L_{2})\rangle$ を誘導する (左の引数に関して共役

線形，右の引数に関して線形である). $x=(x_{1}, x_{n})$ を $V^{*}$ の正規直交基麿とすると，

$y*$ 上の対称代数 $S:=S(V^{*})$ は多項式環 $K[x]$ と自然に同一視される． $\partial_{i}:=d/dx_{i}$ を $x_{i}$
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に関する微分作用素とし， $s*:=K|\partial$] を $\partial:=(\partial_{1}, \ldots, \partial_{n})$ で生成される $\mathbb{K}$ 上の代数とす

る． $s*$ は自然に $V$ 上の対称代数 $S(V)$ に同型である．

定義 1.1. 多項式 $f\in S$ に対し，微分作用素 $f^{*}$ 蔓 $s*$ を

$f^{*}:=\overline{f(\partial)},$

すなわち， $f$ の変数 $x_{i}$ に $\partial_{i}$ を代入して各係数の複素共役をとったものとして定める．

これは共役線形同型 $\iota^{-1}:V^{*}arrow V$ を $Sarrow s*$ に延長した $K$ 代数としての共役同型で

あるから，実際には正規直交基旛 $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ の取り方に依らず， $V$ のエルミート内

積 $\rangle$ だけで定まっている．

定義 1.2. $S$ 上の半双線形写像 ) $:S\cross Sarrow S$ を

$(f,g):=f^{*}g (f,g\epsilon S)$

で定める．また， $S$ 上のエルミート内積 $)_{0}:S\cross Sarrow K$ を

$(f, g)_{0}:=(f,g)(O)=(f^{*}g)(O\rangle,$

すなわち，多項式 $f^{*}g$ に $0$ を代入したものとして定める．

多重指数 $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}$ に対し，

$x^{a}:=x_{1}^{a_{1}}\cdots x_{n}^{a_{n}}, \partial^{a}:=\partial_{1}^{a_{1}}\cdots\partial_{n^{n}}^{a}, a!:=a_{1}!\cdots a_{n}!$

と定めると，

$(x^{a}, x^{b})=\partial^{a}x^{b}=\{\begin{array}{ll}\frac{b!}{(b-a)!}x^{b-a} (b-a\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n})0 (b-a\not\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}) ,\end{array}$

$(x^{a}, x^{b})_{0}=(\partial^{a_{X}b})(0)=\{\begin{array}{ll}a! (a=b)0 (a\neq b\rangle\end{array}$

となっている．

定義 1.3. $S$ の部分空間 $U$ に対し，

$U^{\perp}:=\{f\in S|(f, g)_{0}=0 \forall g$ 欧 $U\},$

$\mathcal{L}(U):=\{f\in S|(f, g)=0 \forall g\in U\},$

$\mathcal{R}(U):=\{g\in S|(f,g)=0 \forall f$ 欧 $U\}$

と定める．
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定義 1.4. $S_{k}$ を $k$ 次斉次多項式からなる $S$ の部分空間とする． $S$ の部分空間 $U$ が斉次部

分空間であるとは， $U=\oplus_{k=0}^{\infty}(U\cap S_{k})$ が成り立つときにいう．

命題 1.5 (Bergeron, Garsia [1]). $U,$ $I,\mathcal{H}$ をそれぞれ $S$ の斉次部分空間，斉次イデアル，

斉次 $s*$ 部分加群とすると，以下が成り立つ．

(1) $U^{\perp}$ も $S$ の斉次部分空間で，さらに $S=U\oplus U^{\perp},$ $U^{\perp\perp}=U.$

(2) $\mathcal{R}(I)$ は $S$ の斉次 $s*$ 部分加群であり，さらに $\mathcal{R}(I)=I^{\perp}.$

(3) $\mathcal{L}(\mathcal{H})$ は $S$ の斉次イデアルであり，さらに $\mathcal{L}(\mathcal{H})=\mathcal{H}^{\perp}.$

命題 1.5より， $\mathcal{L}$ と $\mathcal{R}$ は $S$ の斉次イデアルのなす束と $s*$ 部分加群のなす束の間の逆

同型

$\{S$ の斉次イデアル $\}$ $\Leftrightarrow \mathcal{R}\mathcal{L}\{S$ の $S^{*}$ 部分加群 $\}$

を与えていることが分かる．さらに， $S$ の斉次イデアル $I$ に対し， $\mathcal{H}:=\mathcal{R}(I)$ とおくと，

$S=I\oplus \mathcal{H}$ となり， $\mathcal{H}$ はベクトル空間として，商環 $S/I$ に自然に同型であることも分

かる．

定義 1.6. $I$ を $S$ の斉次イデアルとする． $\mathcal{R}(I)$ の元を $I$ 調和多項式という．

例 1.7. $\mathbb{K}=\mathbb{R}$ とし，$\grave{}$ $I$ を距離二乗関数 $x_{1}^{2}+\cdots$ 牽 $x_{n}^{2}$ で生成される $S$ のイデアルとす

る．このとき，微分作用素 $(x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2})^{*}$ はラプラシアン $\partial_{1}^{2}+\cdots+$ 鋸であり，した
がって， $I$調和多項式とは通常の調和多項式のことである．

調和性に関して，多項式の範纏を超えて扱いたい場合がある．$\tilde{S}:=\mathbb{K}[[x]]$ を形式的幕級

数環とする． $S$ の部分空間 $U$ に対して，

$\tilde{\mathcal{R}}(U):=\{g\in\tilde{S}|(f,g)=0 \forall f\in U\}$

と定める．さらに， $\mathfrak{m}:=S_{+}=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を $S$ の無縁イデアルとし， $Z(I)$ で $S$ のイデ

アル $I$ のすべての元の複素共通零点の集合を表す．以下の定理は少し形を変えているが，

Friedman, Littman [7] による．

定理 1.8 (Friedman, Littman [7]). $I$ を $S$ の斉次イデアルとするとき，以下は同値で

ある．

(1) $Z(I)=\{0\}.$

(2) $I$ $E$は $m$ 準素イデアル．
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(3) $\tilde{\mathcal{R}}(I)$ は $S$ の有限生成斉次 $s*$ 部分加群．

(4) $\mathcal{R}(I)$ は $S$ の有限生成斉次 $s*$ 部分加群．

(5) $\mathcal{R}(I)$ は $S$ の有限次元斉次部分空聞．

とくに，このとき $\tilde{\mathcal{R}}(I)=\mathcal{R}(I)\subseteq S$ . すなわち， $\tilde{\mathcal{R}}(I)$ は多墳武だけからなる．

定理 L8より， $\mathcal{L}$ と $\mathcal{R}$ は東の逆岡型

$\{S$ の斉次準素イデアル $\}$ $\Leftrightarrow \mathcal{R}\mathcal{L}\{S$ の有限生成斉次 $S^{*}$ 部分撫群 $\}$

を与えていることが分かる．我々の主な関心はこの対応にある．

問題 1.9.

(1) $S$ の斉次 $m$ 準素イデアル $I$ に態し， $\mathcal{R}(I)$ の生成元を与えよ．

(2) $S$ の斉次 $s*$ 部分加群 $\mathcal{H}$ に対し， $\mathcal{L}(\mathcal{H})$ の生成元を与えよ．

$S$ の有限生成 $s*$ 部分撫群は有限欄の巡回 $s*$ 部分加群 (すなわち，単項生成 $s*$ 部分加

群 $)$ の和で表せる． $S$ の巡回 $s*$ 部分加群 $\mathcal{H}$ は以下の特徴づけをもつ $:S$任意の有限生成

$S^{*}$ 部分加群 $\mathcal{H}_{1_{\rangle}}\mathcal{H}_{2}$ に対し，

$\mathcal{H}=\mathcal{H}_{1}+\mathcal{H}_{2}\Rightarrow \mathcal{H}=\mathcal{H}_{1}$ , または $\mathcal{H}=\mathcal{H}_{2}.$

したがって，巡回 $s*$ 部分加群に対応する斉次 $\mathfrak{m}$ 準素イデアルは以下で定義されるイデ

アルのクラスに属する．

定義 1.10. Sの斉次イデアル $I$ が斉次イデアルに関して既約であるとは， $S$ 任意の斉次

イデアル $I_{1}$ , $I_{2}$ に対し，

$I=I_{1}$ 寡 $I_{2}\Rightarrow I=I_{1}$ , または $I=I_{2}$

を満たすときにいう．

注意 1.11. 既約斉次イデアルは斉次イデアルに関して既約だが，逆は成り立たないかも

しれない．斉次イデアルに関して既約なイデアルの性質は Sather-Wagstaff [21] にいく

つかまとめてある．

$\mathcal{L}$ と $\mathcal{R}$ は半順序集合の逆岡型

$\{S$ の斉次イデアルに関して既約な斉次準素イデアル $\}$ $\mathcal{R}\vec{\tilde{\mathcal{L}}}\{S$ の斉次巡回 $S^{*}$ 部分加群 $\}$
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を与えている．

問題 1.12.

(1) $S$ の斉次イデアルに関して既約な $\mathfrak{m}$ 準素イデアル $I$ に対して， $\mathcal{R}(I)$ の唯一の生成

元を $I$ の生成元で記述せよ．

(2) $S$ の斉次巡回 $s*$ 部分加群 $\mathcal{H}$ に対し， $\mathcal{L}(\mathcal{H})$ の生成元を与えよ．

2 群調和多項式

$G$ をユニタリ群 $U(V)=\{\sigma\in GL(V)|\langle\sigma u, \sigma v\rangle=\langle u, v\rangle \forall u, v\in V\}$ の部分群とす

る． $G$ は多項式環 $S$ に自然に作用する :

$\sigma f:=fo\sigma^{-1} (\sigma\in G, f\in S)$ .

この作用に関して，半双線形写像 $(f,g)=f^{*}g$ は $G$ 不変となる． $I_{G}$ を定数でない斉次 $G$

不変式で生成される $S$ のイデアルとする．

定義 2.1. $\mathcal{H}c:=\mathcal{R}(I_{G})$ の元を $G$ 調和多項式という．

例 2.2. $K=\mathbb{R},$ $G=O(V)$ とする．このとき， $I_{G}$ は距離二乗関数 $x_{1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2}$ で生成

される．したがって， $G$ 調和多項式とは通常の調和多項式のことである．

有限部分群 $G\subseteq U(V)$ に対して， $G$ 調和多項式の空間 $\mathcal{H}_{G}$ は有限次元となる (たとえ

ば，Neusel, Smith [20, Corollary 2.1.6] 参照). 一般に， $\mathcal{H}_{G}$ の $S^{*}$ 加群としての生成元

を見つけることは難しい．有限鏡映群 (すなわち，鏡映で生成される有限群) に関しては

Steinberg [22] による以下の結果がある :

定理 2.3 (Steinberg [22]). $G\subseteq U(V)$ を有限部分群とする．このとき， $G$ が鏡映群であ

ることと $\mathcal{H}c$ が $s*$ 加群として巡回的であることは同値である．さらに，このとき $\mathcal{H}_{G}$ は

$s*$ 加群として歪多項式

$\Delta:=\prod_{H}L_{H^{H}}^{e-1}$

で生成される．ただし， $H$ は $G$ に属する鏡映の鏡映面をすべて走り， $L_{H}$ は超平面 $H$ の

定義多項式， $e_{H}$ は $H$ に属する任意の点を固定する $G$ の部分群の位数である．

有限鏡映群 $G\subseteq U(V)$ に対する調和多項式は以下に述べるように，ある種の平均値の
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盤質と密接な関係がある．

定義 2.4. $G\underline{\subseteq}U(V)$ を有限鏡映群とする．領域 $D\underline{C}V$ 上の連続関数 $f$ が $G$ に関す

る平均値の性質を満たすとは，任意の $x\in D$ に対し，ある正の数 $r_{x}$ が存在し，任意の

$0<||v||<r_{x}$ に対し，

$f(x)= \frac{1}{|G|}\sum_{\sigma\in G}f(x+\sigma v)$

が成り立つときにいう．これらの関数がなす空間を $\mathcal{H}_{G}(D)$ と表す．

定理 2.5 (Steinberg [22]). $G\underline{\subseteq}U(V)$ を有限鏡映群， $D\underline{C}V$ を領域とする．このとき，

$\mathcal{H}_{G}=\mathcal{H}_{G}(D)$ .

3 標準不変式系

Flatto, Wiener[3, 4, 5] は実有限鏡映群 $G$ に紺し， $v\in V\backslash \{O\}$ に関する $G$推移的な集

合に関する平均値の性質について考察した．

定義 3.1. $G\subseteq U(V)$ を有限鏡映群とし， $v\in V\backslash \{O\}$ とする．領域 $D$ 上の連続関数 $f$ が

$Gv:=\{\sigma v\in V|\sigma\in G\}$ に関する平均値の姓質を満たすとは，任意の $x\in D$ に対し，あ

る正の数，が存在し，任意の $0<r<r_{x}$ に対し，

$f(x)= \frac{1}{|G|}\sum_{\sigma\in G}f(x+r\sigma v)$

が成り立つときにいう．これらの麗数がなす空間を $\mathcal{H}_{Gv}(D)$ と表す．

定理 2.5より，一般に $\mathcal{H}_{G}\underline{C}\mathcal{H}_{Gv}(D)$ となっている． $\mathcal{H}_{Gv}(D)$ に関して考察する際に

導入された概念が有限鏡映群の標準不変式系である．標準不変式系の定義について述べ

るために，Chevalley の定理について思い出しておく．以下， $G\underline{\subseteq}U(V)$ は有限鏡映群と

する．

定理 3.2 (Chevalley [2]). 不変式環 $S^{G}$ は $n$個の $K$上代数的独立な斉次多項武 $f_{1}$ , . .., $f_{n}$

で生成される．

定義 3.3. $\{fi, . . . , f_{n}\}$ を $G$ の基本不変式系という．
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定義 3.4. $G$ の基本不変式系 $\{fi, \cdots, f_{n}\}$ が標準不変式系であるとは，

$(f_{i}, f_{j}) 0 (i\neq j)$

を満たすときにいう．

実有限鏡映群の標準不変式系の存在性と線形変換による推移性を除いた一意性は

Flatto, Wiener により示されている．また，標準不変式系の具体的な表示が，既約実

鏡映群の無限系列 $A_{n},$ $B_{n},$ $D_{n},I_{2}(m)$ に対しては Iwasaki [9], $H_{3},H_{4}$ ,濫に対しては，

Iwasaki, Kennma, Matsumoto [15] によって与えられている．

Flatto, Wiener の平均値の性質に関する結果は以下の通りである．

定理 3.5 (Flatto [5], Flatto, Wiener [4]). $G$ を実有限鏡映群とし， $\{fi, . . . , f_{n}\}$ を $G$ の

標準不変式系とする．このとき，領域 $D\subseteq V,$ $v\in V\backslash \{O\}$ に対し，

$\mathcal{H}_{G}=\mathcal{H}_{Gv}(D)\Leftrightarrow f_{i}(v)\neq,0 \forall i\in\{1, . . . ,n\}.$

次節で述べるように定理 3.5は多面体の骨格に対して一般化される．

複素鏡映群の標準不変式系の存在性については以下のことが成り立つ :

定理 3.6 $($Nakashima, Terao, $T[18])$ . 線形写像
$\epsilon:(\mathcal{H}_{G}\otimes_{\mathbb{K}}V^{*})^{G} arrow S$

$\sum_{i=1}^{n}f_{i}\otimes x_{i}$ $\mapsto$ $\sum_{i=1}^{n}x$轟

は単射であり，像 $\epsilon(\mathcal{H}_{G}\otimes_{K}V^{*})^{G}$ の正規直交基底は $G$ の標準不変式系である．

$I_{G}$ と $\mathcal{H}_{G}$ は第 1節で述べた $\mathcal{L},$
$\mathcal{R}$ で対応している．これらに関して，問題 1.12に対す

る 1つの解答は以下のようになる :

(1) 任意の基本不変式系 $\{fi, . . . , f_{n}\}$ に対し， $J$ をそれらの Jacobi 行列式とすると，
$\Delta=J$ (たとえば，Lehner, Taylor [17] 参照) ただし， $f=g$ は $0$ でない定数倍

を除いて等しいという意味である．

(2) 上記で述べたように， $\epsilon(\mathcal{H}_{G}\otimes_{K}V^{*})^{G}$ の基底は $I_{G}$ を生成する．

$G$ の任意の基本不変式系を用いた標準不変式系については，以下の明示公式がある．

定理 3.7 $($Nakashima, $T[19])$ . $\{h_{1}, \cdots, h_{n}\}$ を $G$ の任意の基本不変式系とする．この
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とき，

$\{(\epsilon 0\tilde{\phi})(dh_{i})|1\leq i\leq n\}$

は，$e(\mathcal{H}_{G}\otimes_{[K}V^{*})^{G}$ の基巌となる．とくに，基本不変式系の次数がすべて異なるときには，

これは標準不変式系である．ただし，$d:Sarrow S\otimes_{K}V^{*}$ は外微分，$\tilde{\phi}:S\otimes_{K}V^{*}arrow S\otimes_{\mathbb{K}}V^{*}$

は写像 $\phi:Sarrow S;\phi(f):=((f, \Delta),$ $\Delta\rangle$ から誘導された写像である．

複素鏡映群の無鰻系列 $G(m,p,n)$ については，以下のより具体的な公式がある．

定理 3.8 $(T[23])$ . $G(m, 1,n)$ の標準不変式系は

$f_{i}:= \sum_{j=1}^{n}(-1)^{j-1}x_{j}(x_{j}^{(r\iota-i)m}\Delta_{i})^{*}\Delta (1\leq i\leq n)$

で与えられる．ただし，

$\Delta=\prod_{=1}^{n}x_{k}^{7n-1}\prod_{\leq k1\leq k<pn}(x_{k}^{m}-x_{\ell}^{m})$ ,

$\Delta_{j}=\prod_{k\neq j^{n}}x_{k}^{rn-1}\prod_{k1\leq k\leq 1\leq_{k,P\neq j}<l\leq n}(x_{k}^{m}-x_{\ell}^{rn}\rangle (1\leq j\leq n)$

.

$p>1$ に対して， $G(m,p, n)$ の標準不変式系は

$f_{1}$ , . . . , $f_{n-1},$ $(x_{1}\cdots x_{n}\rangle^{m/p}$

で与えられる．

標準不変式系に関連して，以下のような問題が考えられる．

問題 3.9.

(1) 有限鏡映群 $G$ の標準不変武系を $G$ のルート系の言葉で与えよ．

(2) 有限部分群 $G\underline{C}U(V)$ に対し， $\epsilon(\mathcal{H}_{G}\otimes_{K}V^{*})^{G}$ は不変武環 $S^{G}$ を生成するか考察

せよ．

4 多面体調和多項式

この節では， $\mathbb{K}=\mathbb{R}$ とし，多面体調和関数について紹介する．この節の内容に関して

は？ Iwasaki [13] が詳しい．多面体調和関数について述べる前に， $V$ の Borel 測度に関す
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る平均値の性質について述べる． $\mu$ を $V$ のコンパクト台 $K$ をもつ非負 Borel測度とし，

$\mu(K)=1$ とする．さらに， $K$ はどの超平面にも含まれないとする．

定義 4.1. 領域 $D\subseteq V$ 上の連続関数 $f$ が $\mu$ 調和的であるとは，以下の平均値の性質を満

たすときにいう :任意の $x\in D$ に対し，ある正の数 $r_{x}$ が存在し，任意の $0<r<r_{x}$ に

対し，

$f(x)= \int_{K}f(x+rv)d\mu(v)$ .

$D$ 上の $\mu$ 調和関数がなす空間を $\mathcal{H}_{\mu}(D)$ と表す．

Friedman, Littman [7] は以下の定理を示した :

定理 4.2 (Riedman, Littman [7]).

(1) $\mu$ 調和関数は解析的である．

(2) $f\in \mathcal{H}_{\mu}(D)\Leftrightarrow f\in C^{\infty}(D)$ かつ $f_{i}^{*}f=0$ $(i=1,2,3, \ldots)$ .
ただし， $f_{i}\in S$ は，

$f_{i}(x \rangle:=\int_{K}\langle v, x\rangle^{i}d\mu(v)$

で定義される斉次多項式である．

(3) $I_{\mu}\subseteq S$ を $f_{i}(i=1,2, \ldots)$ で生成される $S$ の斉次イデアルとする．定理 1.8より，

$Z(I)=\{0\}\Leftrightarrow \mathcal{H}_{\mu}(D)=\mathcal{R}(I_{\mu})$ かつ $\mathcal{H}_{\mu}(D)$ は有限次元．

とくに，このとき $\mathcal{H}_{\mu}(D)$ は $S$ の斉次 $s*$ 部分加群で， $\mu$ 調和関数は多項式に限る．

$P\underline{\subseteq}V$ を $n$次元多面体とする．ただし，ここで $n$ 次元多面体とは $n$ 次元凸多面体 (す

なわち，いくつかの半空間の共通部分で有界なもの) の有限個の合併を意昧するものとす

る． $k\in\{0, 1, \cdots , n\}$ に対し， $P(k)$ で $P$ の $k$ 次元骨格 (すなわち， $P$ の $k$ 次元面の和集

合 $)$ を表す． $\mu_{k}$ を $V$ の $k$ 次元 Euclid 測度とし， $|P(k)|:=\mu_{k}(P(k))$ で P(紛の $k$ 次元

体積を表す．

定義 4.3. 領域 $D\subseteq V$ 上の連続関数 $f$ が $P(k)$ 調和的であるとは，以下の平均値の性質

を満たすときにいう :任意の $x\in D$ に対し，ある正の数 $r_{x}$ が存在し，任意の $0<r<r_{x}$

に射し，

$f(x)= \frac{1}{|P(k)|}\int_{P(k)^{J}}f^{\vee}(x+rv)d\mu(v)$ .
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$D$ 上の $P(k)$ 調和闘数がなす空間を $\mathcal{H}_{P(k)}(D)$ と表す．

Iwasaki [10] は Borel 測度 $\mu(E):=\mu_{k}(P(k)\cap E)/|P(k)|$ に対して定理 4.2を適用し，

P(初調和関数に関して研究を行った．定理 4.2より， $P(k)$ 調和闘数は解析的であり，あ

る微分方程式を満たすことはただちに従う．よって，定理 4.2における $P(k)$ に薄する多

項式ゐを調べることが肝になる．Iwasakiは多項式ゐに相当する多項式を $P$ の組合せ的

性質を用いて記述したのだが，これについて述べるには少々準備を要する．

$P$ の $i$ 次元薗 $F_{i}$ が張る $i$ 次元アファイン聖問を $H_{F_{i}}$ と表す． $\pi F_{\dot{t}}$ : $Varrow H_{F_{i}}$ を直交

尉影とし， $p_{F_{\ell}}:=\pi_{F_{i}}(0)$ とする．疏が $P$ の $i+1$ 次元面 $F_{i+1}$ の境界に含まれるときに

鶏 $\prec F_{i+1}$ と表す．さらにこのとき， $H_{F_{i+1}}$ において $F_{i+1}$ の内部から外部へ向かう昂の

単位法線ペクトルを $n$鑑 $F_{i+1}$ と表す． $p_{F_{i}}-p_{F_{1+1}}$ は $n$恥昂 $+$ 1に平行なので， $F_{i}\prec F_{i+1}$

の隣接指数 $[$鑑 $:F_{i+1}]$ を

$p_{F_{i}}-p_{F_{i+1}}=[F_{i}:F_{i+1}]n_{F_{i}F_{i+1}}$

で定めることができる．各 $k\in\{0, \cdots, n\}$ に鮒し， $P$ の $k$ 次元旗の集合を

$Flag_{k}(P\rangle:=\{F=(F_{0},F_{1}, \ldots,F_{k})|$ 各鶏は $P$ の $k$ 次元面で $F_{0}\prec F_{1}\prec\cdots\prec F_{k}\}$

と定める．さらに， $F\in Flag_{k}(P)$ に対し，

$[F]:=[F_{0}:F_{1}][F_{1}:F_{2}]\cdots[F_{k-1}:F_{k}]$

と定める．ただし， $k=0$ のときは $[F]:=1$ とする． $j$ 変数 $i$ 次完全斉次対称式を

$h_{i}^{\langle j)}(x_{1}$ , . . . , $x_{j}\rangle:=$

$\sum_{i_{1}+\cdots+i_{j}=i}$

$x_{1}^{i_{1}}\cdots x_{j}^{i_{j}}$

とおく．

定理 4$\cdot$4 (Iwasaki [10]).

(1) $P(k)$ 調和関数は解析的である．

(2) $f$ 欧 $\mathcal{H}_{P(k\rangle}(D)\Leftrightarrow f\in C^{\infty}$ かつ $(\tau_{i}^{(k\rangle})^{*}f=0$ $(i=1,2,3, \ldots)$ .

ただし， $\tau_{i}^{(k)}\in S$ は，

$\tau_{\iota}^{0}.=\sum_{F\in F1ag_{k}(P)}[F]h_{i}^{k+1}(\langle p_{F_{0}},x\rangle, \langle p_{F_{1}}, x\rangle, \ldots.’\langle p_{F_{k}}, x\rangle)$

で定義される斉次多項式である。
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(3) $I_{P(k)}\subseteq S$ を $\tau_{i}^{(k)}(i=1,2, \ldots)$ で生成される $S$ の斉次イデアルとする．このとき，

$Z(I_{P(k)})=\{0\}$ したがって， $\mathcal{H}_{P(k)}(D\rangle=\mathcal{R}(J_{P(k)})$ は多項式のみからなる有限

次元斉次部分空間である．さらに， $\mathcal{H}_{P(k)}(D)$ は領域 $D\underline{\subseteq}V$ の取り方に依らない．

定義 4.5. $\mathcal{H}_{P(k)}(D)$ は領域 $D\subseteq V$ の取り方に依らないので，これを $\mathcal{H}_{P(k)}$ と表す．

定理 4.4で定めた斉次イデアル $I_{P(k)}$ と $P(k)$ 調和多項式からなる空間 $\mathcal{H}_{P(k)}$ は第 1節

で述べた $\mathcal{L},$
$\mathcal{R}$ で対応している．これが問題 1.9に関心を寄せる理由である．

問題 4.6. IP(紛と $\mathcal{H}_{P\langle k)}$ の最小生成元を求めよ．

多面体調和多項式論は有限鏡映群の調和多項式論と密接に関係している．

$G(P):=\{\sigma\in O(V)|\sigma P=P\}$

を $P$ の対称変換群とする． $I_{P(k)}$ の生成元 $\tau_{i}^{(k\rangle}$ は $G(P)$ 不変なので，

$I_{G(P)}\supseteq I_{P(k\rangle}, \mathcal{H}_{G(P)}\subseteq \mathcal{H}_{P(k)}$

となることが分かる．Iwasaki [12] は $G(P)$ が鏡映群である場合に定理 3.5の一般化であ

る以下の定理を得た :

定理 4.7 (Iwasaki [12]). $P\underline{C}V$ を $n$ 次元多面体とし，その紺称変換群 $G(P)$ は有限鏡

映群であるとする． $\{f_{1}, \cdots, f_{n}\}$ を $G(P)$ の標準不変式系とし，それらの次数はすべて異

なるとする．このとき，各 $k\in\{0, 1, \cdots, n\}$ に対して，

(1) $f_{i} \in \mathcal{H}_{P(k)}\Leftrightarrow\int_{P(k)}f_{i}d\mu_{k}=0.$

(2) $\mathcal{H}_{G(P)}=\mathcal{H}_{P(k)}\Leftrightarrow\int_{P(k)}f_{i}d\mu_{k}\neq 0$ $(i\in\{1,$
$\ldots,$

$n$

定理 4.8 (Iwasaki [10, 11, 14] Iwasaki, Kenma, Matsumoto [15]). $P\subseteq V$ を原点中心

の正凸多面体とし， $G(P)$ を $P$ の対称変換群とする (これは有限実鏡映群である). この

とき， $\mathcal{H}_{P(k)}$ は $k$ に依らずすべて $\mathcal{H}_{G(P)}$ に等しい．したがって， $s*$ 加群として $G(P)$ の

歪多項式 $\Delta$ で生成される．

正凸多面体に対しては調和多項式の空間をこれで把握することができたが，他の多面体

に関してはあまり知られていない現状である．正凸多面体以外の多面体の調和多項式に関

しては，Iwasaki [16], Hasui, Iwasaki [8] がある．
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例 4.9. $V:=\mathbb{R}^{3}$ とし， $G\subseteq O(V)$ を $B_{3}$ 型の既約実有限鏡映群，すなわち超平面

$x_{i}=0 (i=1,2,3) , x_{i}\ x_{j}=0 (1\leq i<j\leq 3)$

に関する鏡映で生成される有限群とする． $G$ 推移的な集合 $Gv$ で調和多項式からなる空間

がなるべく大きくなるようなものについて具体例を挙げてみる． $Gv$ を多面体の頂点とみ

なすことで定理 4.7などが有効であることに注意しておく． $G$ の標準不変式系は

$f_{1}=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+x_{3}^{2},$

$f_{2}=x_{1}^{4}+x_{2}^{4}+x_{3}^{4}-3(x_{1}^{2}x_{2}^{2}+x_{1}^{2}x_{3}^{2}+x_{2}^{2}x_{3}^{2})$ ,

$f_{3}=2(x_{1}^{6}+x_{2}^{6}+x_{3}^{6})-15(x_{1}^{4}x_{3}^{2}+x_{1}^{2}x_{2}^{4}+x_{1}^{4}x_{3}^{2}+x_{1}^{2}x_{3}^{4}+x_{2}^{4}x_{3}^{2}+x_{2}^{2}x_{\theta}^{4}\rangle$

$+180x_{1}^{2}x_{2}^{2}x_{3}^{2}.$

で与えられる．定理 4.7(1) より， $\mathcal{H}_{Gv}$ の次元をなるべく大きくするためには $f_{2}(v)=$

$f_{3}(v)=0$ となる $v\neq 0$ をとればよい． $v\in V$ は

$f_{1}(v)=1, f_{2}(v)=f_{3}(v)=0$

を満たすとしよう． $Gv$ に対する $\tau_{i}:=\tau_{i}^{(0\rangle}$ は

$\tau_{i}=\sum_{\sigma\in G}\langle\sigma v, x\rangle^{i}$

で与えられる． $i$ が奇数のとき $\tau_{i}=0$ となることはただちに分かる．偶数 $i$ に対し， $\tau_{i}$ を

計算機に計算させてみると，

勉 $=f_{1},$ $\tau_{4}=\tau_{2}^{2},$ $\tau_{6}=\tau_{2}^{3},$

$\tau_{8}=206701f_{1}^{4}+6048f_{1}^{2}f_{2}+2080f_{1}f_{3}-24024f_{2}^{2},$

$\tau_{10}=176671f_{1}^{5}+13408f_{1}^{3}f_{2}+5440f_{1}^{2}f_{3}-59304fif_{2}^{2}+1360hf_{3},$

$\tau_{12}=$ 60966697$f_{1}^{6}+7680288f_{1}^{4}f_{2}+3592160f_{1}^{3}f_{3}-37559592f_{1}^{2}f_{2}^{2}$

$+1525440fif_{2}f_{3}+284592f_{2}^{3}+19480f_{3}^{2},$

$\tau_{14}=$ 2536437695$f_{1}^{7}+436963296f_{1}^{5}f_{2}+229746880f_{1}^{4}f_{3}-2334080952f_{1}^{3}f_{2}^{2}$

$+128236080f_{1}^{2}f_{2}f_{3}+32676336f_{1}f_{2}^{3}+2751800fif_{3}^{2}+4213440f_{2}^{2}f_{3}.$

少し考察をすると，

$I_{Gv}=(\tau_{2}, \tau s, \tau_{10}, \tau_{12}\rangle.$

115



となることがわかる．歪多項式 $\Delta,$ $\Delta_{1},$ $\Delta_{2}$ を以下のように定める :

$\Delta:=x_{1}x_{2}x_{3}(x_{1}^{2}-x_{2}^{2})(x_{1}^{2}-x_{3}^{2})(x_{2}^{2}-x_{3}^{2})$ ,

$\Delta_{1}:=\Delta(2f_{1}^{2}+23f_{2})$ ,

$\Delta_{2}:=\Delta(88f_{1}^{3}+84f_{1}f_{2}+145f_{3})$ .

さらに少し計算をさせると，以下のような結果を得る．

命題 4.10.

(1) $\mathcal{H}_{Gv}=S^{*}\Delta_{1}+S^{*}\Delta_{2}.$

(2) $\mathcal{H}_{G}=S^{*}\Delta=S^{*}\Delta_{1}\cap S^{*}\Delta_{2}.$

以下は，各空間の次数別の次元の表である．ただし， $\mathcal{H}$ は古典的調和多項式からなる空

間である．
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