
一般化キャリープロセスについて
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概要

Carries process は $b$ 進数で表示された $n$ 個の数をランダムに加

えたときに次の桁への繰り上がりのなすマルコフ連鎖であり、Holte
[5], Diaconis-Fulman [2, 3, 4] により様々な性質が明らかにされた。
本稿では、 carrles process の一般化を考え、 その性質を論じた研究
の内容を簡潔に紹介する。詳細は [8, 9] に述べられており、 [10] は
その review である。

1 導入

$b$ 欧 $N,$ $b\geq 2$ とする。 $b$ 進数表示での $n$ 偲の数の足し算を次のように

考える。

$C_{k+1}$ $C_{k}$ .. . $C_{2}$ $C_{1}$

$X_{1,k} \cdots X_{1,1} X_{1,0}$

$:$ : :

$\frac{X_{n,k}\cdot\cdot.\cdot X_{n,1}X_{n,0}}{r_{k}\cdot\cdot r_{1}r_{0}}$

ここで、 $X_{i,j},$ $r_{i}$ は digit set $\mathcal{D}$ の元である :

$X_{i,j}, r_{j}\in \mathcal{D}:=\{0, 1, \cdots, b-1\}.$

「繰り上がり」 $C_{1},$
$\cdots,$ $C_{k+1}$ たちの取り得る範囲を求めるために、上の図

で行った筆算は実際には以下の式 (1.1) のように表現されることに注意
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する。

$( \frac{X_{1,k}}{b}+\cdots+\frac{X_{1,0}}{b^{k+1}})+\cdots+(\frac{X_{n,k}}{b}+\cdots+\frac{X_{n,0}}{b^{k+1}})$

$=C_{k+1}+( \frac{r_{k}}{b}+\cdots+\frac{r_{0}}{b^{k+1}})$ (1.1)

$(^{X_{1k}} \hat{b}+\cdots+\frac{X_{0}}{b^{k+1}})$ , $(^{\underline{r}_{A}}+\cdots+*)$ は $[0$ , 1 $]$ の $b$ 進有理数であるから、

$C_{k}$ たちの取る値の集合は

$C:=\{0, 1, n-1\}$

と一致する。 これは $b$ に依らない。

定義

$C_{0}=0$ とおく。 $C_{k}\in C$ まで与えられたとき、 $X_{1},$ $X_{n}$ を $\mathcal{D}$ から

uniform at random に選んで $C_{k+1}\in \mathcal{C}$ を次の式により定める。

$C_{k}+X_{1}+\cdots+X_{n}=bC_{k+1}+r, r\in C$ . (1.2)

$\{C_{k}\}_{k=0}^{\infty}$ は $C$ を状態空間に持つマルコフ連鎖となり、 carries process と

呼ばれている。

知られている結果

(1) Holte [5] :Carries process の推移確率行列 $P$ の固有値固有ベクト

ルを求め、 それの持つ様々な対称性や組み合わせ論との関係を発見した。

例えば、

(i) $P$ の固有値は $b^{-1}$ のベキからなり、その固有ベクトルは $b$ に依らない。

(ii) 最大固有値 1に対応する左固有ベクトル (定常分布) はオイラー数に

比例し、最小固有値 $b^{-(n-1)}$ に対応する左固有ベクトルは $(n-1)$ 次パス

カル数 (の交代符号) に比例する。

(ii) 右固有ベクトルの第 $0$ 行ベクトルは $n$ 次のスターリング数に比例す

る。

(2) Diaconis-Fulman [2, 3, 4] :Carries process とリフルシャッフルとの関
係、 $P$ の左固有ベクトルのなす行列は $S_{n}$ の Foulkes character table と一
致すること、可換代数の Veronese mapping との関係などを論じた。

その他にも non commutative symmetric function を用いて [4] の別証

明をしたもの [7], determinantal process との関係を論じたもの [1] などが

ある。
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2 一般化キャリープロセス

キャリープロセスの定義において、digit set $\mathcal{D}$ を次の $\mathcal{D}_{d}$ で置き換え

ることを考える

$\mathcal{D}_{d}:=\{d, d+1, \cdots, d+b-1\}.$

ここで、 $-(b-1)\leq d\leq 0$ とする。 このとき $0$ 欧 $\mathcal{D}_{d}$ となり、任意の自然
数を $b$ 進数の形で一意的に表示できる。 $n$ 個の数を加えたときに生じる

繰り上がりが取り得る値の集合免は、 \S 1で行ったのと同様の議論により
次のように与えられる。

$C_{d}=\{\begin{array}{ll}\{s, s+1, \cdots, s+n\} ((n-1)\frac{d}{b-1}\not\in Z)\{s, s+1, \cdots, s+n-1\} ((n-1)\frac{d}{b-1}\in Z)\end{array}$

$s := \min C_{d}=\lfloor(n-1)\frac{d}{b-1}\rfloor.$

$p\geq 1$ 及びその共役指数 $p^{*}$ を次の式により定める。

$\{(n-1)\frac{d}{b-1}\}=1-\frac{1}{p}=\frac{1}{p^{*}}$ . (2.1)

但し、 $\{x\}:=x-LxJ$ は $x$ の小数部分。 $C_{k+1}$ から $C_{k}$ を与える式 (1.2) に

おいて、変数の取り得る値をそれぞれ標準化するために、

$X_{i}=X_{i}’+d, r=r’+d, C_{k}=C_{k}’+s, C_{k+1}=C_{k+1}’+s$

とおいて (1.2) に代入すると次の式を得る。

$C_{k}’+X_{1}’+ \cdots+X_{n}’+\frac{b-1}{p}*=C_{k+1}’b+r’$ (2.2)

$X_{i}’, r’\in \mathcal{D}=\{0, 1, \cdots, b-1\},$

$C_{k}’,$ $C_{k+1}’$ 妊 $C’,$

$C’:=\{0, 1, m\},$ $m:=\{\begin{array}{ll}n (p\neq 1)n-1 (p=1)\end{array}$

(2.1) より $\frac{b-1}{p}\in$ N. 一般に $\{p|(2.1)$ を満たす $\}c\neq\{p|\frac{b-1}{p}\in N\}$ であ

るが、 $\frac{b-1}{p}\in N$ であれば、 (2.2) により carries process の一般化を考える
ことができる。

定義

$p\geq 1,$ $b\equiv 1$ $(mod p)$ とする。 $C_{0}’=0$ とし、 $C_{k}’\in C’$ まで与えられたと
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き、 $X_{1}’,$ $X_{n}’\in \mathcal{D}$ を uniform at random に選び、 $C_{k+1}’\in C’$ を (2.2) を満
たすものとして定める。 $C’$ 上のマルコフ連鎖 $\{C_{k}’\}_{k=0}^{\infty}$ を $(b, n,p)$-process
と呼ぶ。

以下に与えられる諸定理により、 $(b,n,p)$-processは既約かつ非周期的
であることがわかる。

3 得られた結果

3.1 推移確率行列の固有値固有ベクトル

$(b, n,p)$-processの推移確率行列を

$P=\{P_{ij}\}_{i,j\in \mathcal{C}’} P_{ij} :=P(C_{k+1}=j|C_{k}=i)$

とおく。

Theorem 3.1

$P_{ij}=b^{-n} \sum_{r=0}^{n+1}(-1)^{r}(\begin{array}{ll}n +1 r\end{array})(n+A(i,j)$

一

$n$

加
$)1(A(i, j)\geq br)$

where $A(i,j):=(j+ \frac{1}{p})b-(i+\frac{1}{p})$ .

Proof. $r’=b-1-Y$ とおくと、 (2.2) は $X_{1}’+\cdots+X_{n}’+Y=A(i,j)$ と

書き換えられる。 よって

$P_{ij}=b^{-n}\#\{(X_{1}, \cdots, X_{n}, Y)\in \mathcal{D}^{n+1}|X_{1}+\cdots+X_{n}+Y=A(i,j)\}$

$=b^{-n}[x^{A(i,j)}](1+x+\cdots+x^{b-1})^{n+1}$

$=b^{-n}[x^{A(i,j)}]( \frac{1-x^{b}}{1-x})^{n+1}$

あとは、 2項定理及び $(1-x)^{-(n+1)}= \sum_{k\geq 0}(\begin{array}{l}n+kn\end{array})x^{k}$ を用いると、定

理 3.1の主張が従う。 $\square$
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Theorem 3.2 $P$ の固有値左固有ベクトルは次のように与えられる。

$P=L^{-1}$ diag $(1, \frac{1}{b}, \cdots, \frac{1}{b^{n}})L$

$L=\{v_{ij}\}_{i,j\epsilon \mathcal{C}’}$

$v_{ij}= \sum_{r=0}^{j}(-1)^{r}(\begin{array}{ll}n +l r\end{array}) \{p(j-r)+1\}^{n-i}.$

また $\{v_{ij}\}$ はオイラー数と類似の漸化式に従う。

$v_{i,j}(n)=(pj+1)v_{i_{\}}j}(n-1)+\{p(n+1-j)-1\}v_{i,j-1}(n-1)$

$i, j=0,\cdot 1, \cdots, n.$

例: $n=3$ とする。

$p=1(\begin{array}{lll}l 4 11 0 -11 -2 1\end{array}),$ $p=2(\begin{array}{lll}231 23 115 -5-1 1-1-1 11-3 3 -1\end{array})$

$p=3(\begin{array}{llll}1 60 93 81 23 -9-4 1 0 2-3 1-3 3-1 \end{array}),$ $p=3/2(1111$ $- \frac{93}{-248}\frac{3}{32}$ $\frac{16}{-,302}3$ $-1- \frac{1}{4}\frac{1}{2}\frac{1}{8}.$

$)$

$p=5/2(\begin{array}{llll}l \frac{311}{8} \frac{10l}{2} \frac{27}{8}1 \frac{33}{4} -7 -421 -\frac{l}{2} -2 \frac{3}{2}1 -3 3 -1\end{array})$

$(b, n,p^{*})$-process に対旛する行列 $L$ の行ベクトルは、 $(b, n,p)$-process の
それの 「逆向き」 に比例している。 また、 一般に $L$ の各成分は次のよう

な組み合わせ論的意味を持つ。

(1) $p\in N$ のとき:定常分布は colored permutation group $G_{p,n}(\simeq Z^{p} ? S_{n})$

の descent statistics $\{v_{0,j}\}_{j}$ に比例する :

$v_{0j}=\#\{\sigma\in G_{p,n}|d(\sigma)=j\}.$

また、 $L$ は $G_{p,n}$ の Foulkes character table に一致する。 (cf. [6])
(2) $p\not\in N$ のとき :組み合わせ論的意味は現時点では不明。
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Proof. $\Sigma_{k=0}^{n}v_{ik}P_{kj}=b^{-i}v_{ij}$ を示せば良い。 $f(x):=\Sigma_{k\geq 0}(pk+1)^{n-i}x^{k}$ と

おくと、

$v_{ik}=[x^{k}]((1-x)^{n+1}f(x))$ .

一方、

$A(k, j)-$ 加 $=(j-r+ \frac{1}{p})b-\frac{1}{p}-k=:K(j, r)-k$

であるから、

$P_{kj}=b^{-n} \sum_{r=0}^{n+1}(-1)^{r}(\begin{array}{ll}n +1 r\end{array})[x^{K(j,r)-k}]((1-x)^{-(n+1)})1(K(j, r) \geq k)$

よって

$\sum_{k=0}^{n}v_{ik}P_{kj}=b^{-n}\sum_{r=0}^{n+1}(-1)^{r}(\begin{array}{l}n+1r\end{array})[x^{K(j,r)}](f(x))1(K(j,r)\geq 0)=b^{-i}v_{ij}.$

$\square$

Theorem 3.$3R:=L^{-1}=\{u_{ij}\}$ とおくと、

$u_{ij}= \sum_{k=i}^{n}\sum_{l=n-j}^{k}\frac{s(k,l)(-1)^{n-j-l}}{k!p^{l}}(\begin{array}{l}ln-j\end{array})(\begin{array}{l}-inn-k\end{array})$

$s(n, k)$ $:=(-1)^{n-k}\#$ { $\sigma\in S_{n}|\sigma$ has $k$ -cycles}

$w_{j}(n)$ $:=n!p^{n}u_{n-j}^{(p)}(O)$ は、 次の漸化式を満たす。

$w_{j}(n)=(pn-1)w_{j}(n-1)+w_{j-1}(n-1)$

$w_{0}(0)=1$

このことから、 $p\in N$ のとき、 第 $0$行ベクトルを逆向きに並べたものは

Stirling-Frobenius cycle-number [11] に比例することがわかる $\circ$

例: $p=2$ のとき、 $n!p^{n}R$ は次のようになる。

$n=1(\begin{array}{l}111-1\end{array}), n=2(\begin{array}{ll}41 310 -11-4 3\end{array}),$

$n=3(\begin{array}{lll}91 23 1531 -1 -31-3-1 3231-9 -15\end{array})$
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第 $0$行ベクトルを逆向きに並べたもの $(1, 1)$ , $(3, 4, 1)$ , $(15,23,9,1)$ はパラ
メーター $p=2$ の Stirling-Frobenius cycle number. また、 Theorem 3.3
の結果を用いると、 $\{C_{k}’\}$ の平均や分散、相関などを計算できる。

3.2 応用

$(b, n,p)$-process にマルコフ連鎖の収束定理を用いることにより、次の
ことがわかる。 まず、 $p\in R,$ $p\geq 1$ に対して

$\langle nj\rangle_{p} \sum_{r=0}^{j}(-1)^{r}(\begin{array}{ll}n +1 r\end{array}) \{p(j-r)+1\}^{n}$

とおく。 また、 $Y_{1}$ , $\cdots,$
$Y_{n}$ を互いに独立な $[0$ , 1 $]$ 上の一様分布確率変数と

する。

Theorem 3.4

$P(Y_{1}+\cdots+Y_{n}\in[j,j+1]-\frac{1}{p}*)=\langle nj\rangle_{p}(p^{n}n!)^{-1}.$

Proof. density argument により 欧 $N$ としてよい
$\circ$ Xi,j $\in \mathcal{D}$ に対し

$Y_{i}^{(k)}:= \frac{X_{i,k}}{b}+\cdots+\frac{X_{i,0}}{b^{k+1}}$

とおくと、 (1.1) により

$P(Y_{1}^{(k)}+\cdots+Y_{n}^{(k)}+\frac{b-1}{P}*\sum_{j=1}^{k+1}\frac{\lambda}{b^{i}}\in\lfloor i,j+1])=P(C_{k}’=j)$ .

あとは、 $karrow\infty$ のとき $Y_{i}^{(k)}$ は $[0$ , 1 $]$ 上の一様分布に弱収束し、 $\{C_{k}’\}$ は

$(b, n,p)$-processの定常分布に弱収束することを用いれば良い。ロ

3.3 リフルシヤツフルとの関係

$n$ 枚のカードからなる「山」があり、 それぞれが $p$ 種類の「色」を持っ

ているとする。 この山を $b$ 項分布

$P(n_{0}, n_{1\}}\cdots, n_{b-1}):=\frac{n!}{n_{0}!n_{1}!\cdots n_{b-1}.!}\cdot\frac{1}{b^{n}}$
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に従って $b$ 個の 「山」 に分割し、 $j$ 番目の山 $(j\equiv q (mod p))$ に対して

は、色を $q$ $(mod p)$ だけずらす。 その後、山の枚数に比例する確率でこ
れらを混ぜ合わせる。 このランダムな操作を $(b, n,p)$-shuffleと呼ぶこと
にする。 $(b,n,p)$-shuffle を $r$ 回繰り返すことにより得られる $G_{p,n}$ の元を
$\{\sigma_{r}\}_{r=0}^{\infty}(\sigma_{0}=id)$ とおくと、 $\{\sigma_{r}\}$ は $G_{p,n}$ 上のマルコフ連鎖となる。 こ

れを sequence induced by $(b,n,p)$-shuffleと呼ぶことにする。

Remark $P$ の右固有ベクトル $R=\{u_{ij}\}$ と $(b, n,p)$-shuffleとの間には次

のような関係がある。

$u_{ij}=[x^{n-j}]\#\{\sigma|\sigma$ は $(x, n,p)-$shuffle で $d(\sigma^{-1})=i\}.$

Theorem 3.$5p\in N,$ $b\equiv 1$ $(mod p)$ とする。 $\{C_{k}\},$ $\{\sigma_{k}\}$ をそれぞれ

$(b, n,p)$ -process, sequence induced by $(b, n,p)$ -shuffie とすると

$\{C_{k}’\}_{k=0^{=}}^{\infty^{d}}\{d(\sigma_{k})\}_{k=0}^{\infty}.$

sequence induced by $(b, n,p)-$shuffle も既約かつ非周期的であり、 その定
常分布は一様分布である。よって Theorem3.5は $p\in N$ のときに $(b, n,p)-$

process の定常分布が $G_{p,n}$ の descent statistics に比例することの別証明
を与える。

Theorem 3.5. の証明は全単射を構成することによって行われる。 ここ

では、 $b=7,$ $n=4,$ $p=3$ の場合に、 その具体例を示す。 $(b, n,p)$-process
が次のように与えられたとする $( \frac{b-1}{p^{l}}=4$ に注意 $)$

。

$\frac{233}{354}$

$0 2 5$

$4 4 6$
$0$ 2

$444$
$000$

一番下の 4を取り除き、残った 4つの行に以下のように操作を加える。

354 425 005 $1_{0}$ $1_{0}$ $3_{2}$

$arrow^{(i)}$ $arrow^{(ii)}$ $arrow^{(iii)}$412 536 446 214140$arrow^{(iv\rangle}$

1 6 $1$ 5 $4$ $3$ 5 $2$ $3$ 322220
223 002 532 $4_{2}$ $3_{0}$ $1_{2}$
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(i) 上から順に累積をとる。つまり、7進法で $354+025=1412,$ $412+446=$

1161などの計算を行う。
$(ii\rangle 4$つの数をそれぞれ $mod b^{3}$ で $p$ 倍する。 $($例 $:354\cross 3\equiv 425mod b^{3})$

(iii) $\star^{-1}$ 演算、つまり、それより前の桁が与える辞書式順序で小さいもの
から順に数を取り出して上から並べる

(iv) GSR 表現により対応する $(b,n,p)$-shuffle.

4 その他

$(1\rangle$ 基数を負の数 $-b(\leq-2)$ にとっても、 同様に carries process, 及びそ
の拡張 $(-b,n,p)$-processを考えることができて、 その推移確率行列の固
有値は $(-b^{-1})$ のペキ乗に、固有ベクトルは $(b,n,p)$-processのそれに一
致する。 また $p\in N$ のときは、 $(+b)$-caseと同様に $(b, n,p)$-shuffleとの関
係を論ずることができる。但し、 $G_{p,n}$ の別の descentの概念を必要とす
る。

(2) 基数 $b$ を複素数にとって類似のことを考えることもできるが、 $b^{-1}$ の

ベキ乗の以外の値も固有値に現れるようである。
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