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概要

一般論として、素数位数 p の有限体 F について、 F 上の任意の n 変数関数は各変数につい
て p 次未満の何らかの n 変数多項式によって一意に表される、ということは広く知られてい
る。ただし、具体的に与えられた関数が綺麗な多項式表示を持つかどうかはまた別の問題であ
る。本稿では、整数を p 進法で表した際の掛け算における繰り上がりを表す具体的な多項式表
示について、主に代数的な観点から紹介する。(本稿の内容は鍛冶静雄氏 (山口大学)、前野俊
昭氏 (名城大学)、沼田泰英氏 (信州大学) との共同研究に基づくものである。)

1 本研究について

本研究の出発点は、以下のよく知られた一般的事実である。

命題1. p を素数とする。関数 f:(\mathbb{F}_{p})^{n}\rightarrow \mathbb{F}_{p} の各々について、各変数に関して p-1 次以下であ

る何らかの多項式  $\varphi$ をとると、  f(\mathrm{a}_{1}, \ldots, a_{n})= $\varphi$(a_{1}, \ldots, a_{n}) がすべての a_{1} ,
. . .

, a_{n}\in \mathbb{F}_{p} で成り

立つ。さらに、そのような多項式  $\varphi$ はただ一つに定まる。

以下ではこのような  $\varphi$ を関数  f の多項式表示と呼ぶ。多項式表示の存在を示すよくある方法と
して、 a= (al, . . .

, a_{n} ) \in(\mathbb{F}_{p})^{n} について多項式 $\varphi$_{a}(x)= 垣in=1(1-(x_{i-}a_{i})^{p-1}) を定義すると、
Fermat の小定理により各変数について 1-(x_{i}-a_{i})^{p-1} は x_{i}=ai のとき 1 、 xi\neq a_{i} のとき 0 を

値にとるから、 $\varphi$_{a}(x) はKronecker のデルタ $\delta$_{x,a} の多項式表示を与えている。すると、一般の関

数 f の多項式表示は  $\varphi$(x)=\displaystyle \sum_{a\in(\mathbb{F}_{p})^{n}}f(a)$\varphi$_{a}(x) で得られる。(なお、多項式表示の一意性につい

ては、1変数多項式の剰余定理を各変数に再帰的に適用することで、零関数 f\equiv 0 の(次数の条件

を満たす) 多項式表示が零多項式に限られることが示され、このことから一般の関数についての

性質も直ちに得られる。)

上記の標準的議論で得られる多項式表示はデルタ関数 $\delta$_{x,a} の多項式表示 $\varphi$_{a} の一次結合として構

成されているが、 $\varphi$_{a} の展開式自体が多くの項を持つことから、その一次結合をとる際に多くの係

数の打ち消し合いが発生していると考えられる。この観点では、上記の一般的な多項式表示は冗
長性を持っており、係数の打ち消し合い後の多項式が具体的にどのような形をしているかはまた

別の問題である。本研究では、非負整数を p 進法で表した際の掛け算における繰り上がり関数を

対象に、その具体的な多項式表示について調べた。なお、整数の p 進法表示の各桁の数字も掛け

算の繰り上がりの値も、本来は 0 以上 p-1 以下の整数なのであるが、以下ではそれらを \mathbb{F}_{p} の元

と自然に同一視することで、繰り上がり関数を \mathbb{F}_{p} 上の関数とみている (後述)。
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こうした関数の多項式表示の問題は、純粋に数学的な興味だけでなく、以下のように暗号理論
の分野との関連性も存在する。近年の暗号分野で盛んに研究されている 「完全準同型暗号」 とい

う特殊な暗号化技術においては、有限体 \mathbb{F}_{p} を暗号化前のデータ (「平文」 と呼ばれる) の集合と

し、暗号文どうしにある特別な操作を施すことで、対応する平文どうしの和や積を計算することが
可能である。標語的に述べるならば、平文 m\in \mathbb{F}_{p} の暗号文を \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{c}(m) で表すとき (Enc は暗号化

encryption の略)、暗号文に対するある演算田,図について、Enc (m_{1}) 田 \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{c}(m_{2})=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{c}(m_{1}+m_{2})
および Enc(ml) X Enc(m2) =\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{c}(m_{1}m_{2}) が成り立つ。2009年に提示された最初の方式 [2] では

P = 2、つまり平文はビット 0 または1のみであったが、現在はより一般の素数 p を法とする平文

を扱える方式も知られており、著者らによる方式 [6] はその一例である。さて、上記のように平文

の和と積に対応する暗号文の演算が得られていると、その組合せにより平文の多項式関数を暗号
化のまま計算することが可能となる。命題1を踏まえると、これは平文に対する任意の関数を暗
号化のまま (少なくとも原理的には) 計算できることを意味する。このように、完全準同型暗号
を用いて平文の関数を暗号化状態で計算しようとする場合、まずはその関数の多項式表示を特定
する必要があるため、本稿で扱う関数の多項式表示の研究が応用上も意味を帯びてくる。

なお、本研究で特に掛け算の繰り上がり関数の多項式表示を調べた理由として、まず、掛け算で
はなく (二つに限らずより多くの数の) 足し算の繰り上がり関数の多項式表示については、 p=2
の場合には基本対称多項式により与えられることが知られていた (初出は未確認であるが、少な
くとも2000年の Boyar らの論文 [1] にて述べられている)。我々の研究ではまず、この足し算の繰
り上がり関数についての結果を一般の素数 P の場合へと拡張した (本稿では割愛する。詳細はプ
レプリント [4] を参照されたい)。そして、足し算ができたのだから次は掛け算だろう、というご
く健全な (?) 動機で掛け算の繰り上がり関数について調べた、という経緯である。

2 記号など

本稿では p は素数を表す。整数を p で割った余りをとる写像 \mathbb{Z}\rightarrow \mathbb{F}_{p\text{、}}a\mapsto a\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p、は

\{0, 1, . . . ,p-1\}\subset \mathbb{Z} に制限すると全単射になる。その逆写像による X\in \mathbb{F}_{p} の像を xz で表す。紛
らわしくないときは単に x と書いてしまうときもある。また、整数 N\geq 2 と、分母が N と互いに

素である a= $\alpha$/ $\beta$\in \mathbb{Q}( $\alpha$,  $\beta$\in \mathbb{Z}) について、 a を自然に \mathbb{Z}/N\mathbb{Z} の元とみなしたものを

a^{\langle N\rangle} :=( $\alpha$ \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)\cdot( $\beta$ \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)^{-1}\in \mathbb{Z}/N\mathbb{Z}

で表す ( ( $\beta$ \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)^{-1} は \mathbb{Z}/N\mathbb{Z} における逆元である)。紛らわしくないときは単に a と書いてし
まうこともある。 a の表示が既約分数でなくても同じ元を定めることに念のため注意されたい。そ
の他、本稿では整数 N を法とする合同関係を x\equiv y(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N) などの代わりに x\equiv Ny と表す。

3 主結果

p 進法で1桁の数二つを掛け算したときに繰り上がりがどうなるかを考える。 p 進法で1桁の数
は 0

, 1, . . .

, p-1 のいずれかであり、それらは前述の記号を用いると a_{\mathbb{Z}}(a\in \mathbb{F}_{p}) のように表せ

る。同様に、掛け算の繰り上がりの値も 0 から p-1 まで (実際には p-2 まで) なので、やはり

\mathbb{F}_{p} の元によって表せる。このようにしてできる2変数関数 (\mathbb{F}_{p})^{2}\rightarrow \mathbb{F}_{p} を $\psi$_{1} と書く。前述の記号
を用いると、 x, y\in \mathbb{F}_{p} について

x_{\mathbb{Z}}\cdot y_{\mathbb{Z}}=$\psi$_{1}(x, y)_{\mathbb{Z}}\cdot p+(xy)_{\mathbb{Z}}
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である。なお、2進法のときは 1\cdot 1=1 であるから、1桁の数を掛け算している分には繰り上がり

は生じない。そこで、以下では p>2 と仮定する。

また、上記の一般化として、より多くの数を掛け算したときに下から i 桁目 (最下位桁を 0 桁目

と数える) への繰り上がり値を与える関数を $\psi$_{i} で表す。つまり、 x_{1} ,
. . .

, x_{n}\in \mathbb{F}_{p} について

(x_{1})_{\mathbb{Z}}(x_{2})_{\mathbb{Z}}\cdots(x_{n})_{\mathbb{Z}}=$\psi$_{0}(x_{1}, \ldots, x_{n})_{\mathbb{Z}}+$\psi$_{1}(x_{1}, \ldots, x_{n})_{\mathrm{Z}}\cdot p+$\psi$_{2}(x_{1}, \ldots, x_{n})_{\mathbb{Z}}\cdot p^{2}+\cdots

である。定義より直ちに $\psi$_{0}(x_{1}, \ldots, x_{n})=x1 x_{n} ( \mathbb{F}_{p} の元としての積) であることに注意され

たい。なお、折角上位桁にまで一般化したものの、本稿で扱うのは $\psi$_{1} のみである。 i\geq 2 につい

ての砺がどのように多項式表示されるかは今後の研究課題である。
関数 $\psi$_{1} の多項式表示について、筆者らのプレプリント[4] では下記の結果を与えている。

定理2. p>2 を素数とする。このとき、下記の多項式

 $\Psi$(t)=\displaystyle \sum_{j=1}^{p-2}\prime(\frac{B_{p-1-j}}{p-1-j})^{\langle p\rangle}t^{j}\in \mathbb{F}_{p}[t]
を用いると、整数 n\geq 1 とxu. . .

, x_{n}\in \mathbb{F}_{p} について

$\psi$_{1}(x_{1}, \displaystyle \ldots, x_{n})=x_{1} x_{n}( $\Psi$(x_{1}\cdots x_{n})-\sum_{j=1}^{n} $\Psi$(x_{j})+(n-1) $\Psi$(1)) (1)

が成り立つ。ここでBk はBernoulli 数である。(どうやら Bernoulli 数の定義には二通りの流儀が

あるらしいのであるが、ここでは符号が B_{1}=-1/2 となる方を採用している。母関数による定義
としては t/(e^{t}-1)=\displaystyle \sum_{k\geq 0}B_{k}t^{k}/k! である。)

掛け算の繰り上がりといった素朴な対象の表示にBernoulli数が現れるのは興味深い現象では

ないだろうか。[4] では定理の証明として、(Bernoulli 数についての事実をいくつか使う以外は)
掛け算の結合法則に基づく初等的な方針と、群のコホモロジーを用いる代数的な方針1の二つを述

べている。本稿では後者の道筋で上記定理の証明を紹介する。(なお、プレプリント[4] の公表時

点では知らなかったことなのだが、実は上記の結果は論文 [8] (特にTheorem9.1(a) とTheorem

11.2) において既に述べられていたのであった 2_{\mathrm{o}} このことは本研究集会での発表後の休み時間に

宗政昭弘先生より教えていただいた。ちなみに論文 [8] における証明の方針は上記二つの方針とも

異なり、繰り上がり関数と Witt ベクトルとの関連性を手掛かりとするものである。)

証明の紹介の前に定理2についていくつか補足する。そのために以下の事実を用いる (例えば

[3] のChapter 15を参照されたい)。

定理3 (von Staudt‐Clausen). k>0 が偶数のとき、 B_{k}+\displaystyle \sum_{q;} prime, q-1|k1/q\in \mathbb{Z} が成り立つ。

この定理と、3以上の奇数 k について Bk=0 という事実から、  $\Psi$ の定義の係数に現れる有理

数の分母は  P と互いに素であり、  $\Psi$ は確かに \mathbb{F}_{p} 上の多項式となる。また、  $\Psi$(t) は (p-1)/2 個

の(係数が 0 でない) 単項式からなり、したがって $\psi$_{1}(x_{1}, . . . , x_{n}) は (p-1)(n+1)/2 個あるいは

(p-1)(n+1)/2+1 個の単項式からなる (最後の1個の有無は @—1)  $\Psi$ (1) が  0 かどうかに依存

する)。一般の n 変数関数の (各変数について次数が最小な) 多項式表示が最大で p^{n} 個の単項式

1この方針は山下剛氏の示唆に基づいている。
2論文 [8] では n=2 の場合しか述べられていないため、一見すると今回の結果の方が強いようにも見えるが、実際

には一般の n についての結果は n=2 での結果より簡単に導かれる。詳しくは[4] を参照されたい。
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を持つことを鑑みると、 $\psi$_{1} は大幅に疎な多項式表示を持っているといえよう。さらに、上述の残
りの項 (n-1) $\Psi$(1) については、

 $\Psi$(1)=(\displaystyle \frac{(p-1)!+1}{p})^{\langle p\rangle}=(B_{p-1}+\frac{1}{p}-1)^{\langle p)}
が成り立つ ([4] あるいは [8])。ここで (p-1)!+1\equiv_{p}0 であり(Wilsonの定理)、また前述の von

Staudt‐Clausen の定理により B_{p-1}+1/P\in \mathbb{Q} の分母は P と互いに素であるから、上の式の各項は

確かに意味を持つ。Wp :=((p-1)!+1)/p\in \mathbb{Z} はWilson 商と呼ばれており、[7] の項目 A002068

によると、 w_{p}\equiv_{p}0 (したがって  $\Psi$(1)=0) となる素数 p は現時点で5と13と563の三つしか知
られていないようである。

4 群のコホモロジー

この節では群のコホモロジーについての予備知識をまとめる。 G を群 (演算を乗法で書く)、 A

を G が左から作用する可換群 (演算を加法で書く) とするとき、 A に係数を持つ G の整数係数コ

ホモロジー群は

H^{n}(G;A)=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathbb{Z}[G]}^{n}(\mathbb{Z}, A)
で定義される。ここで A は G の作用により自然に左 \mathbb{Z}[G] ‐加群の構造を持ち、また \mathbb{Z} も G の自明

な作用を通じて左 \mathbb{Z}[G]‐加群とみなしている。

H^{n}(G;A) の計算に用いる \mathbb{Z} の具体的な射影分解の構成法の一つとして以下のものが知られてい
る。各 k\geq 0 について、 P_{k}:=\mathbb{Z}[G^{k+1}] とし、対角的な埋め込み G\mapsto G^{k+1} を通して P_{k} への G の左

作用を得る。つまり、(go, gl, . . .

, gk ) \in 耳と  h\in G について h .(go, gl, . . .

, gk ) = (hgo, hgl, . . .

, hgk)
である。このとき、

\{g_{1}|g_{2}|\cdots|g_{k}\rangle:=(1, g_{1}, g_{1}g_{2}, \ldots, g_{1}g_{2}\cdots g_{k})(g_{1}, \ldots, g_{k}\in G)

という形の元全体は環の左 \mathbb{Z}[G] ‐加群としての基底をなす。また、 \mathbb{Z}‐加群としての準同型写像

d_{k-1}:P_{k}\rightarrow P_{k-1} を d_{k-1}( (go, \ldots, gk))=\displaystyle \sum_{i=0}^{k}(-1)^{i} (go, \ldots, g_{i-1}, g_{i+1}, \ldots

, gk) で定義する。ここ
で  d_{-1} の定義においては P_{-1}:=\mathbb{Z}[G^{0}]=\mathbb{Z}[\{1\}]\simeq \mathbb{Z} としており、 d_{-1}(\displaystyle \sum_{g}c_{g}g)=\sum_{g}c_{g} が成り立

つことを注意しておく。このように定義した d_{k} たちは G の作用と可換で \mathbb{Z}[G] ‐加群の準同型写像

になり、また系列 ‐3d易卑 P_{1^{-}}^{d}SP_{0\rightarrow \mathbb{Z}}^{d_{-1}}\rightarrow 0 は完全であることが示される。こうして \mathbb{Z}[G]-
加群としての \mathbb{Z} の射影分解が得られたので、対応する複体

 0\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Z}[G]}(P_{0}, A)\rightarrow\partial^{0}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}[G]}(P_{1}, A)\rightarrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Z}[G]}\partial^{1}(P_{2}, A)\rightarrow\partial^{2}\ldots
によって  H^{n}(G;A)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial^{n})/{\rm Im}(\partial^{n-1}) と計算できる。なお、 f\in \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{n}1_{\mathbb{Z}[G]}}(P_{n}, A) と P_{n+1} の基

底の元 \{g_{1}|\cdots|g_{n+1}) について、

d_{n}(\{g_{1}|\cdots|g_{n+1}\rangle)=d_{n}((1, g_{1}, g_{1}g_{2}, \ldots, g_{1}g_{2}\cdots g_{n+1}))

= (g_{1} , g_{1}g2, . . . , g_{1}g_{2}\displaystyle \cdots g_{n+1})+\sum_{j=1}^{n+1}(-1)^{j} ( 1
, gl, . . .

, g_{1}\overline{\cdots g}_{\dot{}}, \ldots

,  g_{1}\cdots g_{n+1} )

=g_{1}
. (1, g2, . . . g_{2}\displaystyle \cdots g_{n+1})+\sum_{j=1}^{n}(-1)^{j}\langle g_{1}|\cdots|g_{j-1}|g_{\dot{j}}g_{j+1}|g_{j+2}|\cdots|g_{n+1}\rangle+(-1)^{n+1}\{g_{1}|\cdots|g_{n}\}

=g_{1}\displaystyle \cdot\langle g_{2}|\cdots|g_{n+1}\rangle+\sum_{j=1}^{n}(-1)^{j}\{g_{1}|\cdots|g_{j-1}|g_{j}g_{\mathrm{j}+1}|g_{\dot{j}}+2|\cdots|g_{n+1}\}+(-1)^{n+1}\{g_{1}|\cdots|g_{n}\rangle
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であることから

\partial^{n}(f)(\{g_{1}|\cdots|g_{n+1}\})=f(d_{n}(\{g_{1}|\cdots|g_{n+1})))

=g_{1}\displaystyle \cdot f(\{g_{2}|\cdots|g_{n+1}))+\sum_{j=1}^{n}(-1)^{j}f(\{g_{1}|\cdots|g_{j-1}|g_{j}g_{j+1}|g_{j+2}|\cdots|g_{n+1}\rangle)+(-1)^{n+1}f(\{g_{1}|\cdots|g_{n}\})
となる。今、 P_{n} の基底の元 \langle g_{1}|\cdots|g_{n} ) を (g_{1}, . . . , g_{n})\in G^{n} と同一視することで、 f\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Z}[G]}(P_{n}, A)
も f:G^{n}\rightarrow A と自然に同一視されるが、このとき写像 \partial^{n}(f):G^{n+1}\rightarrow A は

\partial^{n}(f)(g_{1}, \ldots, g_{n+1})

=g_{1}\displaystyle \cdot f(g2, . . . , g_{n+1})+\sum_{j=1}^{n}(-1)^{j}f (gl, . . .

, g_{j-1} , g_{j}g_{j+1} , g_{j+2}, \ldots

,  g_{n+1} ) +(-1)^{n+1}f (gl, . . .

, g_{n} )

で与えられる。

次に、 G を群、 A を可換群とし、 0\rightarrow A\rightarrow $\iota$ W\rightarrow $\pi$ G\rightarrow 1 を群の完全列とする (W の演算は乗

法で書く) と、  $\iota$( $\pi$(x)\cdot a) :=x $\iota$(a)x^{-1}(x\in W 、 a\in A) により G の A への作用が矛盾なく定義

される。また、 G\ni g\mapsto\overline{g}\in W を(必ずしも分裂しない) セクションとすると、 x, y\in G のとき

\overline{x}\cdot\overline{y}\cdot\overline{xy}^{-1}\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\pi$)={\rm Im}( $\iota$) が成り立つので、写像 f:G^{2}\rightarrow A が  $\iota$(f(x, \mathrm{y})) :=\overline{x}\cdot\overline{y}\cdot\overline{xy}^{-1} によ

り定義される。この写像は前述の複体における2‐cocycleになることが知られており、したがって
H^{2}(G;A) の元を定める。(主に著者自身の) 確認のため証明も記しておく。

補題4. 上記の写像 f:G^{2}\rightarrow A は \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\partial^{2}) に属する。

証明. A の可換性を用いて項を入れ替えると、 x, y, z\in G について

\partial^{2}(f)(x, y, z)=f(x, yz)-f(xy, z)-f(x, y)+x\cdot f(y, z)

が成り立つ。よって

 $\iota$(\partial^{2}(f)(x, y, z))=(\overline{xyzxyz}^{-1})(\overline{xy}\overline{zxyz}^{-1})^{-1}(\overline{x}\overline{yxy}^{-1})^{-1}(\overline{xyzyz}^{-1}\overline{x}^{-1})
=(\overline{xyzxyz}^{-1})(\overline{xyzz}^{-1}\overline{xy}^{-1})(\overline{xy}\overline{y}^{-1}\overline{x}^{-1})(\overline{xyzyz}^{-1}\overline{x}^{-1})=1

すなわち \partial^{2}(f)(x, y, z)=0 である。 \square 

以下、上記の完全列が分裂する場合を考え、 G\ni x\mapsto[x]\in W を対応するセクションとする。

すなわち W= $\iota$(A)\rangle\triangleleft[G] である。ここで、 () ももセクションなので、各 x\in G について

\overline{x}[x]^{-1}\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}( $\pi$)= $\iota$(A) であり、 \overline{x}= $\iota$( $\eta$(x))[x] によって写像  $\eta$:G\rightarrow A が定まる。このとき以下

が成り立つ。

補題5. 上記の状況において f=\partial^{1}( $\eta$) が成り立つ。

証明. A の可換性により項を入れ替えると、 x, y\in G について \partial^{1}( $\eta$)(x, y)= $\eta$(x)+x\cdot $\eta$(y)- $\eta$(xy)
が成り立つ。よって

 $\iota$(\partial^{1}( $\eta$)(x, y))= $\iota$( $\eta$(x))\cdot([x] $\iota$( $\eta$(y))[x]^{-1})\cdot $\iota$( $\eta$(xy))^{-1}=\overline{x}\cdot\overline{y}[y]^{-1}\cdot[x]^{-1}\cdot[xy]\overline{xy}^{-1}

となる。定義より [xy]=[x][y] であるから、上式の右辺は \overline{x}\overline{yxy}^{-1}= $\iota$(f(x, y)) に等しい。 \square 
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5 主結果の証明 (前半)

以下、定理2の証明を述べる。まず、 $\psi$_{1} の定義より

(x_{1})_{\mathbb{Z}}\cdots(x_{n-1})_{\mathbb{Z}}\equiv_{p^{2}}(x_{1}\cdots x_{n-1})_{\mathbb{Z}}+$\psi$_{1}(x_{1}, \ldots, x_{n-1})_{\mathbb{Z}}\cdot p

であるから、

((x_{1})_{\mathbb{Z}}\cdots(x_{n-1})_{\mathbb{Z}})(x_{n})_{\mathbb{Z}}
\equiv_{p^{2}} ((x_{1}\cdots x_{n})_{\mathbb{Z}}+$\psi$_{1}(x_{1}. . . x_{n-1}, x_{n})_{\mathbb{Z}}\cdot p)+($\psi$_{1}(x_{1}, \ldots, x_{n-1})x_{n})_{\mathbb{Z}}\cdot p (2)

= (x_{1} x_{n})\mathrm{z}+($\psi$_{1} (x_{1} x_{n-1}, x_{n})\mathrm{z}+($\psi$_{1}(x_{1}, \ldots, x_{n-1})x_{n})_{\mathbb{Z}})\cdot p

よって

$\psi$_{1}(x_{1}, \ldots, x_{n})=$\psi$_{1}(x_{1}\ldots x_{n-1}, x_{n})+$\psi$_{1}(x_{1)}\ldots, x_{n-1})x_{n}

が成り立つ。この漸化式を用いると、 n\geq 3 についての定理の主張を n=2 の場合に帰着できる。

そこで以下では n=2 のときを考える。

(変数の名前を置き換えて) 上の議論より

$\psi$_{1}(x, y, z)=$\psi$_{1}(xy, z)+$\psi$_{1}(x, y)z

が成り立つ。一方、(2) 式で (x_{\mathrm{Z}}y_{\mathbb{Z}})z_{\mathrm{Z}} の代わりに x_{\mathbb{Z}}(y_{\mathbb{Z}}z_{\mathrm{Z}}) を考えることで、

$\psi$_{1}(x, y, z)=$\psi$_{1}(x, yz)+x$\psi$_{1}(y, z)

が得られる。よpって

$\psi$_{1}(xy, z)+$\psi$_{1}(x, y)z=$\psi$_{1}(x, yz)+x$\psi$_{1}(y, z) (3)

となる。この関係式の両辺における各単項式の係数を比較して $\psi$_{1} の形を絞り込むのが [4] におけ

る元々の方針であるが、ここでは群のコホモロジーを経由する方針を紹介する。群の完全列

1\rightarrow 1+p\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z}\mapsto(\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z})^{\times}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p\rightarrow \mathbb{F}_{p^{\mathrm{X}}}\rightarrow 1

と群の同型 1+p\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z}\simeq \mathbb{F}_{p^{\text{、}}}a\mapsto(a-1)/p を合わせると、完全列

0\rightarrow \mathbb{F}_{p}\rightarrow^{\mathrm{L}}(\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z})^{\times}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p\rightarrow \mathbb{F}_{p^{\times}}\rightarrow 1

が得られる。すると4節の議論により \mathbb{F}_{p}^{\times} の \mathbb{F}_{p} への作用が定まるが、 (\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z})^{\times} が可換群であること

からそれは自明な作用であることを注意する。また、セクション () : \mathbb{F}_{p}^{\times}\rightarrow(\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z})_{\backslash }^{\times}x\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p\mapsto
 x\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{2} から得られる2‐cocycleを f:(\mathbb{F}_{p}^{\times})^{2}\rightarrow \mathbb{F}_{p} で表すと、 f(x, y)=(\overline{xyxy}^{-1}-1)/P である。

ここで \overline{xy}=(xy)_{\mathbb{Z}}+$\psi$_{1}(x, y)_{\mathbb{Z}P}\equiv_{p^{2}}\overline{xy}+$\psi$_{1}(x, y)_{\mathbb{Z}P} であるから、 x, y\in \mathbb{F}_{p}^{\times} について

f(x, y)=\displaystyle \frac{$\psi$_{1}(x,y)_{\mathbb{Z}}}{\overline{xy}}\equiv_{p}\frac{$\psi$_{1}(x,y)}{xy}
である。この f が2‐cocycleであるという条件を書き下すと、 \mathbb{F}_{p}^{\times} の作用が自明なので

\displaystyle \frac{$\psi$_{1}(y,z)}{yz}-\frac{$\psi$_{1}(xy,z)}{xyz}+\frac{$\psi$_{1}(x,yz)}{xyz}-\frac{$\psi$_{1}(x,y)}{xy}=0
となり、これは条件 (3) と等価である。
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次に、Fermat の小定理により \mathbb{F}_{p^{\mathrm{X}}}\ni x\mapsto[x]:=(\overline{x})^{p}\in(\mathbb{Z}/p^{2}\mathbb{Z})^{\times} は上記の完全列のセクション

である。また \overline{xy}\equiv_{p^{2}}\overline{xy}+$\psi$_{1}(x, y)\mathrm{z}\cdot p と二項定理より (\overline{x}\overline{y})^{p}\equiv_{p^{2}}(\overline{xy})^{p} であり、 [] は準同型とな

る。こうして上記の完全列は分裂する。すると補題5により、ある \overline{ $\Psi$}:\mathbb{F}_{p^{\times}}\rightarrow \mathbb{F}_{p} を用いて

\displaystyle \frac{$\psi$_{1}(x,y)}{xy}=f(x, y)=\partial^{1}(\overline{ $\Psi$})(x, y)=\overline{ $\Psi$}(y)-\overline{ $\Psi$}(xy)+\overline{ $\Psi$}(x)
すなわち x, y\in \mathbb{F}_{p^{\times}} について

$\psi$_{1}(x_{\backslash ,\prime}y)=xy(-\overline{ $\Psi$}(xy)+\overline{ $\Psi$}(x)+\overline{ $\Psi$}(y)) (4)

と表せる。ここで |\mathbb{F}_{p^{\times}}|=p-1 より、 \overline{ $\Psi$} は高々p-2 次の多項式で定まる関数 \mathbb{F}_{p}\rightarrow \mathbb{F}_{p} へと一意に

拡張される。このように定義域を拡張しても (4) 式は引き続き成り立つ ($\psi$_{1}(0, y)=$\psi$_{1}(x, 0)=0
なので)。(4) 式と $\psi$_{1}(1, 1)=0 より \overline{ $\Psi$}(1)=0 であることに注意されたい。  $\Psi$(x):=\overline{ $\Psi$}(0)-\overline{ $\Psi$}(x)
と定義すれば  $\Psi$ も高々  p-2 次の多項式で、  $\Psi$(0)=0 、  $\Psi$(1)=\overline{ $\Psi$}(0) 、 \overline{ $\Psi$}(x)= $\Psi$(1)- $\Psi$(x) とな

り、これらを (4) 式に代入することで定理2の表示 (1) が得られる。

なお、4節の議論により、上記の写像  $\Psi$ は \overline{ $\Psi$}(x)\equiv_{p}(\overline{x}[x]^{-1}-1)/p(x\in \mathbb{F}_{p^{\times}}) により定まる。

すると

x\displaystyle \overline{ $\Psi$}(x)\equiv_{p}[x](\frac{\overline{x}[x]^{-1}-1}{p})^{\langle p)}=(\frac{\overline{x}-[x]}{p})^{\langle p\rangle}=-x\cdot q_{p}(x_{\mathbb{Z}})^{\langle p)}
したがって \overline{ $\Psi$}(x)=-q_{p}(x\mathrm{z})^{\langle p\rangle} が成り立つ。ここで q_{p}(a) :=(a^{p-1}-1)/p であり、Fermat 商と呼

ばれている。このFermat 商と Wilson 商Wp の間には以下の関係が知られている [5] :

\displaystyle \sum_{a=1}^{p-1}q_{p}(a)\equiv_{p}w_{p}
この関係式と、 1\leq j\leq p-2 について \displaystyle \sum_{x\in \mathrm{F}_{\mathrm{p}^{\times}}} が =0 という事実から、

w_{p}\displaystyle \equiv_{p}-\sum_{x\in \mathbb{F}_{\mathrm{p}^{\times}}}\overline{ $\Psi$}(x)\equiv_{p}-(p-1)\overline{ $\Psi$}(0)\equiv_{p}\overline{ $\Psi$}(0)= $\Psi$(1)
が得られる。

6 主結果の証明 (後半)

最後に、定理2にある  $\Psi$ の表示の証明を述べる。なお、前述の通り  $\Psi$ がFermat 商や Wilson

商を用いて表されたのであるからそれらの数の性質を用いた証明も存在してしかるべきであるが、
ここでは [4] と同じく関数  $\psi$_{1} の定義に立ち戻った証明の方針を採る。

前節で示した通り、多項式  $\Psi$(t) は高々p-2 次であり  $\Psi$(0)=0 であるので、それを  $\Psi$(t)=
\displaystyle \sum_{j=1}^{p-2}$\beta$_{j}t^{j} と表しておく。また、 \mathbb{F}_{p^{\times}} の生成元  $\xi$ を一つ選んでおく。すると、各  1\leq i\leq p-2 に

ついて、 $\psi$_{1}(x,  $\xi$)= $\xi$ x( $\Psi$( $\xi$ x)- $\Psi$(x)- $\Psi$( $\xi$)+ $\Psi$(1)) における x^{i+1} の係数は $\beta$_{i} $\xi$($\xi$^{i}-1) と表せ

る。他方、各整数 0\leq k\leq $\xi$ \mathrm{z}-1 について、 $\psi$_{1} の定義より x\in \mathbb{F}_{p} が $\psi$_{1}(x,  $\xi$)=k を満たすのは

\lceil kp/ $\xi$ \mathrm{z}\rceil\leq x_{\mathbb{Z}}\leq\lceil(k+1)p/ $\xi$ \mathrm{z}\rceil-1 のときである。このことから、

$\psi$_{1}(x,  $\xi$)=\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}-1}}\sum_{z=\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil}^{\lceil(k+1)p/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}k\cdot$\delta$_{x,z}=\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathbb{Z}-1}}\sum_{z=\lceil kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil}^{\lceil(k+1)p/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}k\cdot(1-(x-z)^{p-1})
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と表せる。右辺における x^{i+1} の係数を計算すると

-\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{ $\Psi$.-1}}\sum_{z=\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil}^{\lceil(k+1)p/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}k\left(\begin{array}{l}
p-1\\
i+\mathrm{l}
\end{array}\right)(-z)^{p-i-2}\equiv_{p}-\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}-1}}\sum_{z=\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil}^{\lceil(k+1)p/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}kz^{p-i-2}
となる。ここで関係式 (_{i+1}^{p-1})\equiv_{p}(-1)^{i+1} と (-1)^{p-1}=1 を用いた。さらに、右辺について

-\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathbb{Z}-1}}\sum_{z=\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil}^{\lceil(k+1)p/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}kz^{p-i-2}=-\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathbb{Z}-1}}k(\sum_{z=1}^{\lceil(k+1)p/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil-1}z^{p-i-2}-\sum_{z=1}^{\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}z^{p-i-2})
=-( $\xi$-1)\displaystyle \sum_{z=1}^{p-1}z^{p-i-2}+\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}}-1}\sum_{z=1}^{\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}z^{p-i-2}
\displaystyle \equiv_{p}( $\xi$-1)$\delta$_{i_{:}p-2}+\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathbb{Z}-1}}\sum_{z=1}^{\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}z^{p-i-2}

と変形できる。したがって

$\beta$_{i} $\xi$($\xi$^{i}-1)\displaystyle \equiv_{p}( $\xi$-1)$\delta$_{i,p-2}+\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}}-1}\sum_{z=1}^{\lceil kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil-1}z^{p-i-2} (5)

が成り立つ。

ここからは、以下のように定義される Bernoulli 多項式

B_{m}(x)=\displaystyle \sum_{s=0}^{m}\left(\begin{array}{l}
m\\
s
\end{array}\right)B_{m-s^{X^{s}}} (6)

の性質を用いる。ここで B_{rn}(0)=B_{m} である。また、二項係数の定義と von Staudt‐Clausen の

定理により、 0\leq m\leq p-2 の範囲では B_{m}(x) を \mathbb{F}_{p} 上の多項式とみなせることに注意されたい。
このBernoulli 多項式に関する事実として、整数 m, N\geq 0 について

\displaystyle \sum_{k=1}^{N}k^{m}=\frac{1}{m+1}(B_{nx+1}(N+1)-B_{m+1}(1)) (7)

が成り立つ (例えば [3] のChapter 15を参照されたい) 3_{\mathrm{O}} すると、(5) 式の右辺について

( $\xi$-1)$\delta$_{i,p-2}+\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathbb{Z}-1}}\sum_{z=1}^{\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil-1}z^{p-i-2}
=( $\xi$-1)$\delta$_{i_{:}p-2}+\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathbb{Z}-1}}\frac{1}{p-i-1}(B_{p-i-1}(\lceil kp/$\xi$_{\mathrm{Z}}\rceil)-B_{p-i-1}(1))
=( $\xi$-1)$\delta$_{i,p-2}+\displaystyle \frac{1}{p-i-1}(\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}}-1}B_{p-i-1}(\lceil kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil)-( $\xi$-1)B_{p-i-1}(1))

となる。ここで各 1\leq k\leq $\xi$ \mathrm{z}-1 について $\delta$_{k}:=kp\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}  $\xi$ \mathrm{z} と定めると、  $\xi$ \mathrm{z} と p が互いに素である
ことから $\delta$_{1} は巡回群 \mathbb{Z} /  $\xi$ \mathbb{Z}\mathbb{Z} の生成元となる。このことから、 $\delta$_{1} ,

. . .

, $\delta$_{ $\xi$ \mathrm{z}-1} は1から $\xi$_{\mathbb{Z}-1} までの値
3 プレプリント [4] で用いた関係式を類似した別の式に変更したことで以下の議論の場合分けが不要になった。この

改良は金子昌信先生の示唆に基づいている。
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をちょうど一度ずつとることがわかる。さらに、 $\delta$_{k} の定義より \lceil kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil=kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}+($\xi$_{\mathbb{Z}}-$\delta$_{k})/$\xi$_{\mathbb{Z}} と

表せて、 $\xi$_{\mathbb{Z}}-$\delta$_{k} たちも1から $\xi$_{\mathbb{Z}}-1 までの値をちょうど一度ずつとる。上の表示より \lceil kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil^{\langle p)}=
(( $\xi$ \mathrm{z}-$\delta$_{k})/$\xi$_{\mathbb{Z}})^{\langle p\rangle} が成り立つので、

(\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}-1}}B_{p-i-1}(\lceil kp/$\xi$_{\mathbb{Z}}\rceil))^{\langle p\rangle}=(\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}}-1}B_{p-i-1}(\frac{$\xi$_{\mathbb{Z}}-$\delta$_{k}}{$\xi$_{\mathbb{Z}}}))^{\langle p\rangle}=(\sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}}-1}.B_{p-i-1}(\frac{k}{$\xi$_{\mathbb{Z}}}))^{\langle p)}
となる。さらに以下の事実を用いる (例えば [3] のChapter 15を参照されたい)。

定理6. 整数 m\geq 1 と n\geq 0 について、

B_{n}(mx)=m^{n-1}\displaystyle \sum_{k=0}^{m-1}B_{n}(x+\frac{k}{m})
が成り立つ。

この関係式を用いると、($\xi$^{p-1}\equiv_{p}1 なので)

(\displaystyle \sum_{k=1}^{$\xi$_{\mathrm{Z}}-1}B_{p-i-1}(\frac{k}{$\xi$_{\mathbb{Z}}}))^{\langle p\rangle}=(\frac{B_{p-1-i}(0)}{$\xi$_{\mathbb{Z}}^{p-i-2}}-B_{p-1-i}(0))^{\langle p\rangle}=($\xi$^{i+1}-1)(B_{p-1-i})^{\langle p)}
となる。以上より、(5) 式の右辺は \mathbb{F}_{p} において

( $\xi$-1)$\delta$_{i,p-2}+\displaystyle \frac{1}{p-1-i}(($\xi$^{i+1}-1)B_{p-1-i-}( $\xi$-1)B_{p-1-i}(1))
に等しい。ここで、整数 n\geq 1 について B_{n}(1)=(-1)^{$\delta$_{n,1}}B_{n} であることが知られているため、上

記の値はさらに

( $\xi$-1)$\delta$_{i,p-2}+\displaystyle \frac{1}{p-1-i}(($\xi$^{i+1}-1)B_{p-1-i-}(-1)^{$\delta$_{i,p-2}}( $\xi$-1)B_{p-1-i})
=( $\xi$-1)$\delta$_{i,p-2}+(($\xi$^{i+1}-1)-(-1)^{$\delta$_{i,p-2}}( $\xi$-1))\displaystyle \frac{B_{p-1-i}}{p-1-i}

に等しい。なお、 i=p-2 のとき、(B_{1}=-1/2 と $\xi$^{p-1}\equiv_{p}1 より) 右辺は

 $\xi$-1+($\xi$^{p-1}-1+ $\xi$-1)\displaystyle \frac{B_{1}}{1}=( $\xi$-1)(1+B_{1})=(1- $\xi$)B_{1}=($\xi$^{i+1}- $\xi$)\frac{B_{p-1-i}}{p-1-i}
と変形される。よって、(5) 式より 1\leq i\leq p-2 について

$\beta$_{i} $\xi$($\xi$^{i}-1)=($\xi$^{i+1}- $\xi$)(\displaystyle \frac{B_{p-1-i}}{p-1-i})^{\langle p\rangle}
となる。  $\xi$ は \mathbb{F}_{p}^{\times} の生成元であったから $\xi$^{i}-1\neq 0 であり、

$\beta$_{i}=(\displaystyle \frac{B_{p-1-i}}{p-1-i})^{\}p\rangle}
が得られる。以上で定理2が証明された。
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例7. p=3 のとき、 B_{1}\langle 3\rangle=(-1/2)^{\langle 3\rangle}=1 より  $\Psi$(t)=t であり、定理2より

$\psi$_{1}(x, y)=xy(xy-x-y+1)=xy(x-1)(y-1)

が得られる。この分解は、mod3で繰り上がりが生じるのは2掛ける2の場合のみであるという

事実を反映している。

また、いくつかの p について  $\Psi$(t) を具体的に計算すると、

\ovalbox{\tt\small REJECT}=6-t^{1}t^{8}-+26t^{2}1142 (p(p(p(p(p(p 19)5)17)7)13)11)
となる。さらに、これらの P について  $\Psi$(1)=0 となるのは p=5 および p=13 の場合のみであ

る(3節の最後の注意を参照されたい)。
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