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1 はじめに

アソシエーションスキームの隣接代数は任意の体上で定義できるが,主に標数  0 の体上

で考えられてきた.このとき,隣接代数は半単純である [1]. しかし,正標数の体上では半

単純とは限らず,これまであまり研究されこなかった.花木氏と吉川氏によってクラス 2

のアソシエーションスキームの正標数の体上での隣接代数 (モジュラー隣接代数) とその

標準加群 (モジュラー標準加群) の構造が考えられた [3]. それ以前にも隣接行列から得ら

れる行列を正標数の体上で階数を考える試みは成されてきていた [2, 5] が,先の両氏の論

文で初めて正標数の体上で階数を考えることとモジュラー標準加群の構造との関係性が明

らかになった.また,モジュラー標準加群の構造を考えることで強正則グラフのパラメー

ターよりも詳細な分類が得られることもわかった.つまり,これらの結果はアソシェー

ションスキームから得られるモジュラー標準加群の構造によって,そのアソシエーション
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スキームの組合せ論的な特徴付けが可能であることを示唆している.しかし,一般に,その

代数構造が複雑なため標準加群の構造を決定することは難しく,効果的な構造の決定方法

が必要である.本稿では,最も単純なアソシエーションスキームである完全グラフ (1 ク

ラスアソシエーションスキーム) のリース積のモジュラー隣接代数の構造と標準加群の直

既約直和分解を与える.残念ながら,この結果は,先に述べた組合せ論的な特徴付けには寄

与しないが,この標準加群に関する結果は,あるアソシエーションスキームの無限系列に

対して決定できた初めての例であり,この手法は他のアソシエーションスキームのモジュ

ラー標準加群の構造の決定に役立つと思われる.

2 モジュラー隣接代数と標準加群

X を n 個の元から成る有限集合, R_{i}(i=0, \ldots, d) を X 上の空でない二項関係とする.

各 R_{i} に対して,行と列を X によってインデックス付けされた n 次正方行列 A_{i} を次のよ

うに定める.

(A_{i})_{xy}=\left\{\begin{array}{ll}
1 & \mathrm{i}\mathrm{f} (x, y)\in R_{i},\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}.
\end{array}\right.
これを R_{i} の隣接行列とよぶ. S:=\{R_{i}\}_{0\leq i\leq d} として, (X, S) が対称なアソシエーショ

ンスキームであるとは次の4条件を満たすときとする.

(1) A_{0} は単位行列である,

(2) \displaystyle \sum_{i=0..d}A_{i}=J (」は全成分が1の n 次正方行列),

(3) 任意の i\in\{0, . . . , d\} に対してちAi =A_{i} (tA、は A_{i} の転置行列),

(4) 任意の f, g, h\in\{0, 1, . . . , d\} に対して,ある非負整数 p_{f,g}^{h} が存在して,

A_{f}A_{g}=\displaystyle \sum_{0\leq h\leq d}p_{f,g}^{h}A_{h}.
が成り立つ.

このとき,隣接行列の条件から,

\mathbb{Z}S:=\oplus_{i=0,\ldots,d}\mathbb{Z}A_{i}
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は \mathbb{Z} 多元環である.

そこで, R を乗法単位元を持つ任意の可換環とすると, \mathbb{Z} 上のテンソル積

RS:=R\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Z}S

を考えることができる.特に,この RS を R 多元環と考えるこができ, RS を R 上 (X, S)
の隣接代数とよぶ.ここでは,正標数 p の体 F 上の隣接代数をモジュラー隣接代数と

よぶ.

また, FX を X を基底とする F 線形空間とする. FS は Mat_{X}(F) の部分代数なので,
FX を右 FS 加群としてみることができる.この FX をモジュラー標準加群とよぶ.対

応する表現は

FS\rightarrow Mat_{X}(F) , (A_{i}\mapsto A_{i})

である.これを F 上 (X, S) の標準表現とよぶ.

3 完全グラフのリース積

本稿では完全グラフ (1 クラスアソシエーションスキーム) のリース積に対して FS と

FX の構造を決定する.

 $\lambda$= (q_{1}\prime, q2, . . , , q_{n}) , (qi\geq 2) として,qi 個の頂点を持つ完全グラフを K_{q_{i}} とする.

K_{q_{1}}1K_{q_{2}}?\cdots lK_{q_{n}} によって定義されるアソシエーションスキームを (X, S) で表す.

(X, S) の隣接行列は,次のように定義できる.まず,

A_{0}^{$\lambda$_{1}}=E_{q_{1}}, A_{1}^{$\lambda$_{1}}=J_{q_{1}}-E_{q_{1}}

とする.ただし, $\lambda$_{1} は  $\lambda$ の部分列で  $\lambda$_{1}=(q_{1}) とする.また,Eq を q 次の単位行列,Jq
を q 次の正方行列で全成分が1の行列とする.

隣接行列 \{A_{i}^{ $\lambda$}\}_{i=0}^{n} は,以下のように定義できる.

A_{i}^{ $\lambda$}=\left\{\begin{array}{ll}
A_{i}^{$\lambda$_{n-1}}\otimes E_{q_{n}}, & i=0, 1, \cdots, n-1,\\
J_{$\Pi$_{\mathrm{r}=1}^{n-1}q_{i}}\otimes(J_{q_{n}}-E_{q_{n}}) , & i=n,
\end{array}\right.
ただし, $\lambda$_{n-1} は,  $\lambda$ の部分列  $\lambda$_{n-1}= (q_{1}, q_{2}, \cdots , q_{n-1}) とする.

隣接行列 \{A_{i}^{ $\lambda$}\}_{$\iota$'=0}^{n} は,モジュラー隣接代数 FS の基底の一つであるが,ここで,次の

ように基底の変換を行う.

D_{i}^{ $\lambda$}=\displaystyle \sum_{t=0}^{i}A_{t}^{ $\lambda$}, i=0
,

. . .

,
n
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これは,次のようにも表すことができる.

D_{0}^{$\lambda$_{1}}=E_{q_{1}} D_{1}^{$\lambda$_{1}}=J_{q_{1}}

とすることで,

D_{i}^{ $\lambda$}=\left\{\begin{array}{l}
D_{i}^{$\lambda$_{n-1}}\otimes E_{q_{n}},\\
D_{n-1}^{$\lambda$_{n-1}}\otimes J_{q_{n}},
\end{array}\right.
i=0

, 1, \cdots, n-1,
i=n.

まず, FS の構週ごついて考える. FS を単純因子の直和に分解した時の因子の個数は,

1=\displaystyle \#\mathrm{I}\mathrm{B}\mathrm{r}(FS)=\#\{i\in\{0, 1, . . . , n\}|p\{\prod_{t=0}^{i}q_{t}\}
である.ただし, qo=1 とする.

もし, l が n+1 と一致するならば FS は半単純であり, n+1 個の F の直和と同型で

ある. l<n+1 として構造を考えると,次の定理が得られる.

Theorem 1. r=n-l+1 とする.

FS\cong F[x_{1}, \cdots, x_{r}]/(x_{i}x_{j}|1\leq i, j\leq r)\oplus^{\frac{l.-1}{F\oplus\cdot\cdot\oplus F}},
初めの因子が主ブロック [4] に対応している.

簡単に説明しておくと, FS は,完全グラフ K_{q_{1}} ,
. . .

, K_{q_{n}} から得られる行列のテンソル

積で与えられるので, FX も同様に

FX=FX^{(q_{1})}\otimes\cdots\otimes FX^{(q_{n})}

とかける.ただし, FX^{(q_{i})} は K_{q_{i}} のモジュラー標準加群とする.そこで,各 FX^{(q_{i})} につ

いて \{ej\}_{J^{=1}}^{q_{i}} を標準基底として,次のように基底の変換を行う.

\bullet  P| qiのとき,

v_{0}=e_{1}, v_{1}=\displaystyle \sum_{j=1}^{q_{i}}e_{j},
v_{k}=e_{k}-e_{1} (k=2,3, \cdots , q_{i}-1) .

\bullet  pf qiのとき,

w_{1}=\displaystyle \sum_{j=1}^{q_{i}}eフ,

w_{k}=e_{k}-e_{1} (k=2,3, \cdots, q_{i}) .
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すると FX^{(q_{i})} への D_{1}^{q_{i})}=J_{q_{i}} の作用は

\bullet P| qiのとき,

v_{k}J_{q_{i}}=\left\{\begin{array}{ll}
v_{1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} k=0,\\
0 & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} k\neq 0.
\end{array}\right.
\bullet p\ovalbox{\tt\small REJECT} qiのとき,

w_{k}J_{q_{i}}=\left\{\begin{array}{ll}
q_{i}w_{1} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} k=1,\\
0 & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} k\neq 1.
\end{array}\right.
である.この基底に対する D_{i} の標準形は,

G_{i}=\displaystyle \otimes E_{q_{i+1}}\frac{L_{q_{1}}\otimes\cdots\otimes L_{q_{i}}}{i}\otimes\cdots\otimes E_{q_{n}}
となる.ただし,

L_{q_{i}}=\left\{\begin{array}{ll}
[Matrix], & \mathrm{i}\mathrm{f} p|q_{i};\\
{[}Matrix], & \mathrm{i}\mathrm{f} p\{q_{i},
\end{array}\right.
(0\leq i\leq n) である.この傷たちを用いて FS の構造を考えることで先の構造定理が得

られる.

次に,モジュラー標準加群 FX の構造について考える.そのために,まず,

U\'{i}=\left\{\begin{array}{ll}
Fv_{0}\oplus Fv_{1} & \mathrm{i}\mathrm{f} p|q_{i},\\
Fw_{1} & \mathrm{i}\mathrm{f} p $\dagger$ q_{i}.
\end{array}\right.
として,右 FS 加群稀を次のように定める.

V_{i}=U_{1}\otimes\cdots\otimes U_{i}(i=1,2, \cdots, n) .

Dk の作用は 1\leq k\leq i に対して,

L_{q_{1}}'\otimes\cdots\otimes L_{q_{k}}'\otimes E_{q_{k+1}}'\otimes\cdots\otimes E_{q_{i}}'
である.‐ ただし,

L_{q_{i}}'=\left\{\begin{array}{ll}
[Matrix] & \mathrm{i}\mathrm{f} p|q_{i},\\
(q_{i}) & \mathrm{i}\mathrm{f} p(q_{i},
\end{array}\right.

116



E_{q_{i}}'=\left\{\begin{array}{l}
E_{2} \mathrm{i}\mathrm{f} p|q_{i},\\
E_{1} \mathrm{i}\mathrm{f} p\{q_{i}.
\end{array}\right.
また, i<k\leq n に対して 0 である.更に,1次元の右 FS 加群で Do=E_{|X|} を除く Dk

の作用で 0 になるものを Vo とする.作用を考えることで Vo, \cdots, V_{n} は,互いに非同型で

あることがわかる.また,それぞれの自己準同型環を考えることで直既約であることが証

明でき,次元については,次が得られる.

Proposition 2. V_{i} の F 上次元は,2d(i) である.ただし,

d(i)=\#\{k|1\leq k\leq i, p|q_{k}\}

とし, d(0)=0 とする.

また, j_{i+1}\not\in\{0 ,
1 \}, j_{i+2}, \cdots

, 五のとき,その作用が等しいことから

 V_{i}\cong U_{1}\otimes\cdots\otimes U_{i}\otimes x_{j_{i+1}}\otimes\cdots\otimes x_{j_{n}}

である.ただし, x_{k}\in\{v_{k} , w_{k}\} である.

特に FX は上同型右辺の直和でかけることから, FX の直既約直和分解は次のようにか

ける.

Theorem 3.

FX\displaystyle \cong\bigoplus_{i=0}^{n}m_{i}V_{i}
ただし, i=0, \cdots, n-1 に対して,

m_{i}=\left\{\begin{array}{ll}
(q_{i+1}-2)\prod_{k=i+2}^{n}q_{k}, & ifp |q_{$\iota$'+1}\\
(q_{i+1}-1)\prod_{k=i+2}^{n}q_{k}, & ifp (q_{i+1}
\end{array}\right.
但し, m_{n}=1.

最後に例として K2?K3のモジュラー標準加群を与えておく.

(1) CharF =2 のとき, FX\cong 0V_{0}\oplus 2V_{1}\oplus 1V_{2}.

(2) CharF =3 のとき, FX\cong 3V_{0}\oplus 1V_{1}\oplus 1V_{2}.

(3) CharF \neq 2 , 3のとき半単純で, FX\cong 3V_{0}\oplus 2V_{1}\oplus 1V_{2}.
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