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概要

本稿では,非線形関数方程式に対する精度保証付き数値計算において重要な役割を果たすHilbert空間

の射影とその構成的誤差評価に着目し,誤差評価定数算定の現状を概観しながら,10年後に解決して欲し
い課題にも触れます.

1 関数方程式と不動点定式化

\hat{X} をBanach 空間, X, Y をHilbert 空間とし,埋め込みを含めた包含関係: \hat{X}\rightarrow X\rightarrow Y が成り立つと

します.また,埋め込み \hat{X} 一 X のコンパクト性を仮定します.以降, X, Y の内積を (u, v)x, (u, v)_{Y} , 内

積から導かれるノルムを \Vert u\Vert_{X}=\sqrt{(u,u)_{X}}, \Vert u\Vert_{Y}=\sqrt{(u,u)_{Y}} で表記します.

次に,線形作用素 \mathcal{A} : \hat{X}\rightarrow Y と(一般に非線形) 作用素 f : X\rightarrow Y を定めます.作用素 f は連続であり,

X の有界集合を Y の有界集合に移すとします. f の微分可能性は必ずしも仮定しません.

以上の準備のもと,方程式:

\mathcal{A}u=f(u) (1)

の解 u を求める問題を考えます.非線形微分方程式の場合,式(1) の \mathcal{A} は最高階数の微分を含む線形作用素,

f はそれ以外の非線形項に対応します.

任意の  $\phi$\in Y に対し, \mathcal{A} $\psi$= $\phi$ は一意の解  $\psi$\in\hat{X} を持つと仮定し,この対応関係を \mathcal{A}^{-1}:Y\rightarrow\hat{X} で表

記します.また,作用素 \mathcal{A}^{-1} に連続性を仮定します.次に,埋め込み作用素 I_{\hat{X}\leftarrow,X} と \mathcal{A}^{-1} との合成写像:

I_{X^{-}\leftarrow,X}\circ \mathcal{A}^{-1} : Y\rightarrow X を改めて \mathcal{A}^{-1}:Y\rightarrow X と置き直します.この時, \mathcal{A}^{-1} と f の合成写像を

F:=\mathcal{A}^{-1}\circ f : X\rightarrow X (2)

と定義すると,方程式 (1) は X 上の不動点問題:

u=F(u) (3)

に書き直すことができます.その作り方より, F はコンパクト作用素です.対応関係は次の通りです.

F:\left\{\begin{array}{ll}
X \rightarrow^{f} Y & \rightarrow^{A^{-1}} X\\
\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\cdot F?\neq & \supset \text{ン} \ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash  \text{クト}\\
u \mapsto f(u) & \mapsto \mathcal{A}^{-1}0f(u)
\end{array}\right.
したがって,Schauder の不動点定理より,空でない有界凸閉集合 U\subset X に対する包含関係:

F(U)\subset U (4)
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を確認することができれば, U の中に F の不動点の存在を,すなわち式 (1) の解の存在を保証することがで

きます. U のように,解を包含することが期待される集合 (有界凸閉集合) を,�候補者集合� と呼ぶことに

します.

2 有限次元部分空間と直交射影

作用素 \mathcal{A} に対し,

(u, v)x=(\mathcal{A}u, v)Y, \forall u\in\hat{X}, \forall v\in X (5)

の成立を仮定します.次に, X の有限次元部分空間を X_{h}, X の内積に対する直交射影 P_{h}:X\rightarrow X_{h} を

(u -- P_{h}u, v_{h})x=0, \forall v_{h}\in X_{h} (6)

で定義し,さらに,直交射影 P_{h} に対し, h に依存する具体的な数値が算定可能な C(h)>0 が存在し

\Vert(I-P_{h})v\Vert_{X}\leq C(h)\Vert \mathcal{A}v\Vert_{Y}, \forall v\in\hat{X} (7)

を満たすことを仮定します. I は恒等写像,んは h\rightarrow 0 ならば X_{h}\rightarrow X が期待されるパラメータです.ま

た,�C(ん)� はオーダーが h という意味ではないことに注意してください.

ここで, v\in\hat{X} に対して  $\phi$=\mathcal{A}v とすれば,直交射影 P_{h} の定義 (6) と式 (5) より

(Phv, v_{h} ) x=( $\phi$, v_{h})_{Y}, \forall v_{h}\in X_{h} (8)

となります.したがって式 (7) は,  $\phi$\in Y が与えられたとき,方程式 \mathcal{A}v= $\phi$ の解  v\in\hat{X} の X_{h} における近

似解が,射影を用いた式 (8) により計算可能であり,かつ, v と P_{h}v の誤差評価が

\Vert v-P_{h}v\Vert_{X}\leq C(h)\Vert $\phi$\Vert_{Y}

で与えられることを意味します.また,C(ん) は,存在を示すだけでは不十分で,具体的な値を算定すること

が必要となります.本稿の主役をつとめるこのC(ん) の見積もりを,�(構成的誤差評価� と呼びます.

3 射影と射影誤差に基づく解の検証

式(6) で定義される直交射影 P_{h} を用いることで, X の不動点方程式 u=F(u) を,有限次元 X_{h} 部分と無

限次元の誤差に対応する X_{h}^{\perp} 部分に

\left\{\begin{array}{l}
P_{h}u = P_{h}F(u) ,\\
(I-P_{h})u = (I- P_{h})F(\mathrm{u})
\end{array}\right. (9)

と一意に分解することができます (次節参照). X_{h}^{\perp} は内積 (\cdot, \cdot)x に対する X_{h} の直交補空間です.分解さ

れた有限次元および無限次元部分それぞれについて候補者集合を設定し, F を作用させた後の包含関係を調

べます.まず,問題 (1) の近似解を u_{h}\in X_{h} とします.解を X で探すため,必ずしもuh \in\hat{X} である必要は

ありません.具体的には, \mathcal{A} に対する条件 (5) を用いて

(uh, v_{h})x=(f(u_{h}), v_{h})_{Y}, \forall v_{h}\in X_{h} (10)

を満たす u_{h} を(ここでは) 近似的に計算します.次に,有界凸閉集合となる候補者集合 U\subset X を

U=u_{h}+U_{h}+U_{*}, Uh\subset X_{h}, U_{*}\subset X_{h}^{\perp} (11)
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と選びます. U_{h} , U。は近似解 u_{h} と真の解の差を包含することが期待される集合です.このとき,式(11) で

定めた候補者集合 U に対し, F(U)\subset U が成立するための十分条件は

\left\{\begin{array}{l}
P_{h}F(U)-u_{h} \subset U_{h},\\
(I-P_{h})F(U) \subset U_{*}
\end{array}\right. (12)

であることがわかります.よって問題は,直交射影 P_{h} によって分けられた有限次元部分と無限次元部分それ

ぞれに対する包含関係の確認に帰着されます.式(12) の第1式の左辺は近似解 uh の残差に,第2式の左辺

は F(U) に対する射影 P_{h} の誤差にそれぞれ対応します.次の定理は,候補者集合の無限次元部分の構成と包

含関係成立のための条件を与えます.

定理3.1式(11) の候補者集合 U の無限次元部分ひ、を,半径  $\alpha$>0 の X の球として

U_{*}=\{u_{*}\in X_{h}^{\perp}|\Vert u_{*}\Vert x\leq $\alpha$\} (13)

で定めるとき,

 C(h)\displaystyle \sup_{u\in U}\Vert f(u)\Vert_{Y}\leq $\alpha$ (14)

が成立すれば,式(12) の後半: (I-P_{h})F(U)\subset U_{*} が満たされる.

式(13) のひ.は中心 0 , 半径  $\alpha$ の球であり,空でない有界凸閉集合です.また,条件 (14) の不等式は,構

成的誤差評価定数 C(ん) を十分小さく取ることができるならば,その成立が期待できます.

次に,候補者集合の有限次元部分の構成と包含関係成立のための条件を導きます.Xh の次元を  N で表記

し, \{$\phi$_{ $\iota$}\}_{1\leq \mathrm{t}\leq N} を X_{h} の基底とします.また, N\times N 複素行列 D を, 1\leq i, j\leq N に対し

[D]_{\mathrm{t}/}:=($\phi$_{j}, $\phi$_{ $\iota$})x (15)

で定義します.通常,行列 D は実正定値対称行列です.ここで,候補者集合の有限次元部分 U_{h} 欧 X_{h} を,複

素凸閉集合 \{B_{\mathrm{t}}\}_{1\leq x\leq N} と基底との一次結合で

U_{h}=\displaystyle \sum_{ $\iota$=1}^{N}B_{v}$\phi$_{x} (16)

と設定します. X が実空間の場合には, B_{ $\iota$} を上端と下端を持つ閉区間に設定します.複素空間の場合には,

実部虚部が閉区間となるように B_{\mathrm{t}} を定義する力1, 中心と半径で表現される閉円板に設定します.このと

き, U_{h} は,各 1\leq i\leq N に対し B_{ $\iota$} に属するすべての複素数と基底 $\phi$_{ $\iota$} との一次結合全体の関数集合として,

すなわち

U_{h}=\displaystyle \{\sum_{ $\iota$=1}^{N}v_{ $\iota$}$\phi$_{ $\iota$}\in X_{h} v_{ $\iota$}\in B_{ $\iota$}\subset \mathbb{C}, 1\leq i\leq N\} (17)

と表現することができます.その作り方から U_{h} は有界凸閉集合となり,次の検証条件が成り立ちます.
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定理3.2式(13), (16), (11) より構成される候補者集合 U\subset X に対し, d=[di] \subset \mathbb{C}^{N} を, 1\leq i\leq N

で

d_{i}=\{(f(u), $\phi$_{\mathrm{t}})Y-(u_{h}, $\phi$_{i})x\in \mathbb{C}|u\in U\} (18)

と定める.このとき

x=\{\hat{x}\in \mathbb{C}^{N}|\hat{x}=D^{-1}\hat{d}, \forall\hat{d}\in d\} (19)

となる x=[xi] \subset \mathbb{C}^{N} に対し

x_{ $\iota$}\subset B_{\mathrm{t}}, 1\leq i\leq N (20)

が成り立てば,式(12) の前半: P_{h}F(U)-u_{h}\subset U_{h} が満たされる.

定理3.2における式 (18) は, U が無限次元の項を含むため,正確な値を求めることはできません.そのた

め実際の計算では, d を包含する複素閉集合で代用します.また,式(19) を満たす x も集合として正確に算

定することは困難です.こちらも実際の計算では, x を包含する複素閉集合で代用します.それぞれ大きめの

評価となるものの,最終的な包含関係 (20) が得られれば検証には問題ありません.また,式(19) (に対応す

る包含集合) は,行列 D に対する連立1次方程式を精度保証付きで解くことにより定まります.

4 Hilbert 空間における射影

ここまで,関数方程式に対する不動点定式化の概要と解の数値的検証手順について,文献 [1] の検証方式

FS‐Int を例に紹介しました.以下では,精度保証付き数値計算の講演では 「さらっ」 と流されがちな直交射

影 P_{h} と射影誤差 (7) に着目し,具体的な評価定数の構成方法と課題について論じたいと思います.

4.1 射影定理

一般に X をHilbert 空間,Xの内積とノルムを (u, v)_{X}, \Vert u\Vert_{X}:=\sqrt{(u,u)_{X}} で表記し, X の閉部分空間

M と M の直交補空間:

M^{\perp}:=\{u\in X|(u, v)_{X}=0, v\in M\}

を定義します.このとき,次の射影定理が成立します.

射影定理

X の任意の要素 u は M と M^{\perp} の要素との和に一意に分解される :

u=u_{1}+u_{2}, u_{1}\in M, u_{2}\in M^{\perp}.

射影定理は,

「ヒルベルト空間における最大の基本定理は閉部分空間の上への射影 (正射影) の存在を保証する射

影定理である.」 [2, 第5章まえがき]

といわれる通り,関数解析学における基本定理のひとつです.
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4.2 射影

射影定理における u_{1} を u の M の上への正射影 (または略して射影) といいます.また, u を u_{1} に対応

させる作用素を X における M の上への正射影作用素 (または略して射影作用素) といい, P_{M} で表します.

本稿では, P_{M} も P_{M}u もまとめて \langle �射影� あるいは (�直交射影�) と呼びます.

射影は,  X ノルムの誤差を最小にするという最良近似:

\displaystyle \Vert u-P_{M}u\Vert_{X}=\inf_{ $\chi$\in M}\Vert u- $\chi$\Vert_{X} (21)

の性質を持ちます.

4.3 閉部分空間 M が有限次元の場合

M\subset X が2節で導入した有限次元部分空間 Xhの場合,Xh は完備ですので閉部分空間となり,射影定理

が成立します.したがって,任意の u\in X は以下の通り一意に分解されます.

u=u_{h}+u_{*}, u_{h}\in X_{h}, u_{*}\in X_{h}^{\perp}.

X_{h} への射影を ( P_{M} を P_{h} に書き直して) P_{h}:X\rightarrow X_{h} と表記すると, P_{h} は(6) で定義することができま

す.射影で写される X_{h} は有限次元の世界ですので,計算機内で取り扱うことができます.したがって,3節

で述べたように,射影の誤差: \Vert u-P_{h}u\Vert_{X}=\Vert u_{*}\Vert_{X} に対する評価式を手に持つことができるならば,非線

形関数方程式の解の存在検証理論に持ち込むことができます.

4.4 射影の誤差評価

次節で見ていくように,射影の誤差評価 \Vert u-P_{h}u\Vert x に関わる定数は,設定した X_{h} と基底に応じて個別

に構成する必要があります.このことを構成的誤差評価と呼ぶことは2節で述べました.また,誤差評価は
h\rightarrow 0 のとき \Vert u-P_{h}u\Vert_{X}\rightarrow 0 となるように行うことが必須です.もちろん, h\rightarrow 0 ということは,有限次

元 X_{h} の基底の数が増えるということを意味しており,射影の誤差評価を精緻にしようとすると,有限次元部

分の計算量が増えることになります.

5 具体的な射影と誤差評価の例

この節では,具体的な非線形問題を取り上げ,空間設定と (7) に対応して必要となる C(ん) を導きます.実

際の C(ん) の値は次節で与えます.

5.1 2階楕円型境界値問題 (1)

有界領域  $\Omega$\subset \mathbb{R}^{d}(d=1,2,3) に対し,Dirichlet 境界条件を課した問題:

\left\{\begin{array}{ll}
-\triangle u= f(x_{i}u, \nabla u) , & x\in $\Omega$,\\
u= 0, & x\in\partial $\Omega$
\end{array}\right.
を考えます.  $\Omega$ において2乗可積分関数全体の集合を  L^{2}( $\Omega$) , 超関数の意味での k 階微分が L^{2}( $\Omega$) に属する

関数全体の集合を H^{k}( $\Omega$) とするとき,関数空間 X は

X=H_{0}^{1}( $\Omega$) := { u\in H^{1}( $\Omega$)|u=0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$ },
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 X の内積は (u, v)_{X}=(\nabla u, \nabla v)_{L^{2}} ,
ノルムは \Vert u\Vert_{X}=\Vert u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)} で,また, \hat{X}=\{u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)|\triangle u\in L^{2}( $\Omega$)\},

Y=L^{2}( $\Omega$) , (u, v)_{Y}=(u, v)_{L^{2}}, \Vert u\Vert_{Y}=\Vert u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} と定めることができます.

このとき,射影 P_{h}:X\rightarrow X_{h} は

(\nabla(u-P_{h}u), \nabla v_{h})_{L^{2}}=0, \forall v_{h}\in X_{h}

で,射影の誤差評価は

\Vert u-P_{h}u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}\leq C(h)\Vert $\Delta$ u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} for u\in H_{0}^{1}( $\Omega$) st. \triangle u\in L^{2}( $\Omega$) (22)

を満たす C(ん) を求める問題となります.

5.2 2階楕円型境界値問題 (2)

前の方程式の境界条件をNeumann条件にした問題:

\left\{\begin{array}{ll}
-\triangle u= f(x, u, \nabla u) , & x\in $\Omega$,\\
\frac{\partial u}{\partial n}= 0, & x\in\partial $\Omega$
\end{array}\right.
の場合は, X=H^{1}( $\Omega$) となり, X の内積は  $\mu$>0 に対して (u, v)x=(\nabla u, \nabla v)_{L^{2}}+ $\mu$(u, v)_{L^{2}( $\Omega$)} ,

ノルム

は \Vert u\Vert x=\sqrt{\Vert u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}^{2}+ $\mu$\Vert u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}^{2}} と設定するこどができます.また, \hat{X}=\{u\in H^{1}( $\Omega$)|\triangle u\in L^{2}( $\Omega$)\},
Y はDirichlet 境界条件と同じです.このとき,射影 P_{h}:X\rightarrow X_{h} は

(u-P_{h}u, v_{h})_{X}=0, \forall v_{h}\in X_{h}

で,また射影の誤差評価は

\Vert u-P_{h}u\Vert_{X}\leq C(h)\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} for u\in H^{1}( $\Omega$) st. \triangle u\in L^{2}( $\Omega$) (23)

を満たす C(ん) を求める問題となります.

5.3 4階楕円型境界値問題

 $\Omega$\in \mathbb{R}^{2} の凸多角形領域において,次の問題を考えます.

\left\{\begin{array}{ll}
\triangle^{2}u= f(x, u, \nabla u, \triangle u) , & x\in $\Omega$,\\
u= \frac{\partial u}{\partial n}=0, & x\in\partial $\Omega$.
\end{array}\right.
X は

X=H_{0}^{2}( $\Omega$) :=\displaystyle \{u\in H^{2}( $\Omega$)|u=\frac{\partial u}{\partial n}=0 on \partial $\Omega$\},
X の内積は (u, v)_{X}=(\triangle u, \triangle v)_{L^{2}( $\Omega$)} ,

ノルムは \Vert u\Vert_{X}=\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} と設定することができます.また,

\hat{X}=H_{0}^{2}( $\Omega$)\cap H^{4}( $\Omega$) , Y=L^{2}( $\Omega$) です.このとき,射影 P_{h} : X\rightarrow X_{h}t よ

(\triangle(u-P_{h}u), \triangle v_{h})_{L^{2}( $\Omega$)}=0, \forall v_{h}\in X_{h}

で,また射影の誤差評価は

\Vert\triangle(u-P_{h}u)\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}\leq C(h)\Vert\triangle^{2}u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} for u\in H_{0}^{2}( $\Omega$)\cap H^{4}( $\Omega$)

を満たす C(ん) を求める問題となります.
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6 構成的誤差評価の具体例

この節では,構成的誤差評価定数 C(h) の具体例を紹介し,残された課題についても述べます.

6.1 Fourier 級数展開

領域  $\Omega$=(0,1)^{d}(d=1,2,3) において,Dirichlet 境界条件を課した2階楕円型問題:

\left\{\begin{array}{ll}
-\triangle u= f(x, u, \nabla u) , & x\in $\Omega$,\\
u= 0, & x\in\partial $\Omega$
\end{array}\right.
に対応する直交射影 P_{h} の誤差評価:

\Vert u-P_{h}u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}\leq C(h)\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}

を考えます.基底関数を打ち切り項数 N (3節の N と異なります) としたFourier級数:

$\phi$_{m}(x):=\sin( $\pi$ mx) , 1\leq m\leq N

に設定すると,最適な C(h) を次のように求めることができます.

 $\Omega$ X_{h} C(h)

(0,1) span \{$\phi$_{m}(x)\} \displaystyle \frac{1}{ $\pi$(N+1)}
(0,1)^{2} span \{$\phi$_{m}(x)\cdot$\phi$_{n}(y)\} \displaystyle \frac{1}{ $\pi$\sqrt{(N+1)^{2}+1}}
(0,1)^{3} span \{$\phi$_{m}(x)\cdot$\phi$_{n}(y)\cdot$\phi$_{l}(z)\} \displaystyle \frac{1}{ $\pi$\sqrt{(N+1)^{2}+2}}

C(ń) は次元によらず O(1/N) です.具体的には, N=10 で C(h)\approx 0.0288, N=100 でC(ん) \approx 0.00315

です.しかし,有限次元部分空間 Xh の次元数は,1次元では N=100 でも100なのに対して,3次元では

100^{3}=1 , 000, 000となります.このことは,精度保証においては,1次元では (ある程度の) �力技� が効く

ということと,2次元3次元の偏微分問題では計算コストがかかることを示しています.

6.2 2点境界値問題の多項式近似

1次元の2点境界値問題:

\left\{\begin{array}{l}
-u'' =f(x, u, u') , x\in(0,1) ,\\
u(0) =u(1)=0
\end{array}\right.
に対応する直交射影疏の誤差評価:

\Vert(u-P_{h}u)'\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}\leq C(h)\Vert u''\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}

を考えます.区間 (0,1) を 0=x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{n+1}=1 と分割し I_{\mathrm{t}}:=(x_{ $\iota$-1} , x_{i}) , h_{ $\iota$} :=x_{ $\iota$}-x_{ $\iota$-1},

h:=1\displaystyle \leq $\iota$\leq n+1\max h_{ $\iota$} とおき, P_{r}(I) を I 上の r 次 (r\geq 1) 以下の多項式全体,

X_{h}^{r}:=\{v\in C( $\Omega$)|v|_{I_{l}}\in P_{r}(I_{l}), 1\leq i\leq n+1, v(0)=v(1)=0\}
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と定義します.このとき,とくに X_{h}=X_{h}^{1} とすれば,補間射影: I_{h}:H_{0}^{1}( $\Omega$)\rightarrow X_{h}^{1} st. Ihv (x_{\mathrm{z}})=

v(x_{ $\iota$})(0\leq i\leq n+1) と射影の最良近似の性質を用いて

\Vert (  u —Phu)� \Vert_{L^{2}( $\Omega$)}\leq\Vert(u-I_{h}u)'\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}

\displaystyle \leq\frac{h}{ $\pi$}\Vert u''\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}
を導くことができます.証明および2次以上の多項式近似については文献 [3] を参照してください.

6.3 2次元矩形要素

6.2節の結果を2次元に拡張した例として,幅 h の正方領域で等分割できる2次元矩形領域  $\Omega$ において,

Dirichlet 境界条件を課した2階楕円型問題:

\left\{\begin{array}{ll}
-\triangle u= f(x, u, \nabla u) , & x\in $\Omega$,\\
u= 0, & x\in\partial $\Omega$
\end{array}\right. (24)

に対応する直交射影疏の誤差評価:

\Vert u-P_{h}u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}\leq C(h)\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} (25)

は, x 方向および y 方向それぞれの区分1次多項式 X_{h}^{1}(x) , X_{h}^{1}(\mathrm{y}) の積全体として X_{h} を定義すれば,

C(h)=h/(2 $\pi$) となります [3].

6.4 2次元三角形要素

 $\Omega$ を2次元凸多角形領域として,問題 (24) と,対応する直交射影  P_{h} の誤差評価 (25) を考えます.  $\Omega$ を

 $\tau$_{1} ,
. . .

, $\tau$_{m} に三角形分割し,三角形 T 上の関数 u\in H^{2}(T) に対し, T の3つの頂点で u と値が一致し, T

上一次関数となるような関数を $\Pi$_{T}u で表し,以下を仮定します.

\Vert\nabla(u-$\Pi$_{T}u)\Vert_{L^{2}(T)}\leq C_{T}\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}(T)}

さらに, u\in H_{0}^{1}( $\Omega$) に対し,各 $\tau$_{k} 上で定義される $\Pi$_{$\tau$_{k}}u を繋げて  $\Omega$ 全体を定義域にしたものを  $\Pi$ u としま

す.いわゆる区分一次補間です.

このとき,射影の最良近似より

\Vert u-P_{h}u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}\leq\Vert u- $\Pi$ u\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}

\displaystyle \leq\max_{1\leq k\leq m}C_{$\tau$_{k}}\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}
となり, C(h) を求める問題は,分割された各三角形に対する補間誤差評価定数 C_{T} を求める問題に帰着され

ます. C_{T} については,小林健太さんによる以下の 「美しい」 定理がよく知られています[4].

補間誤差評価定数評価

A, B, C を三角形 T の三辺の長さ, S を T の面積とすると

C_{T}<\sqrt{\frac{A^{2}B^{2}C^{2}}{16S^{2}}-\frac{A^{2}+B^{2}+C^{2}}{30}-\frac{S^{2}}{5}(\frac{1}{A^{2}}+\frac{1}{B^{2}}+\frac{1}{C^{2}})} (26)

が成立.
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式(26) の右辺の2, 3番目の項はマイナスですので, C_{T} は

C_{T}<\displaystyle \frac{ABC}{4S}
と,外接円半径で上から評価すること ⑦も⑧できます.したがって,三角形分割の際には,外接円半径が小さ

くなるように分割すれば C(ん) \rightarrow 0が保証されます.

6.5 その他

その他,構成的誤差評価が得られている問題 (基底) としては,

\bullet 矩形領域の矩形要素分割に対する区分双2次要素 [3]
\bullet 3 次Hermite 補間 [5]
\bullet Legendre 多項式展開 [6]
\bullet アスペクト比を持つ領域に対するFourier級数展開 [7]

などがあります.

5.2節の2階楕円型 Neumann 境界条件に対する有限要素部分空間の誤差評価は,一定の評価は得られて

いるものの,非線形問題に展開するにはまだ粗い定数であり,よりシャープな評価が期待されます.また,

Chebyshev 多項式展開については,(筆者の知る限り) 構成的誤差評価定数は (まだ) 得られていません.

7 応用1: Navier‐Stokes 方程式

この節と次の節では,個別の方程式に対する解の精度保証で必要となる構成的誤差評価を概観します.

7.1 定常 Navier‐Stokes 方程式

2次元凸多角形領域  $\Omega$ において,定常 Navier‐Stokes 方程式の弱形式:

\left\{\begin{array}{ll}
 $\nu$(\nabla u, \nabla v)_{L^{2}( $\Omega$)}-(p, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v)_{L^{2}( $\Omega$)}= -((u\cdot\nabla)u, v)_{L^{2}( $\Omega$)}+(f, v)_{L^{2}( $\Omega$)}, & \forall v\in H_{0}^{1}( $\Omega$)^{2},\\
(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u, q)_{L^{2}( $\Omega$)}= 0, & \forall q\in L_{0}^{2}( $\Omega$)
\end{array}\right. (27)

を考えます.未知関数は流速場 u\in H_{0}^{1}( $\Omega$)^{2} および圧力場 p\in L3( $\Omega$) です.ただし,  $\nu$>0 は粘性係数,

f= [fi, f_{2}]^{T}\in L^{2}( $\Omega$) は外力項,

L_{0}^{2}( $\Omega$):=\displaystyle \{v\in L^{2}( $\Omega$)|\int_{ $\Omega$}vdxdy=0\}
です.

7.2 Stokes 方程式

Navier‐Stokes 方程式 (27) の解を捕まえる関数空間は X:=H_{0}^{1}( $\Omega$)^{2}\times L_{0}^{2}( $\Omega$) です.また,定式化に修正

が必要になるものの, \mathcal{A} に対応する線形問題は,Stokes方程式:

 $\nu$(\nabla u, \nabla v)_{L^{2}( $\Omega$)}-(p, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v)_{L^{2}( $\Omega$)}-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u)_{L^{2}( $\Omega$)}=\{ $\xi$, v\rangle, \forall[v, q]\in X (28)

です. \langle\cdot, \} は H^{-1}( $\Omega$)^{2}\times H_{0}^{1}( $\Omega$)^{2} のduality pairing です.任意の  $\xi$\in H^{-1}( $\Omega$)^{2} に対し,Stokes 方程式

(28) は唯一の解 [u, p]\in X を持ちます.また, X_{h}\subset X を離散 inf‐sup 条件を満たす有限要素部分空間に設
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定すれば,式(28) の離散化方程式:

 $\nu$(\nabla u_{h}, \nabla v_{h})_{L^{2}( $\Omega$)}-(p_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v_{h})_{L^{2}( $\Omega$)}-(q_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{h})_{L^{2}( $\Omega$)}=\{ $\xi$, v_{h}\}, \forall[v_{h}, q_{h}]\in X_{h} (29)

も任意の  $\xi$\in H^{-1}( $\Omega$)^{2} に対して一意解 [u_{h} ,ph] \in X_{h} を持ちます.この式 (28) の解 [u,p] から式 (29) の解

[u_{h_{i}}p_{h}] への対応 [u,p]\mapsto[u_{h},p_{h}] をStokes 射影と呼び,その構成的誤差評価:

\Vert u-u_{h}\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}\leq C(h)\Vert $\xi$\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} (30)

を  $\xi$\in L^{2}( $\Omega$)^{2} について,また,  $\xi$\in H^{-1}( $\Omega$)^{2} の場合についても考えることで,Navier‐Stokes 方程式 (27) の

解の精度保証の定式化を与えることができます[8].

7.3 C(h) 導出のために不可欠な定数

関数空間:

V:=\{v\in H_{0}^{1}( $\Omega$)^{2}|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v=0\}

の直交補空間を V^{\perp} とします.このとき,任意の q\in L_{0}^{2}( $\Omega$) に対し, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v=q を満たす v\in V^{\perp} が唯一存

在し

\displaystyle \Vert v\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}\leq\frac{1}{ $\beta$}\Vert q\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} (31)

が成り立つことが知られています.  $\beta$>0 は  $\Omega$ にのみ依存する定数です.式(31) はBabugka‐Aziz の不等式

と呼ばれます.式(30) の構成的誤差評価のためには,式(31) の  1/ $\beta$ の値を明示的に知る必要があります[9].
2次元においては,Horgan‐Payne による以下の評価が知られています [10].

\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{u}\dot{\mathrm{s}}\mathrm{k}\mathrm{a}‐Azizの不等式の評価定数

 $\Omega$ をstar‐shaped 領域とする.境界 \partial $\Omega$ を極座標を用いて  r=f( $\theta$) であらわす.このとき

\displaystyle \mathcal{F}( $\theta$)\equiv\{[1+(\frac{f'( $\theta$)}{f( $\theta$)})^{2}]^{\frac{1}{2}}+\frac{|f'( $\theta$)|}{f( $\theta$)}\}^{2}
とおく と

\displaystyle \frac{1}{ $\beta$}\leq\sqrt{1+\max_{ $\theta$}\mathcal{F}( $\theta$)}
が成立.

たとえば正方領域では, 1/ $\beta$<2.614,  $\Omega$ が正  n 角形のときは, 1/ $\beta$=\sqrt{\frac{2}{1-\sin( $\pi$/n)}} となります.ただ

し,Horgan‐Payne のconjecture (未証明) では, 1/ $\beta$=\sqrt{7}/2\sim 1.871 が最適値です.また,3次元は (お

そらく) 現在のところ具体的な定数は未評価です.

8 応用2: 時間発展方程式

3次元までの有界領域  $\Omega$ と  T>0 で決まる時間領域 J:=(0, T) に対する放物型問題:

\left\{\begin{array}{ll}
\frac{\partial u}{\partial t}- $\nu$\triangle u =g(t, x, u, \nabla u) & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$\times J,\\
u(x, t) =0 & \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$\times J,\\
u(x, 0) =0 & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$
\end{array}\right. (32)
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を考えます.  $\nu$>0 は既知のパラメータです.式(32) に対応する線形問題は, f\in L^{2}(J_{;}L^{2}( $\Omega$)) に対して

\left\{\begin{array}{l}
\frac{\partial u}{\partial t}- $\nu$\triangle u =f \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$\times J,\\
u(x, t) =0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$\times J,\\
u(x, 0) =0 \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$
\end{array}\right. (33)

となります.ここで, L^{2}(J;L^{2}( $\Omega$)) は, \displaystyle \int_{J}\Vert f(t)\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}^{2}dt<\infty となる関数全体の集合です.問題 (33) に対

し,空間方向を半離散近似 (h) して得られる基本解行列を用いて時間方向を線形補間 (k) し,全離散近似し

た射影  P_{h}^{k} の構成的誤差評価:

\Vert u-P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}(J,H_{0}^{1}( $\Omega$))}\leq C(h, k)\Vert f\Vert_{L^{2}(JL^{2}( $\Omega$))} (34)

を与えることができれば,非線形問題 (32) の解の精度保証の定式化を導くことができます. L^{2}(J_{;}H_{0}^{1}( $\Omega$))
は, \displaystyle \int_{J}\Vert f(t)\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)}^{2}dt<\infty となる関数全体の集合であり,式(34) のノルムは,関数空間の定義から導かれ

るものです.

文献 [11\mathrm{J} では,  $\Omega$=J=(0,1) ,  $\nu$=1/10 において, u(x, t)=t\times x(1-x) が式 (33) の解となるように f

を設定し, k=h^{2} の条件のもと構成的誤差評価を

\displaystyle \frac{hC(h,k)}{1/23.73}
1/4 1.87

1/8 0.94

1/16 0.47

で与えることに成功しました.2次元以上における C(ん) の値や, k=h^{2} を外すことができるか,より現実

的な非線形問題の解の精度保証に向けて,今後の研究の進展が期待されます.
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