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Abstract

[2] において,浜口直樹と中島惇により弱分離拡大が導入された.また [14] に

おいて,第一筆者は非可換上の歪多項式環における弱分離多項式について,とく
に微分型歪多項式環 B[X;D] における銑多項式が弱分離的であるための必要十
分条件を与えた.本論文ではこの結果を B[X;D] における一般のモニック多項

式の場合や,一般の歪多項式環 B[X; $\rho$, D] の場合に拡張することを目標とする.

1 序と準備

A/B を(単位元を共有する) 環拡大, M を両側 A‐加群とする.加法的な写像  $\delta$ :

 A\rightarrow M が B‐微分 (B‐derivation)であるとは,  $\delta$(xy)= $\delta$(x)y+x $\delta$(y)(x, y\in A)
かつ  $\delta$(b)=0(b\in B) が成り立つときにいう.さらに,ある適当な m\in M により

 $\delta$(x)=mx-xm(x\in A) となるとき,  $\delta$ は内部的 (inner) であるという.

環拡大  A/B が分離的 (separable) であるとは, x\otimes y\mapsto xy(x, y\in A) により定ま

る A\otimes_{B}A から A への A‐A‐準同型が分裂 (split) するときにいう.良く知られている

ように, A/B が分離拡大であることと,任意の両側 A‐加群 M について, A から M へ

の B‐微分はすべて内部的であることは同値である.これの一般化として,[2] におい

て浜口直樹と中島惇は次の定義を与えた.

定義1.1. ([2, Definition 2.1]) 環拡大 A/B が弱分離的 (weakly separable) である

とは, A から A への B‐微分がすべて内部的であるときにいう.

本論分を通して B を単位元をもつ環,  $\rho$ を  B の自己同型, D を  $\rho$‐微分 (すなわち  D

は B の加法的な写像で D( $\alpha \beta$)=D( $\alpha$) $\rho$( $\beta$)+ $\alpha$ D( $\beta$)( $\alpha$,  $\beta$\in B) をみたす), B[X; $\rho$, D]
をその乗法が  $\alpha$ X=X $\rho$( $\alpha$)+D( $\alpha$)( $\alpha$\in B) により定まる歪多項式環とする.とく

に, B[X; $\rho$]=B[X; $\rho$, 0] (自己同型型), B[X;D]=B[X;1, D] (微分型) と表す.また,

B[X; $\rho$, D]_{(0)} を B[X; $\rho$, D] におけるモニック多項式 g で gB[X; $\rho$, D]=B[X; $\rho$, D]g
をみたすもの全体とする. f\in B[X; $\rho$, D]_{(0)} が B[X; $\rho$, D] における分離多項式(resp.
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弱分離多項式) であるとは, B[X; $\rho$, D]/fB[X;p, D] が B 上分離的(resp. 弱分離的)
であるときにいう.歪多項式環における分離多項式は岸本量夫 永原賢 宮下庸一� お

よび第二筆者により幅広く研究されてきた (参考文献参照).
[14] において,第一筆者は B[X; $\rho$] および B[X;D] それぞれにおける弱分離多項式

を特徴付け,それにより分離多項式と弱分離多項式の差異を示した.とくに, B[X;D]
におけるか多項式 f=\displaystyle \sum_{j=0}^{\mathrm{e}}X^{p^{j}}b_{j+1}+b_{0}(b_{e+1}=1) が弱分分離多項式になるための
必要十分条件を与えた (cf. [14, Theorem 3.8]). 第二章ではこの結果を一般のモニッ

ク多項式の場合に拡張する.さらに,第三章では一般の歪多項式環 B[X; $\rho$, D] におけ

る多項式が弱分離的であるための必要十分条件を与える.

以降,本論分では次の記号を用いる.

B^{ $\rho$}=\{ $\alpha$\in B| $\rho$( $\alpha$)= $\alpha$\}, B^{D}=\{ $\alpha$\in B|D( $\alpha$)=0\}, B^{ $\rho$,D}=B^{ $\rho$}\cap B^{D}
f=X^{m}+X^{m-1}a_{7n-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X; $\rho$, D]_{(0)}\cap B^{ $\rho$}[X]
A=B[X; $\rho$, D]/fB[X; $\rho$, D], x=X+fB[X; $\rho$, D]\in A

V=\{z\in A| $\alpha$ z=z $\alpha$( $\alpha$\in B)\} (A における B のcentralizer)

J_{ $\rho$}=\{z\in A| $\alpha$ z=z $\rho$( $\alpha$)( $\alpha$\in B)\}

また, \tilde{ $\rho$} および \tilde{D} をそれぞれ  $\rho$, D の自然な拡張として得られる A の自己同型および

(内部) 微分とする.すなわち,任意の \displaystyle \sum \text{獅^{}1}x^{j}c_{j}\in A について

\displaystyle \tilde{ $\rho$}(\sum_{j=0}^{m-1}x^{j}c_{j})=\sum_{j=0}^{m-1}x^{j} $\rho$(c_{j}) , \tilde{D}(\sum_{j=0}^{m-1}x^{j}c_{j})=\sum_{j=0}^{m-1}x^{j}D(c_{j})
と定める.さらに,

V^{\tilde{p}}=\{v\in V|\tilde{ $\rho$}(v)=v\}, V^{\overline{D}}=\{v\in V|\tilde{D}(v)=0\}, V^{\overline{ $\rho$},\overline{D}}=V^{\overline{ $\rho$}}\cap V^{\overline{D}}

とおく.

2 B[X;D] における弱分離性

本章では f=\displaystyle \sum_{j=0}^{m}X^{j}a_{j}\in B[X;D]_{(0)}(a_{m}=1) の弱分離性について調べる.まず

[4, Lemma 1.5] ょ!?

\left\{\begin{array}{l}
(1) a_{i}\in B^{D}\\
(2) a_{i} $\alpha$=\sum_{j=i}^{m}[Matrix] D^{j-i}( $\alpha$)a_{j}
\end{array}\right. ( $\alpha$\in B, 0\leqq i\leqq m-1)
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であることに注意する.また,本章では以下で定まる V^{D}-V^{\tilde{D}}‐準同型  $\tau$ :  V\rightarrow V^{\overline{D}}
を扱う:

 $\tau$(h)=\displaystyle \sum_{i=0}^{m-1}x^{i}\sum_{j=i}^{m-1}\left(\begin{array}{ll}
j & +1\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{D}^{\dot{J}-1}(h)a_{\dot{}+1}(h\in V) .

初めに A の B‐微分に関する次の補題を示す.

補題2.1. A の B ‐微分  $\delta$ について,  $\delta$(x)\in V かつ  $\tau$( $\delta$(x))=0 が成り立つ.逆に

 $\tau$(g)=0 をみたす g\in V について, A の B ‐微分  $\delta$ で  $\delta$(x)=g となるものが存在する.

証明.  $\delta$ を  A の B‐微分とする.このとき,任意の  $\alpha$\in B について  $\alpha \delta$(x)= $\delta$(x) $\alpha$ とな

ることは明らかである.また,帰納的に  $\delta$(x^{j})=\displaystyle \sum_{i=0}^{j-1}x^{i}\left(\begin{array}{l}
j\\
i
\end{array}\right)\tilde{D}^{j-1-i}( $\delta$(x))(j\geqq 1) が

成り立つこと(cf. [14, Lemma 3.6]) から,次を得る.

0= $\delta$(\displaystyle \sum_{j=0}^{m}x^{j}a_{j})
=\displaystyle \sum_{j=0}^{m-1} $\delta$(x^{j+1})a_{j+1}
=\displaystyle \sum_{\dot{}=0}^{m-1}\sum_{i=0}^{j}x^{i}\left(j & +\mathrm{l}i\right)\displaystyle \tilde{D}^{j-i}( $\delta$(x))a_{j+1}
=\displaystyle \sum_{i=0}^{m-1}x^{i}\sum_{j=i}^{m-1}i\left(j & +1i\right)\displaystyle \tilde{D}^{j-i}( $\delta$(x))a_{j+1}
= $\tau$( $\delta$(x))

逆に g=g_{0}+fB[X;D]\in V (go \in B[X;D]) が  $\tau$(g)=0 をみたすとする.こ

のとき,任意の  $\alpha$\in B について  $\alpha$ g_{0}=g_{0} $\alpha$ となるから,  B[X;D] の B‐微分 $\delta$^{*} で

$\delta$^{*}(X)=go となるものが存在する.  $\tau$(g)=0 より $\delta$^{*}(f)\in fB[X;D] , すなわち

$\delta$^{*}(fB[X;D])\subset fB[X;D] が成り立つので, $\delta$^{*} の自然な拡張として A の B‐微分  $\delta$ で

 $\delta$(x)=g となるものが存在する.口

補題2.1により, B[X;D] における弱分離多項式は次のように特徴付けられる.

定理2.2. f=X^{\mathrm{m}}+X^{m-1}a_{ $\tau$ n-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;D]_{(0)} とする.このとき,
f が B[X;D] における弱分離多項式であるための必要十分条件は次が成り立つこと
である :

\{g\in V| $\tau$(g)=0\}=\tilde{D}(V) .
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証明.まず,任意の h\in A について

a_{i}h=ha_{i}+\displaystyle \sum_{j=i+1}^{m}\left(\begin{array}{l}
\dot{j}\\
i
\end{array}\right)\tilde{D}^{j-i}(h)a_{j}
=ha_{i}+\displaystyle \sum_{\dot{}=i}^{m-1}\left(j & +1i\right)\displaystyle \tilde{D}^{j-i+1}(h)a_{j+1}

であることより,常に \{g\in V| $\tau$(g)=0\}\supset D(V) が成り立つことに注意しておく.

\{g\in V| $\tau$(g)=0\}=D(V) を仮定し,  $\delta$ を  A の B‐微分とする.このとき,補
題2.1より  $\delta$(x)\in\{g\in V| $\tau$(g)=0\} であるから,仮定より適当な h\in V により

 $\delta$(x)=\tilde{D}(h)=hx-xh と表される.これより,任意の w\in A について  $\delta$(w)=hw-wh
であることは容易に確かめられる.すなわち  $\delta$ は内部的であり,したがって  f は

B[X;D] における弱分離多項式である.

逆に f が B[X;D] における弱分離多項式である仮定し, p\in\{g\in V| $\tau$(g)=0\} と

する.このとき,補題2.1より A の B‐微分  $\delta$ で  $\delta$(x)=p となるものが存在する.仮定
より  $\delta$ は内部的であるから,適当な  h\in V により p= $\delta$(x)=hx-xh=\tilde{D}(h)\in D(V)
となる.口

定理2.2は次のように言い換えることができる.

定理2.3. f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;D]_{(0)} とする.このとき,
f が B[X;D] における弱分離多項式であるための必要十分条件は, V^{\overline{D}}-V^{\overline{D}} ‐準同型か

らなる次の列が完全系列となることである :

0\rightarrow V^{D^{-}}\rightarrow^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}}V\rightarrow^{D^{\tilde{}}}V\rightarrow^{ $\tau$}V^{\overline{D}}.

注意1. f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;D]_{(0)} が B[X;D] における

分離多項式であるための必要十分条件は,定理2.3における完全系列の右端に 0 を付

け加えたもの , すなわち,

0\rightarrow V^{D^{-}}\rightarrow^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}}V\rightarrow^{D^{\tilde{}}}V\rightarrow^{ $\tau$}V^{\tilde{D}}\rightarrow 0

が完全系列となることが予想される.実際, B が素数標数 p で f=\displaystyle \sum_{j=0}^{e}X^{p^{j}}b_{j+1}+
bo (b_{e+1}=1) の場合,この主張は正しい (cf. [14, Theorem 3.10]).
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3 B[X; $\rho$, D] における弱分離性

本章では  $\rho$D =D $\rho$ を仮定し,  f=\displaystyle \sum_{j=0}^{m}X^{j}a_{-}\cdot\in B[X; $\rho$, D]_{(0)}\cap B^{ $\rho$}[X](a_{m}=1) の

弱分離性について調べる.まず f\in B^{ $\rho$}[X] および[4, Lemma 1.1] より Xf=fX だ

から,これより a_{i}\in B^{D}(0\leqq i\leqq m-1) がわかる.さらに [4, Lemma 1.2] より

a_{i} $\alpha$=\displaystyle \sum_{j=i}^{m}\left(\begin{array}{l}
j\\
i
\end{array}\right)$\rho$^{i}D^{j-i}( $\alpha$)a_{j}( $\alpha$\in B)
であるから, a_{i}\in C(B^{ $\rho$,D})(0\leqq i\leqq m-1) となることに注意する.ここで C(B^{ $\rho$,D})
は B^{ $\rho$,D} の中心を意味する.また,本章では以下で定まる V^{\tilde{D}}-V^{\tilde{D}}‐準同型  $\tau$ :  A\rightarrow A

を扱う:

 $\tau$(h)=\displaystyle \sum_{j=0}^{m-1}x^{j}\sum_{k=j}^{m-1}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(\begin{array}{ll}
i+ & k-j\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}(h))a_{j+1}(h\in A) .

まず A の B‐微分に関する2つの補題を示す.

補題3.1.  $\delta$ が  A の B ‐微分ならば,

 $\delta$(x^{k})=\displaystyle \sum_{\mathrm{j}=0}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-1-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(i+ & k-ji & -1\right)\displaystyle \overline{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x))) (k\geqq 1) .

証明.帰納法で示す.まず k=1 のときは明らかに成り立つ.補題3.1の等式が成り

立つとき,

 $\delta$ (  x
ん十 1

) = $\delta$(x^{k})x+x^{k} $\delta$(x)

=\displaystyle \sum_{j=0}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-1-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(i+ & k-ji & -1\right)\displaystyle \tilde{p}^{i}( $\delta$(x)))x+x^{k} $\delta$(x)
=\displaystyle \sum_{\dot{\mathrm{J}}^{=0}}^{k-1}x^{j+1}\tilde{D}^{k-1-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(i+ & k-ji & -\mathrm{l}\right)\displaystyle \overline{ $\rho$}^{i+1}( $\delta$(x)))

+\displaystyle \sum_{j=0}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(i+ & k-ji & -1\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x)))+x^{k} $\delta$(x)
=x^{k}\displaystyle \sum_{i=0}^{k-1}\tilde{p}^{i+1}( $\delta$(x))+\sum_{\dot{}=1}^{k-1}x^{j}D^{k-j}-(\sum_{i=0}^{j-1}\left(\begin{array}{ll}
i+ & k-j\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i+1}( $\delta$(x)))

+\displaystyle \sum_{j=1}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(i+ & k-ji & -1\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x)))+\tilde{D}^{k}( $\delta$(x))+x^{k} $\delta$(x)
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=x^{k}\displaystyle \{\sum_{i=0}^{k-1}\tilde{ $\rho$}^{i+1}( $\delta$(x))+ $\delta$(x)\}
+\displaystyle \sum_{j=1}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=1}^{j}\left(i+ & k-ji-1 & -1\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x))+\sum_{i=0}^{j}\left(i+ & k-ji & -1\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x)))
+\tilde{D}^{k}( $\delta$(x))

=x^{k}\displaystyle \sum_{i=0}^{k}\tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x))
+\displaystyle \sum_{j=1}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=1}^{j}\{\left(i+ & k-ji-1 & -1\right)+\displaystyle \left(i+ & k-ji & -1\right)\}\tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x))+ $\delta$(x))
+\tilde{D}^{k}( $\delta$(x))

=x^{k}\displaystyle \sum_{i=0}^{k}\tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x))+\sum_{j=1}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=1}^{j}\left(\begin{array}{ll}
i+ & k-j\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x))+ $\delta$(x))+\tilde{D}^{k}( $\delta$(x))
=\displaystyle \sum_{j=0}^{k}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=0}^{\mathrm{j}}\left(\begin{array}{ll}
i+ & k-j\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x)))

よって, k+1 のときも成り立つ.口

補題3.2. A の B ‐微分  $\delta$ について,  $\delta$(x)\in J_{ $\rho$} かつ  $\tau$( $\delta$(x))=0 が成り立つ.逆に

 $\tau$(g)=0 をみたす g\in J_{ $\rho$} について, A の B ‐微分  $\delta$ で  $\delta$(x)=g となるものが存在する.

証明.  $\delta$ を  A の B‐微分とする.このとき,任意の  $\alpha$\in B について明らかに  $\alpha \delta$(x)=
 $\delta$(x) $\rho$( $\alpha$) である.また,補題3.1から次を得る.

0= $\delta$(\displaystyle \sum_{k=0}^{m}x^{k}a_{k})
=\displaystyle \sum_{k=0}^{m-1} $\delta$(x^{k+1})a_{k+1}
=\displaystyle \sum_{k=0}^{m-1}\sum_{j=0}^{k-1}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(\begin{array}{ll}
i+ & k-j\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}( $\delta$(x)))a_{k+1}
=\displaystyle \sum_{j=0}^{m-1}x^{j}\sum_{k=j}^{m-1}D^{k-j}(\sum_{i=0}^{j}\left(\begin{array}{ll}
i+ & k-j\\
 & i
\end{array}\right)\displaystyle \tilde{ $\rho$}^{i}(h))a_{j+1}
= $\tau$( $\delta$(x))
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逆に g=g_{0}+fB[X; $\rho$, D]\in J_{ $\rho$}(g_{0}\in B[X; $\rho$, D]) が  $\tau$ (g) =0 をみたすとする.こ

のとき,任意の  $\alpha$\in B について  $\alpha$ g_{0}=g_{0} $\rho$( $\alpha$) となることより, B[X; $\rho$, D] の B‐微分
$\delta$^{*} で $\delta$^{*}(X)=g_{0} となるものが存在する.  $\tau$(g)=0 より $\delta$^{*}(f)\in fB[X; $\rho$, D] , すなわ

ち $\delta$^{*}(fB[X; $\rho$, D])\subset fB[X; $\rho$, D] が成り立つので, $\delta$^{*} の自然な拡張として A の B‐微
分  $\delta$ で  $\delta$(x)=g となるものが存在する.口

B[X; $\rho$, D] における弱分離多項式は次のように特徴付けられる.

定理3.3. f=X^{m}+X^{m-1}a_{rn-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X; $\rho$, D]_{(0)} とする.このと

き, f が B[X;p, D] における弱分離多項式であるための必要十分条件は次が成り立
つことである :

\{g\in J_{ $\rho$}| $\tau$(g)=0\}\subset\{x(\tilde{ $\rho$}(h)-h)+\tilde{D}(h)|h\in V\}.

証明. \{g\in J_{ $\rho$}| $\tau$(g)=0\}\subset \{x( $\rho$\tilde{}( ん)- h)+D(ん) |h\in V\} を仮定し,  $\delta$ を  A の B‐微

分とする.このとき,補題3.2より  $\delta$(x)\in\{g\in J_{ $\rho$}| $\tau$(g)=0\} であるから,仮定より
適当な h\in V により  $\delta$(x)=x(\tilde{ $\rho$}(h)-h)+\tilde{D}(h)=hx-xh と表される.これより,
任意の w\in A について  $\delta$(w)=hw-wh であることは容易に確かめられる.すなわ
ち  $\delta$ は内部的であり,したがって  f は B[X; $\rho$, D] における弱分離多項式である.

逆に f が B[X; $\rho$, D] における弱分離多項式である仮定し, p\in\{g\in J_{ $\rho$}| $\tau$(g)=0\}
とする.このとき,補題2.1より A の B‐微分  $\delta$ で  $\delta$(x)=p となるものが存在す

る.仮定より  $\delta$ は内部的であるから,適当な  h\in V により p= $\delta$(x)= hx—xh =

x(\tilde{ $\rho$}(h)-h)+D(h) と表される. \square 

注意2. 定理2.3のように,一般の歪多項式環 B[X; $\rho$, D] の場合もある種の完全系

列の存在によって弱分離性を特徴付けることができると予想される.
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