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概要

本稿では、古典的な直交多項式の漸近挙動が逆正弦法則という
確率論で重要な確率分布と普遍的なつながりを持っていることを示
す。我々の議論の舞台は、量子確率論 (非可換確率論もしくは代数
的確率論ともよばれる) の基本概念のひとつである 「相互作用フォッ
ク空間」 である。相互作用フォック空間とは、端的にいうならば、
一般化された正準交換関係をみたす生成消滅演算子のシステムであ
る。「量子数無限」 の極限において、この交換関係が 「漸近的に消
える」 という現象が一切の核心にある。すなわち、「量子古典対応」
の数理が、確率論と直交多項式の理論をつないでいると見ることが
できるのである。さらにこの 「漸近的な消え方」 を少し一般化して
みると、一見逆正弦法則と似ても似つかない (しかし実は深く関連
した)、ひとつのパラメータ  c で特徴づけられた離散的な分布が現
れるが、これは量子ウォークという研究分野で知られていたもので
あった。本稿で概観するこれらの結果は、上に述べたような量子古
典対応の数理が、数学の諸分野を横断する原理となりうることを予
感させる。(省略した証明については論文 [14] を参照のこと。結果
もすべてこの論文に基づくものである)
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1 前口上

量子場の数理において 「生成消滅演算子」 が果たす基本的な役割はよ
く知られている。いわゆる正準交換関係を少し一般化したような交換関
係をもつ 「生成消滅演算子」 (および 「維持演算子」) の三つ組 (とそれ

が作用する前ヒルベルト空間) のなすシステムが、本稿の主役 = 「相互

作用フォック空間」 である。

そもそも相互作用フオック空間は、そもそもは相互作用する場の数理解
析への量子確率的アプローチにおいて定式化されたが [2, 3]、のちに実軸
上の (すべての次数のモーメントが有限な) 確率測度に関する直交多項
式の理論との関係が発見された [1]。直交多項式に関する有名な 「三項間

漸化式」 を、掛け算作用素の分解として見直すことで、古典的な確率変
数を (互いに非可換な) 三つの作用素へと分解することができ、それが

生成維持消滅演算子に対応するわけである。この分解の手続きは量
子分解とよばれている [9, 10]。

相互作用フォック空間と量子分解の手法を用いて、西郷 [13] はエルミー

ト多項式 (ガウス分布に関する直交多項式) の漸近挙動をとらえる簡単
な代数的組合せ的な手法を導入した。ここでガウス分布とは d $\mu$(x)=

\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2 $\pi$}}e^{-\frac{x^{2}}{2}}dx を指す。

エルミート多項式を \{H_{n}\} と表そう。このとき、その三項間漸化式に着
目すると、対応する 「生成消滅演算子」 が量子調和振動子 (一点上の量
子場) と同じく正準交換関係をみたすことがわかる。また、測度  H_{n}^{2} $\mu$ は

量子調和振動子 (一点上の自由場) のエネルギー固有状態に対応する確
率測度となる。これらの確率測度を適当に正規化して極限をとると、そ
の極限分布は

 d$\mu$_{As}(x)=\displaystyle \frac{dx}{ $\pi$\sqrt{2-x^{2}}}, (-\sqrt{2}<x<\sqrt{2}) .

となる。実は、この測度 $\mu$_{As} は確率論において有名な 「逆正弦法則」 とい

う確率測度なのである。(なお逆正弦法則は、ブラウン運動との著しい関
係において特に有名である。これはポールレヴイ [12 ] の偉大な発見の一

つである。[8, 15, 16] も参照のこと)。一見、この分布と調和振動子との
関係は唐突に思えるかもしれないが、物理的に考えると自然である。と
いうのも、「量子古典対応」 の観点からするならば、「量子数無限」 の極

限で量子調和振動子は古典的な調和振動子に 「なるべき」 であるし (そ

うでなければ量子 「調和振動子」 という名は不適切であろう!) 、そして
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古典的な調和振動子の位置をランダムなタイミングで写真にとるならば、

写真にうつる位置の確率分布が上の逆正弦法則に一致するc (このことは

微積分の簡単な例題に帰着する)。論文 [13] の主眼は、この 「量子古典対
応」 の数理的な背景が、「スケールに比した演算子の非可換性の消失」 と

して代数的にきわめて簡単に捉えられることを示したことであった。
本稿においては、論文 [13] における手法と結果を一般の相互作用フォッ

ク空間に拡張することによってなにがわかるかを概観する。結果は大き.
く二つである。

まず第一の結果は、正準交換関係の場合を含む、ある 「漸近的な可換
性条件」 条件 (RACI) を満たす相互作用フォック空間において、同じよう
に「古典極限」 (後で定義する) としての逆正弦法則が現れることである。
その系として、いわゆる 「古典的」 な直交多項式 (エルミート多項式、ヤ

コビ多項式、ラゲール多項式など、「有名」 な多項式を含むクラス) の漸

近挙動が普遍的なかたちで逆正弦法則とつながっていることが導かれる。
「漸近的な可換性条件」 はさらに緩めることが可能であるが、その緩

められた条件 (RAC2) に関するものが第二の結果である :(RAC2) をみ

たすような相互作用フォック空間に関しては、ある実パラメータ c で特徴
づけられる確率分布の族が 「古典極限」 となる。ここで c=0 は(RACI)
に対応し、逆正弦法則に対応する。 c\neq 0 の場合、ベッセル関数を用いて

表現できる離散的な分布が現れるが、実はこれは量子ウォークの理論 [11]
にも現れるものなのである!

2 基本概念

2.1 代数的確率空間

(通常の、測度論的な) 確率空間 ( $\Omega$, \mathcal{F}, P) に対して、その上のある種
の確率変数がなす (複素係数の) 「可換代数」 と、確率変数の期待値を与
える 「線型汎関数」 の対を考えることができる。具体的には、

(L^{\infty}( $\Omega$, \displaystyle \mathcal{F}, P), \int_{ $\Omega$}\cdot dP) ,

ないしは

(\displaystyle \bigcap_{1\leq p<\infty}L^{p}( $\Omega$, \mathcal{F}, P), \int_{ $\Omega$}\cdot dP)
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を考えればよい。そして、逆にこのような 「可換代数とその上の線形汎
関数の対」 を出発点として確率論を展開することが可能であることが知
られている。この状勢をふまえて、「非可換とは限らない代数とその上の
線型汎関数の対」 = 「代数的確率空間」を出発点として確率論を拡張し
ようというのが、量子確率論の出発点である。

Definition 2.1. 複素係数の代数 A のうえに写像 \in A\mapsto.x^{*}\in \mathcal{A} が定

義されており、任意の X, Y\in \mathcal{A} および  $\alpha$\in \mathbb{C} に関して以下の性質

(X^{*})^{*}=X, ( $\alpha$ X)^{*}=\overline{ $\alpha$}X^{*}, (X+Y)^{*}=X^{*}+Y_{:}^{*} (XY)^{*}=Y^{*}X^{*},

をみたすとき、 \mathcal{A} を *‐代数とよぶ。

Definition 2.2. \mathcal{A} を(単位元をもつ) *‐代数とする。以下の条件をみ
たす線形汎関数  $\varphi$ : \mathcal{A} \mathbb{C}\backslash を \mathcal{A} 上の状態とよぶ。

 $\varphi$(1)=1,  $\varphi$(X^{*}X)\geq 0 , for X\in \mathcal{A}.

Definition 2.3. *‐代数とその上の状態の対 (\mathcal{A},  $\varphi$) を代数的確率空間とよ
ぶ。 \mathcal{A} の元を (\mathcal{A},  $\varphi$) の代数的確率変数と呼ぶ。

ここで、状態  $\varphi$ \mathcal{A}\rightarrow \mathbb{C} 、代数的確率変数 X\in \mathcal{A} および実軸上の確率
測度  $\mu$ の三者関係に関する記法 (「状態  $\varphi$ において、代数的確率変数  X

はある確率法則  $\mu$ に従う」) をひとつ準備しておこう :

Notation 2.4.  $\varphi$(X^{m})=\displaystyle \int_{\mathrm{R}} for all m\in \mathbb{N} なるとき、  X\sim_{ $\varphi$} $\mu$

と表す。(モーメン を使った定義であることに注意)

2.2 相互作用フオック空間

いよいよ相互作用フォック空間を定義する (記法は通常のそれと異なっ
ているが、これはのちに定義される 「両側相互作用フォック空間」 との平

灰をあわせるためと、筆者らの趣昧によるものにすぎない)。

Definition 2.5 (ヤコビ列). 以下の条件をみたす数列の対 (\{$\omega$_{n+1/2}\}, \{$\alpha$_{n}\})^{-}
をヤコビ列とよぶ。

\bullet if \{$\omega$_{n+1/2}\} は正の半整数でパラメトライズされた正数列 :0<$\omega$_{1/2},
$\omega$_{3}/2, $\omega$_{5}/2,
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. if \{$\alpha$_{n}\} は自然数でパラメトライズされた実数列 :$\alpha$_{0}, $\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, \cdots

なお、通常は [10, Definition1.24], \{$\omega$_{n+1/2}\} 上のようなものを 「無限
型」 コビ列と呼ぶが、本稿ではこの型のみを扱うので、単にヤコビ
列とよぶことにする。

Definition 2.6 (相互作用フオック空間). (\{.$\omega$_{n+1/2}\}, \{$\alpha$_{n}\}) をヤコビ列と

する。相互作用フォック空間 $\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$} とは以下の構造 (\{$\Phi$_{n}\}_{n=0}^{\infty}, A, B, C) が付

与された前ヒルベルト空間  $\Gamma$(\mathbb{C}) のことである。

\bullet 以下をみたす固定されたベクトル列 \{$\Phi$_{n}\}_{n=0}^{\infty}\subset $\Gamma$(\mathbb{C})

\langle$\Phi$_{n}, $\Phi$_{m}\rangle  0 if m\neq n かつ \{$\Phi$_{n}, $\Phi$_{n}\rangle=1,
‐  $\Gamma$(\mathbb{C}) は \{$\Phi$_{n}\} によって張られる,

\bullet 作用素  A, B, C: $\Gamma$(\mathbb{C})^{-}\rightarrow $\Gamma$(\mathbb{C}) は以下のように定義される作用素。

-A$\Phi$_{0:}=0, A$\Phi$_{n}=\sqrt{$\omega$_{n-1/2}}^{$\Phi$_{n-1}}.
-B$\Phi$_{n}=$\alpha$_{n}

-C$\Phi$_{n}=\sqrt{$\omega$_{n+1/2}}^{$\Phi$_{n+1}}.

作用素 A は生成作用素 (生成演算子)、 B は維持作用素 (維持演算子)、
C は消滅作用素 (消滅演算子) とよばれる (なお、この記法もまったく
一般的ではない。 A は生成 (annihilation)、 C は消滅 (creation) の頭文

字からとった。 B にあたる言葉をでっち上げようとしたが失敗した)。

Definition 2.7. みっつの作用素の和 X=A+B+C は以下のような対

称三重対角行列によって表される:

X= ($\alpha$_{0}\sqrt{$\omega$_{1/2}}:^{0} \sqrt{$\omega$_{3/2}}\sqrt{$\omega$_{1/2}}$\alpha$_{1}.\sqrt{$\omega$_{3/2}}$\alpha$_{2}0.\cdots) .

この行列をヤコビ行列とよぶ。また、数列 \{X^{m}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle をヤコビ行列  X の

モーメント列とよぶ。
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アカルディとボジェイコは、モーメント有限な任意の実軸上の確率測度

 $\mu$ に対し、そのモーメント列  M_{m}=\displaystyle \int_{\mathrm{R}}x^{m}d $\mu$(x) が、ある相互作用フォツ

ク空間上に作用するヤコビ行列によって \langle X^{m}$\Phi$_{0;}$\Phi$_{0}\rangle と書けることを示し
た [ 1, Section 5]_{0}

\mathcal{A} を A, B, C および恒等作用素 id で生成される複素係数の代数としよ

う。もちろん積や線形構造は線型作用素の合成 (行列の積) と和によって定

める。The multiplication and the linear structure are defined by the usual

matrix calculations. *‐演算も通常と同様に定める。転置として定める。
通常の 「ダガー」 と同様に定める :すなわち \{A=C B=B^{*}, C=A^{*}\}
という関係式によって定める。すると、 *‐代数ができあがる。

ここで作用素 A, B, C が線形空間 \oplus_{n=0}^{\infty}\mathbb{C}$\Phi$_{n} の上に作用していることを

思い由そう。いま、 $\varphi$_{k} を、 $\varphi$_{k} :=\{\cdot$\Phi$_{k}, $\Phi$_{k}\} によって定まる状態としよう

(「下から k 番目のエネルギー固有状態」 に対応)。すると、 \{(\mathcal{A}, $\varphi$_{k})\}_{k\in \mathrm{N}} は

k でパラメトライズされた代数的確率空間の列となる。この列 \{(\mathcal{A}, $\varphi$_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}
の漸近的な振る舞いこそが、本稿の主題である。

2.3 相互作用フオック空間と直交多項式

前口上でも簡単に述べたが、相互作用フォック空間の理論は直交多項式

の話に翻訳すると面白い解釈をもつことになる。  $\mu$ を実軸上の、有限な

モーメントをもつ確率測度とする。すると、多項式のなす空間はヒルベ
ルト空間  L^{2}(\mathbb{R},  $\mu$) に含まれる。例のごとくグラムシュミットの直交化

法を適用すれば、モーメント列を使って直交多項式が定義できる。

\{p_{n}(x)\}_{n=0,1},\cdots を  $\mu$ の(最高次の係数が1の)  n 次直交多項式としよう。
すると、ある数列 $\alpha$_{n}, $\omega$_{n-1/2} が存在して以下のいわゆる 「三項間漸化式」

p_{0}(x) = 1 ,

xp_{0}(x) = Pl (x)+$\alpha$_{0}p_{0}(x) ,

xp_{n}(x) .

= p_{n+1}(x)+$\alpha$_{n}p_{n}(x)+$\omega$_{n-1/2}p_{n-1}(x) , n\geq 1

が成り立つ。ここで、  $\mu$ の台が無限集合であれば、  $\omega$_{n-1/2} が常に正であ

ることを示すのは難しくない。したがってわれわれは、確率測度  $\mu$ から

ヤコビ列 (\{$\omega$_{n+1/2}\}, \{$\alpha$_{n}\}) を得たわけである。

P_{n} を 「正規化された」 直交多項式、すなわち p_{n}/\Vert p_{n}\Vert_{2} としよう。等長
作用素 U : $\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$}\rightarrow L^{2}(\mathbb{R},  $\mu$):$\Phi$_{n}\mapsto P_{n} は U^{*}xU=A+B+C をみたすご
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とが知られている。ここで x は L^{2}(\mathbb{R},  $\mu$) 上の掛け算作用素を表す (証明
についてはSee [10, Theorem 1.51] を参照)。このことは、測度論的な確
率変数が非可換な代数的確率変数の和へと分解できるということをいっ
ている。このアイデアは量子分解とよばれている [9] (see also [10, Section

1.5])。等式 U^{*}xU=A+B+C より、 A+B+C\sim_{$\varphi$_{n}}|P_{n}(x)|^{2} $\mu$(dx) が導

かれる。

Remark 2.8. 任意の代数的確率空間 (\mathcal{A},  $\varphi$) の代数的確率変数 X\in \mathcal{A} が

X=X^{*} をみたすならば、ある実軸上の  $\mu$ が存在して \sim_{ $\varphi$} $\mu$ となるこ

とを証明することができる。なお一意性は常にはなりたたない (モーメ
ント問題)。

3古典極限の概念調和振動子の例を手掛かりに

いよいよ本稿における 「量子古典対応」 の意味を明らかにするために、
「古典極限」 の概念を導入しよう。まずは指針をうるために、相互作用
フォック空間のもっとも単純な例である 「調和振動子」 に注目する。これ

は、ヤコビ列が  $\omega$_{n+1/2}=n+1, $\alpha$_{n}=0 に対応する相互作用フォック空間
にほかならない。このとき、

X:=A+B C=A+C

は物理的にいえば調和振動子の 「位置」 をあらわし、

X\displaystyle \sim_{ $\varphi$ 0}\frac{1}{\sqrt{2 $\pi$}}\mathrm{e}\mathrm{x}\dot{\mathrm{p}}(-\frac{x^{2}}{2})dx.
となる。つまり、 n=0 に対応する状態に関しては、位置の確率分布はガ
ウス分布となるということである。これは、量子論でよく知られている
ことである。

こんどは、 n が大きくなっていくと対応する確率分布はどうなるか、と
いう問題を考えてみよう。これは量子論でいう 「古典極限」 を考えるこ

とに対応し、量子論と漸近解析の基礎的な問題のひとつであるが (たと

えば[7, Section 3 \cdot 6] 参照)、西郷 [13, Section 3] はこれを量子確率論的な
視点から考察し、きわめて簡単な代数的な方法で極限分布 (適当な正規

化をしたときの弱収束の意味で) を導いた。その極限分布こそ逆正弦法
則である。
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Theorem 3.1 (Theorem 3.1 in [13]). $\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$}:=( $\Gamma$(\mathbb{C}), A, B\equiv 0|C) を量子

調和振動子とする。「位置」 X:=A+C に対し、 $\mu$_{n} を

\displaystyle \frac{X}{\sqrt{2k+1}}\sim_{ $\varphi$ k}$\mu$_{k}.
みたす実軸上の確率分布として定義する。このとき、 $\mu$_{n} は逆正弦法則 $\mu$_{As}

に弱収束する。

ここで \sqrt{2k+1} は分散を1にするための因子にすぎない。逆正弦法則
が古典的な調和振動子の時間平均での振る舞いをあらわすことは簡単に
わかるので (実際、速度と確率が反比例することから微積分の計算にも
ちこめばよい)、上の定理は調和振動子に関する 「量子古典対応」 である

と言えよう。

以上にふまえて、相互作用フォック空間に対する 「古典極限分布」 の概

念を定義しよう。それは、状態怖のもとでの X の分布が (正規化を施

したのちに) 収束する先の分布のことである。ここで、技術的な理由か
ら、収束の意味としては 「モーメント収束」 をとっておく。モーメント収

束とは、すべてのモーメントが収束することを指し、量子確率論のアプ
ローチからも証明がしやすい。しかも、モーメント収束先の分布が逆正
弦法則のようにモーメント問題決定的 (すなわちそのモーメントをもつ

唯一の確率分布であること。コンパクト台をもてば必ずそうなる) であ

りさえすれば、そこから弱収束もしたがうからである。

Definition 3.2 (古典極限分布). $\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$}:=( $\Gamma$(\mathbb{C}), A, B, C) を相互作用フォツ
ク空間としよう。「位置」 X be A+B+C に対し、実軸上の確率分布 $\mu$_{n}

を

\displaystyle \frac{X-$\alpha$_{n}}{\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}}\sim_{ $\varphi$}$\mu$_{n}.
をみたす分布とする。このとき、実軸上の確率分布 の古典極限

分布であるとは、 $\mu$_{n} が  $\mu$ にモーメント収束することである。

なお、上のように、 -$\alpha$_{n} and ./\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}} というファクターを

つけることで、分布は平均 0 かつ分散1に正規化される。

Remark 3 \cdot 3. 古典極限分布が存在するかどうかはヤコビ列による。多く

の面白い (歴史的に注目されてきた) 例に関しては、その極限は存在す

る—逆正弦法則がそれである (5.4を見よ)。、いっぽう、古典極限分
布の一意性も重要な問題であり、それがモーメント問題にほかならない。
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もし古典極限分布がモーメント問題決定的 (したがって一意的) である

ならば、モーメント収束から弱収束が導かれることになる (なお、途中

の分布がモーメント問題決定的である必要はなく、収束先さえ決定的な

らばよい。[6, Theorem 4.5.5]参照のこと)。

直交多項式の観点から言えば、この 「古典極限分布」 とは、「直交多項

式の二乗ともとの確率分布との積」 が与える確率分布の極限にほかなら
ない。たとえば、調和振動子すなわちガウス分布の場合に関していえば、
定理3.1の系として次のことが従う :

疏 (正規化された)  k 次エルミート多項式とする。

このとざ |P_{k}(x)|^{2}\displaystyle \frac{\exp(-x^{2}/2)}{\sqrt{2 $\pi$}}dx はまた確率分布となりその分散は 2k+1

となるが、これを正規化した列

\displaystyle \sqrt{2k\dotplus 1}|P_{k}(\sqrt{2k+1}x)|^{2}\frac{\exp(-(2k+1)x^{2}/2)}{\sqrt{2 $\pi$}}dx
は逆正弦法則 $\mu$_{As}(dx)=\displaystyle \frac{dx}{ $\pi$\sqrt{2-x^{2}}} に弱収束する。

しかし実をいえば、以下に見るように、これは決してエルミート多項
式特有の現象ではないのである!

4 両側相互作用フオック空間

量子古典対応の数理を一般の相互作用フォツク空間において考えるため
ーいいかえれば一般の直交多項式系の対応する漸近挙動について考える
ため一これから 「上にも下にも無限な」 相互作用フォック空間 = 「両側相
互作用フォック空間」 を導入する。

その着想を直感的にのべてみよう。通常の相互作用フォック空間には
「底」 = 「真空」 (つまり $\Phi$_{0} ) がある。その 「真空」 に対応するベクトル

に生成作用素をかけていって基底がえられる。順次かけていくことを 「無

限につづく階段をのぼる」 がごとくに考えるとすれば、量子古典対応とい
うのは、「非常な みからの眺め」 を考えることにほかならない。その雲

中からの眺めを想像すれば、「上にも下にも無限な」 階段の 「ように1見

えるに違いない。してみると、「上にも下にも無限な」 相互作用フォック
空間 = 「両側相互作用フォック空間」 を考えることで、量子古典対応の数

理を見通しよく整理できるに違いない。そして実際そうなのである。(な

お、われわれは最近、「両側相互作用フォック空間」 の利用法は、量子古

9



典対応のみに限るものではないだろうと考えている。あとでのべる量子
ウォークの数理との衝撃的な出会いは、‐ おそらくそれを強く示唆するも

のであろう。)

では、「両側ヤコビ列」 に引きつづいて 「両側相互作用フォック空間」

を定義しよう。

Definition 4.1 (両側ヤコビ列).

 $\omega$ = \displaystyle \{$\omega$_{m}\geq 0|m=\cdots, -\frac{3}{2}, -\frac{1}{2}, \frac{1}{2}|'\frac{3}{2}., \cdots\},
 $\alpha$ = \{$\alpha$_{n}\in \mathbb{R}|n=\cdots, -2, -1, 0, 1, \cdot\cdot

を、以下の二条件をみたす両側に無限な実数列とする :

(1) ある自然数  N が存在して

\bullet  m<N ならば  $\omega$m =0,

\bullet  m>N ならば  $\omega$m >0,

\bullet  n<N ならば  $\alpha$n =0.

(2) 任意の半整数 m=\cdots, -\displaystyle \frac{3}{2}, -\displaystyle \frac{1}{2}, \displaystyle \frac{1}{2}, \displaystyle \frac{3}{2}, \cdots に対して $\omega$_{m}>0.

このとき、対 ( $\omega$,  $\alpha$) を両側ヤコビ列という。

Definition 4.2 (両側相互作用フオック空間). ( $\omega$,  $\alpha$) ビ列と

する。両側相互作用フォック空間 $\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$} とは以下の条件をみたす四つ組

( $\Gamma$(\mathbb{C}), A, B, C) のことである :  $\Gamma$(\mathbb{C})=\oplus_{n=-\infty}^{\infty}\mathbb{C}$\Phi$_{n} は内積が \{$\Phi$_{n}, $\Phi$_{m}\rangle
$\delta$_{n,m} によって定められる前ヒルベルト空間、 A, B, C はそれぞれ

\bullet A$\Phi$_{n}=\sqrt{$\omega$_{n-1/2}}^{$\Phi$_{n-1}}.

.. B$\Phi$_{n}=$\alpha$_{n}$\Phi$_{n}.

\bullet C$\Phi$_{n}=\sqrt{$\omega$_{n+1/2}}^{$\Phi$_{n+1}}.

によって定められる作用素。それぞれを生成作用素、維持作用素、消滅

作用素とよぶ。

次は両側ヤコビ行列 :
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Definition 4.3. みっつの作用素の和 X=A+B+C は(両側に無限な)
三重対角行列 X=[X_{m,n}]_{m,n\in \mathrm{Z}} によって表される :ここで各成分は

X_{m,n}=\left\{\begin{array}{ll}
\sqrt{$\omega$_{n-1/2}}., & m=n-1,\\
$\alpha$_{n}, & m=n,\\
\sqrt{$\omega$_{n+1/2}}, & m=n+1,\\
0, & |m-n|\geq 2.
\end{array}\right.
で与えられる。 を両側ヤコビ列 ( $\omega$,  $\alpha$) に対する両側ヤコビ
行列とよぶ。

両側ヤコビ行列 は代数的確率変数であり、状態 \langle\cdot$\Phi$_{\mathfrak{a}}, $\Phi$_{0}\rangle とでの

モーメントはその行列要素によって以下のように計算できる。

\langle X^{1}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle = $\alpha$_{0},

\langle X^{2}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle = $\omega$_{-1/2}+$\alpha$_{0}^{2}+$\omega$_{-1/2},
\langle X^{3}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle = $\omega$_{-1/2}$\alpha$_{-1}+2$\omega$_{-1/2}$\alpha$_{0}+$\alpha$_{0}^{3}+2$\omega$_{1/2}$\alpha$_{0}+$\omega$_{1/2}$\alpha$_{1},

一般に、次の補題がいえる。

Lemma 4.4. X^{k} の行列要素は、 \{\sqrt{$\omega$_{n+1/2}}\}\cup\{$\alpha$_{n}\} の多項式によって書

ける。

実をいうと、モーメント \langleX樋o,  $\Phi$ は「 \{$\omega$_{n+1/2}\}\cup\{$\alpha$_{n}\} の多項式で」

書くこともできるのだが、上のような弱い形でも、下の補題を示すには
十分である :

Lemma 4.5. を両側ヤコビ列の列とし、 ( $\omega$,  $\alpha$) を両側ヤ
コビ列とする。 X^{(k)} および X を( \oplus_{n=-\infty}^{\infty}\mathbb{C}$\Phi$_{n} 上に作用する) 対応する両

側ヤコビ行列とする。 \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}$\omega$_{n+1/2}^{(k)}=$\omega$_{n+1/2} と \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}$\alpha$_{n}^{(k)}=$\alpha$_{n} が任
意の整数 n について成り立つならば、以下のようにモーメントが収束す
る :\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\langle(X^{()})^{m}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle=\langle X^{\prime n}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle.

以上によって議論の舞台が整った。
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5 古典極限としての逆正弦法則

5.1 相対的漸近可換性その1 :(RACI)

すでにみたように、調和振動子における量子古典対応の数理の核心は、
ことにあった。そこ

で、この条件を定式化してみよう。あとでより一般化されるので、ここ
「相対的漸近可換性その1」 という意味で(RACI)と名

付けて定式化する。

Definition 5.1. 相互作用フオック空間が (RACI) をみたすとは、交換子

[A, C| と [A, B] とが以下の意味で漸近的に零となることである :

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{AC-CA}{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}$\Phi$_{n}=0, \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{AB-BA}{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}$\Phi$_{n}=0.
この定義がわれわれの定式化したいものと整合していることは、 \langle\cdot.$\Phi$_{n}, $\Phi$_{n}\rangle

が第  n 番目の状態を表していることからわかるだろう、なお、 $\omega$_{n+1/2}+

$\omega$_{n-1/2} は代数的確率変数 X=A+B+C の、状態 \{\cdot$\Phi$_{n}, $\Phi$_{n}\rangle における分

散にほかならない。

上の定義は、次のようにも言い換えられる。

Lemma 5.2. 条件 (RACI) は以下と同等である :

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{$\omega$_{n+1/2}}{$\omega$_{n-1/2}}=1, \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{$\alpha$_{n}-$\alpha$_{n-1}}{\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}}=0.
量子調和振動子では、上の条件が満たされているが、ほかにも多くの

面白い相互作用フォック空間 (面白い直交多項式に対応) が上の条件をみ

たす。以下の主定理は、したがって、量子調和振動子の場合の 「量子古典

対応」 すなわち定理3.1の、ひとつの適切な一般化である。

5.2 主定理 :古典極限としての逆正弦法則

Theorem 5 \cdot 3. $\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$}:=( $\Gamma$(\mathbb{C}), A, B, C) を、(RACI) をみたす相互作用

フォック空間とする。このとき、.3.2の意味での古典極限分布が存在し、
dx

それは逆正弦法則
\overline{ $\pi$\sqrt{2-x^{2}}}

. にほかならない。
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Proof. (\{$\omega$_{n+1/2}\}, \{$\alpha$_{n}\}) を(片側) ヤコビ列とし、(RACI) が成り立って
いるとしよう。 k 番目の状態 \{\cdot$\Phi$_{k}, $\Phi$_{k}\} に関して正規化された、 \oplus_{n=0}^{\infty}\mathbb{C}$\Phi$_{n}
上に作用する代数的確率変数

X^{(k)}=\displaystyle \frac{X-$\alpha$_{k}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}}
を考える。行列要素は、

X_{m,n}^{(k)}=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{$\omega$_{n-1/2}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}}, & m=n-1,\\
\frac{}{}\frac{$\alpha$_{n}-$\alpha$_{k}}{\sqrt{$\omega$_{k+1}d^{2}+$\omega$_{k-1/2}},\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}(n+1/2}, & mm=n+=n,1,\\
0, & |m-\dot{n}|\geq 2.
\end{array}\right.
となる。 \oplus_{n=0}^{\infty}\mathbb{C}$\Phi$_{\dot{n}} に作用する X^{(k)} を「高みから眺める」 ため、添え字

m, n=\backslash 0 , 1, \cdots

,  k, \cdots を  m, n=-k, -k+1, \cdots

,  0, \cdots に取り換えて、舞

台を両側相互作用フォック空間 $\Gamma$^{\mathrm{f}k)}=\oplus_{n=-k}^{\infty}\mathbb{C}$\Phi$_{n} に移す。状態 \langle\cdot$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0} }
のもとで、以下のような行列要素をもつ代数的確率変数 \overline{X(k}) を考えよう :.

\overline{X(k})_{m,n}=\left\{\begin{array}{l}
\frac{$\omega$_{n+k-1/2}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}}, m=n-1,\\
\frac{$\alpha$_{n+k}-$\alpha$_{k}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}}, m=n,\\
\frac{$\omega$_{n+k+1/2}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}}, m=n+1,\\
0,
\end{array}\right.|m-n|\geq 2.

Lemma 5.2の最初の条件より、 \{$\omega$_{n+k+1/2}\}_{n=-k}^{\infty} は1となる。これより各
n については、.

\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\overline{X(k})_{n-1,n}= =k\rightarrow\infty 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\overline{X(k})_{n+1,n}.
いっぽう Lemma 5.2の第二の条件より、 k1 = 0:とな

り、 \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\frac{$\omega$_{n+k+1/2}}{$\omega$_{k+1/2}}=0_{ $\iota$} これより各 n に対しては \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}X^{(k)_{n,n}}=0 となる。

ここでLemma 4.5の出番となる。 \overline{X} を以下の様な、 \ell^{2}(\mathrm{Z}) 上に作用す
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る両側無限行列で表される代数的確率変数としよう :

=(\cdots  1/^{0}\sqrt{2} 1/\sqrt{2}1/\sqrt{2}0 1/\sqrt{2}0. \cdot

.

. )
ここで は \{\cdot$\Phi$_{0},.$\Phi$_{0}\rangle という行列要素の位置を表している。ここでLemma
4.5を用いれば、

\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\langle(X^{(k)})^{m}$\Phi$_{k}, $\Phi$_{k}\displaystyle \rangle=\lim_{k\rightarrow\infty}\langle(\overline{X(k}))^{m}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle=\vee\langle.(\tilde{X})^{m}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle.
このようにして、古典極限が \overline{X} によって記述できることがわかった。あ
とは、その分布の正体を明らかにするだけである。

論文 [13] のように純粋に組合せ論的な方法によることも可能だが、こ
こでは後で必要となる議論の雛形とするため、 \mathbb{Z} と \mathbb{T}=\{z\in \mathbb{C}||z|=1\}
のフーリエ双対性に訴えてみよう。

\mathcal{F}:L^{2}(\mathbb{T})\rightarrow P^{2}(\mathbb{Z}) をフーリエ変換とする。 \{n\}\subset \mathbb{Z} の特性関数 $\delta$_{n} を

両側相互作用フオック空間の完備化の上のベクトル $\Phi$_{n} と同一視しよう。

フーリエ変換 \mathcal{F} は、 \mathcal{F}(z^{n})=$\Phi$_{n} によって規定でき (ここで z^{n} は関数
\mathbb{T}\ni z\mapsto z^{n}\in \mathbb{C} を表す)、 \mathcal{F} (を制限したもの) は \mathrm{T} の(負の整数の次

数も許した) 多項式関数たち全体と両側相互作用フォック空間との間の全
射な等距離写像を与えることになる。

\tilde{X} は作用素として $\Phi$_{n} を \displaystyle \frac{$\Phi$_{n-1}}{\sqrt{2}}+\frac{$\Phi$_{n+1}}{\sqrt{2}} に移すから、そのフーリエ変換

\mathcal{F}^{-1}\overline{X}\mathcal{F} は z^{n} を

\displaystyle \frac{z^{n-1}}{\sqrt{2}}+\frac{z^{n+1}}{\sqrt{2}}=(\frac{\overline{z}}{\sqrt{2}}+\frac{z}{\sqrt{2}})z^{n}=\sqrt{2}{\rm Re}(\mathrm{z})z^{n}
に移す。これは、作用素 \mathcal{F}^{-1}\overline{X}\mathcal{F} が関数 \mathbb{T} z\mapsto\sqrt{2}{\rm Re}(z)\in \mathbb{R} による掛

け算作用素であることを意味する。
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したがって、

\langle(\overline{X})^{m}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle_{l^{2}(\mathrm{z})} = \langle(\sqrt{2}{\rm Re}(z))^{m}1, 1\rangle_{L^{2}(\mathrm{T})}
= \displaystyle \int_{\mathrm{t}[}(\sqrt{2}{\rm Re}(z))^{m} d(ハール測度)

= \displaystyle \int_{0}^{2 $\pi$}(\sqrt{2}{\rm Re}(e^{it}))^{m}\frac{dt}{2 $\pi$}
= \displaystyle \int_{ $\pi$}^{2 $\pi$}(\sqrt{2}\cos t)^{m}\frac{dt}{ $\pi$}.

ここで \sqrt{2}\cos t を x と置換すれば、

\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\langle(X^{(k)})^{m}$\Phi$_{k}, $\Phi$_{k}\rangle=\int_{-\sqrt{2}^{X^{m}}}^{\sqrt{2}}\frac{dx}{ $\pi$\sqrt{2-x^{2}}}.
これが示すべきことであった。 口

Remark 5.4. 上の定理より、いろいろな興味深いケースに関して、逆
正弦法則が古典極限分布となることがわかる。いくつかの例をあげてみ
よう。

(1) 一様分布 \displaystyle \frac{$\chi$_{1-1,1]}dx}{2} に対応する相互作用フォック空間はヤコビ列

$\omega$_{n+1/2}=\displaystyle \frac{(n+1)^{2}}{(,2n+1)(2n+3)}, $\alpha$_{n}=0.
で与えられる。

(2) 指数分布 $\chi$_{1^{0},\infty)}e^{-x}dx に対しては、ヤコビ列

$\omega$_{n+1/2}=(n+1)^{2}, $\alpha$_{n}=2n+\mathrm{i}.
が対応する。

(3) q‐ ガウス分布 (-1<q\leq 1) はヤコビ列

$\omega$_{n+1/2}=1 q+q^{2}+\cdots+q^{n}, $\alpha$_{n}=0.

に対応する確率分布である。 q=1 のときが通常のガウス分布であ
り、 q=0 のときが自由確率論 ランダム行列の理論等に現れるウィ

グナーの半円則 \displaystyle \frac{\sqrt{4-x^{2}}dx}{2 $\pi$} である。
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Lemma 5.2より、上記の分布に対応する相互作用フォック空間はすべて

(RACI) をみたす。

Remark 5 \cdot 5. 逆正弦法則は決定的モーメント問題の解であるから、定理
におけるモーメント収束から弱収束が従う。

Theorem 5 \cdot 3からは、直交多項式の漸近挙動についての次の事実が従う :

Corollary 5.6.  $\mu$ を(RACI) をみたすヤコビ列 (\{$\omega$_{n}\}, \{$\alpha$_{n}\}) に対応する

確率測度とし、瓦をその規格化された n 次の直交多項式としよう。 $\mu$_{n}

を $\mu$_{n}(dx):=|P_{n}(\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}x)|^{2} $\mu$(\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}dx) と定義す

れば、 $\mu$_{n} は逆正弦法則 $\mu$_{As} に弱収束する。

この定理と、上の remark から、ルジャンドル多項式 (一様分布に対応)、
ラゲール多項式 (指数分布に対応)、q‐エルミート多項式 (-1<q\leq 1 、

q‐ ガウス分布に対応) などの漸近挙動が逆正弦法則を用いて統一的に理解

できるようになる。

6新種の古典極限の発見

6.1 相対的漸近可換性その 2_{-} :(RAC2)

では、より一般の場合についてはどうだろうか?A, B,.C.についての漸
近可換性のより弱い条件 (RAC2) を定義してみよう。(RAC2) をみたすが

(RACI) を満たさないような場合には、われわれが 「離散逆正弦法則」 と

よぶ薪種の古典極限が現れてくることとなる。

Definition 6.1. 相互作用フオック空間が (RAC2) をみたすとは、 [A, C]
が漸近的に零となり [A, B] が漸近的にスカラー倍となること、すなわち

\bullet \displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{AC-CA}{$\omega$_{n\dotplus 1/2}+$\omega$_{n-1/2}}$\Phi$_{n}=0 and

\bullet ある実数  r が存在して

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{(AB-BA).-rA}{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}$\Phi$_{n}=0
をみたすことである。
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(RACI) の場合と同様、次の言い換えが成り立つ :

Lemma 6.2. 条件 (RAC2) は、 \displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\frac{$\omega$_{n+1/2}}{$\omega$_{n-1/2}}=1 かつ \displaystyle \{\frac{$\alpha$_{n}-$\alpha$_{n-1}}{\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}}\}_{n}
が収束することと同値である。

以後、この \displaystyle \{\frac{$\alpha$_{n}-$\alpha$_{n-1}}{\sqrt{$\omega$_{n+1/2}+$\omega$_{n-1/2}}}\}_{n} の収束先を c と書く。

Example 6.3. \bullet (RACI) をみたす相互作用フォック空間は (RAC2)
をみたす。( c=0 の場合にあたる。)

\bullet ヤコビ列 $\omega$_{n+1/2}=1/2, $\alpha$_{n}=cn で定義される相互作用フォック空間

$\Gamma$_{ $\omega,\ \alpha$} は(RAC2) をみたす。このときヤコビ行列は

X=(1/_{0}^{0}\sqrt{2} 1/^{c}\sqrt{2}1/\sqrt{2} 1/^{0}\sqrt{2}2.c \cdots)
となる。

6.2 古典極限の同定

(RAC2) をみたす相互作用フオック空間を考察しよう。代数的確率変数

\displaystyle \frac{X-$\alpha$_{k}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}} を X^{(k)} とにする。以下が成 \mathfrak{d} 立つ:

Lemma 6.4. 任意の整数 m, n に対し

\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\langle X^{(k)}$\Phi$_{k+m}, $\Phi$_{k+n}\rangle=\left\{\begin{array}{ll}
1/\sqrt{2}, & m=n-1,\\
cn, & m=n,\\
1/\sqrt{2}, & m.=n+1,\\
)0, & |m-n|\geq 2.
\end{array}\right.
が成立する。

あとは前節とまったく同様なストーリーである。 X^{(k)} の漸近挙動を調

べることは、前節と同様に考えることで、要するに次の代数的確率変数
\overline{X} を調べることに帰着する :
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\overline{X}=[
.

.

. 1/_{0}\sqrt{2}-2c 1/_{0}\sqrt{2}1/\sqrt{2}-c 1/_{0}\sqrt{2}1/^{0}\sqrt{2}0 1/^{\mathcal{C}}\sqrt{2}1/^{0}\sqrt{2} 1/^{0}\sqrt{2}2.c .'. ]
ここで 0�は (0,0) 成分を示している。Lemma 4.5により、行列要素の

収束から次のモーメント収束が従う :

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\langle(X^{(k)})^{m}$\Phi$_{k}, $\Phi$_{k}\rangle=\langle\overline{X}^{m}$\Phi$_{0}-\cdot, $\Phi$_{0}\rangle . (6.1)

\overline{X} のモ ー メント列 を計算するために、 P^{2}(\mathbb{Z})=\overline{\oplus_{k\in \mathrm{Z}}\mathbb{C}$\Phi$_{k}}
の上で稠密に定義された作用素としての \overline{X} に注目しよう。フーリエ変換

\ell^{2}(\mathbb{Z})\cong L^{2}(\mathrm{T}) を介して、 \overline{X} は L^{2}(\{e^{u}\}) 上で稠密に定義された作用素
に読み替えられる。(ローラン多項式 z=e^{it} の張る空間がその定義域と

なる。)

\mathbb{T}=\{e^{it}|t\in \mathbb{R}\} 上の有界な可測関数 f に対して、掛け算作用素  L^{2}(\mathbb{T})\ni
 g\mapsto fg\in L^{2}(\mathbb{T}) を M[f] とにする。作用素 \overline{X} はローラン多項式

に以下のように作用する:

\bullet \overline{X}\cdotの 「消滅作用素部分」 は掛け算作用素  M[e^{-it}/〉\sqrt{}2 として、

cd
\bullet \overline{X} の は微分作用素 ‐— として、

idt

\bullet \overline{X} の「生成作用素部分」 は掛け算作用素 M[e^{it}/〉\sqrt{}2 として。

c=0 の場合、つまり(RACI) の場合はすでに考えたから、以後は c\neq 0
の場合を考えよう。上にのべたことより、 \overline{X} は

M [樹 +\displaystyle \frac{c}{i}\frac{d}{dt}\cdot+M[\frac{e^{it}}{\sqrt{2}}] = \displaystyle \frac{c}{i}. (\displaystyle \frac{d}{dt}+iM[\frac{\sqrt{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}.t}{c}-])
.

.
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という作用素と見なせる。これはさらに、

M[\displaystyle \frac{e^{-it}}{\sqrt{2}}]+\frac{\mathrm{c}}{i}\frac{d}{dt}+M[\frac{e^{it}}{\sqrt{2}}]
= \displaystyle \frac{c}{i}M[\exp(-i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})]0\frac{d}{dt}\mathrm{o}M[\exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})]
= M[\displaystyle \exp(-i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})]\mathrm{o}(\frac{c}{i}\frac{d}{dt})\circ M[\exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})].

と計算できる。この計算は、ローラン多項式に作用させれば (もっとい

えば単項式でよい) たしかめられる。

\displaystyle \exp(i\frac{\sqrt{2}^{-}\sin t}{c}) はの絶対値は1であり、フーリエ係数から以下のよう

に確率 \Re|J度を構\Re できる :まず  a_{n}(\mathrm{c}) をフーリエ係数として

\displaystyle \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\cdot(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})=\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{n}(c)e^{int}.
によって定義する。これにより、以下のような確率測度を定義する。

Definition 6.5. x\in \mathbb{R} に対し、 5_{x} は x に集中した確率測度 (デルタ測
度 ) を表す。このとき実軸上の確率測度

$\mu$_{c}=\displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}}|a_{n}(c)|^{2}$\delta$_{\mathrm{m}}
を離散逆正弦法則とよぶ。

Theorem 6.6. \cdot $\Gamma$_{\{\dot{ $\omega$}_{n}\},\{$\alpha$_{n}\}} を条件 (RAC2) は満たすが (RACI) は満たさな

い相互作用フォック空間とし、実数 c を \displaystyle \lim— で定義す
$\alpha$_{n}-$\alpha$_{n}

n\rightarrow\infty\sqrt{$\omega$_{n-1/2}+$\omega$_{n+1/2}}
る。このとき、古典極限は離散逆正弦法則となる。すなわち、各自然数
m に対し

\displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}\langle(\frac{X-$\alpha$_{k}}{\sqrt{$\omega$_{k+1/2}+$\omega$_{k-1/2}}})^{m}$\Phi$_{k}, $\Phi$_{k}\rangle=\int_{\mathrm{R}}x^{m}$\mu$_{c}(dx) .

となる。
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Proof. (6.1) より、以下を示せばよい :

\displaystyle \langle\overline{X}^{k}$\Phi$_{0}, $\Phi$_{0}\rangle=\int_{\mathrm{R}}x^{m}$\mu$_{c}(dx) .

これを示すため、フーリエ変換を用いて左辺を変形していくと、

\displaystyle \langle(M[\frac{e^{-it}}{\sqrt{2}}]+\frac{c}{i}\frac{d}{dt}+M[\frac{e^{it}}{\sqrt{2}}])^{m}1, 1\rangle_{L^{2}(\{e^{it}\})}
= \displaystyle \{\{M[\exp(-i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})]0\left(\begin{array}{l}
dc\\
--\\
idt
\end{array}\right)\circ M[\exp(\}^{m}1,1\}
= \displaystyle \{M[\exp(-i\frac{\sqrt{2}\sin t}{\mathrm{c}})]\circ(\frac{c}{i}\frac{d}{dt})^{m}\circ M[\dot{\mathrm{e}}\mathrm{x}\mathrm{p}(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})]1, 1\}_{L^{2}(\{e^{it}\})}
= \displaystyle \langle(\frac{c}{i}\frac{d}{dt})^{m}\mathrm{e}x\mathrm{p}.(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c}) , \displaystyle \exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})\}_{L^{2}(\{e^{it}\})}

となる。ここで \displaystyle \exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c})_{\mathrm{I}} のフーリエ展開を用いれば

\displaystyle \{(\frac{c}{i})^{m}\frac{d^{m}}{dt^{m}}\exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c}),\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{n}(c)e^{int}\}_{L^{2}(\{e^{it}\})}
= \displaystyle \sum_{n\in \mathrm{Z}}\overline{a_{n}(c)}\{(\frac{c}{i})^{m}\frac{d^{m}}{dt^{m}}\exp(i\frac{\sqrt{2}\mathrm{s}.\mathrm{i}\mathrm{n}t}{c}), e^{int}\}_{L^{2}(\{e^{it}\})}

となる。部今積分を用いれば、さらに

\displaystyle \sum_{n\in \mathbb{Z}} \langle\exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c}), (\frac{c}{\dot{i}})^{m}\frac{d^{m}}{dt^{m}}e^{int}\}_{L^{2}(\{\})}
= \displaystyle \sum_{n\in} \displaystyle \{\exp(i\frac{\sqrt{2}\sin t}{c}) . � e^{int}\}_{L^{2}(\{e^{i\mathrm{t}}\})}

と変形できる。これは \displaystyle \int_{\mathrm{R}}x^{m}$\mu$_{c}(dx) に他ならなし \backslash 。口
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実は、この分布はモーメ ト問題決定的であることもわかるので、上
の定理でのモーメント収束は実際には 「弱収束」 でもある。

また、さらにもう少し計算を進めると、離散的逆正弦法則のより具体
的な表示も得られる :

Theorem 6.7. 離散逆正弦法則  $\mu$。は  c\mathbb{Z} を台に持つ。 n=0 , 1, 2, \cdots に対

し、重み $\mu$_{c}(\{cn\}) および  $\mu$c({‐cn}) は以下のように与えられる :

 $\mu$_{c}(\displaystyle \{cn\})=$\mu$_{c}(\{-cn\})=\frac{1}{2^{n}\mathrm{c}^{2n}}(\sum_{l=0}^{\infty}\frac{(-1)^{l}}{(\sqrt{2}c)^{2l}}\frac{1}{(n+l)!l!})^{2}=. \displaystyle \{J_{n}(\frac{\sqrt{2}}{c})\}^{2}
ここでゐは次の第1種ベッセル関数を表す。

Remark 6.8. ベッセル関数との関係については、Prof. Marek Bozejko
およびProf. Wojciech Mlotkowski 両氏の指摘により発見された。ここに
記して感謝する。

実は、この離散逆正弦法則は、「 \mathbb{Z} 上の連続時間量子ウォーク」 の時刻
t= ①での分布 [11] と本質的に同じものである。我々の結果は、量子確率
論と量子ウォークの理論との隠れた結びつきを示唆している。

最後に:、 c\rightarrow 0 としたときの $\mu$_{c} の極限について議論しよう。

 $\mu$。の  m 次モーメントは

\displaystyle \langle(\frac{e^{-it}}{\sqrt{2}}.+\frac{e^{it}}{\sqrt{2}}+\frac{c}{i}\frac{d}{dt})^{m}11\rangle_{L^{2}(\{e^{it}\})}
で与えられるから、 c を 0 に近づけるとき、離散逆正弦法則のモーメン
トは

\displaystyle \langle(\frac{e^{-ii}}{\sqrt{2}}+\frac{e^{it}}{\sqrt{2}})^{m}1, \displaystyle \mathrm{i}\rangle_{L^{2}(\{e^{it}\})}=\int_{- $\pi$}^{ $\pi$}(\sqrt{2}\cos t)^{m}\frac{dt}{2 $\pi$}=\int_{-\sqrt{2}^{X^{m}}}^{\sqrt{2}}\frac{dx}{ $\pi$\sqrt{2-x^{2}}}.
に収束する。これは逆正弦法則のモーメントに他ならない。逆正弦法則

はモーメント問題決定的なので、モーメント収束は弱収束を導く。以上
より以下の定理を得る :

Theorem 6.9. c\rightarrow 0 のとき、離散逆正弦法則 $\mu$_{c} は逆正弦法則 \displaystyle \frac{dx}{ $\pi$\sqrt{2-x^{2}}}
に弱収束する。

この定理は、我々の名付けた 「離散逆正弦法則」 と逆正弦法則とを関

係づける基本的なものであるとともに、ここから 「連続時間量子ウォー

ク」 の極限分布が逆正弦法則となる [11] という事実への簡単な証明が得

られるという意味でも興昧深い。
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