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1 はじめに

本論文では、与えられた点  x_{0} から最も近い集合の共通部分の点を見つける問題 (最良近似問題)
を考える:

minimize \Vert u-x_{0}\Vert
(1.1)

subject to  u\in intC \cap D,

ただし、 C はHilbert 空間 H の閉凸錐、intC は集合 C の内点全体の集合、 D は H の閉凸集合と

する。本論文を通して以下の条件を仮定する

intC \cap D\neq\emptyset . (1.2)

intC は開集合であるため、問題 (1.1) の一意解の存在は保証されない。そこで本研究では、問題

(1.1) の近似解を見つけることを考える。問題 (1.1) は、工学の分野で現れる行列近似問題などを表

現できることが知られている ([6, 9] 参照)。ここで、任意の  x\in H に対して

\displaystyle \Vert x-x_{0}\Vert=\min_{y\in D}\Vert x-y\Vert
を満たす  D の点 x_{0} が一意に存在する。 H から D の上への距離射影 P_{D}:H\rightarrow D を P_{D}(x)=x_{0}
と定義する ([10, 11, 2] 参照)。

最良近似問題を解決する求解法として射影法が考案されている。射影法はvon Neumann[13] に

よって研究され、次のような結果が得られている。

定理1.1 (von Neumann [13]) C と D を H の閉部分空間とする。点列 \{x_{n}\} を以下の方法で生

成する。

x_{0}\in H, x_{n+1}=P_{D}P_{C}(x_{n}) (n=0,1,2, \ldots) . (1.3)

このとき、 \{x_{n}\} は P_{C\cap D}(x_{0}) に強収束する。
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Bregman [4] は集合  C と D が閉凸集合のとき、 \{x_{n}\} が C\cap D の点に弱収束することを証明して

いる。しかし、 C と D が閉凸集合の場合、点列 \{x_{n}\} の収束先が P_{C\cap D}(x_{0}) であることは保障さ

れていない。

一方、射影法の有限収束を保障するため、次のような射影法の変形が提案されている。

x_{0}\in H, x_{n+1}=P_{e+C}P_{D}(x_{n})(n=0,1,2, \ldots) , (1.4)

ここで、  e\in int  C とする。 \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i} 、Helmke とMoore [8] は(1.4) から生成される点列 \{x_{n}\} が

intC \cap D に含まれる点に有限回の繰り返しで到達することを示している。

本研究では \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i} 、Helmke とMoore 等の研究に動機づけられて、Bauschke、Combettes と

Luke [3] による最良近似問題を解決するための解法に注目し、求解法の提案および提案した方法か

ら生成した点列が (1.1) の近似解に有限回の繰り返しで到達することを示す。

2 準備

本論文を通して H を実 Hilbert 空間とし、.)と \Vert . \Vert をそれぞれ  H の内積とノルムとす

る。集合 A と集合 B は H の空でない閉凸集合とする。距離射影には次のような性質がある

([5, 10, 11,2] 参照)。

(i) x\in H とする。このとき、

\{y-P_{A}(x) , x-P_{A}(x)\rangle\leq 0(\forall y\in A) : (2.1)

(ii) x\in H とする。このとき、

P_{x+A}(y)=P_{A}(y-x)+x(\forall y\in A) : (2.2)

(iii) I を恒等写像とし、 R_{A}=2P_{A}-I とする。このとき R_{A} は集合 A に関する反射といい、

\Vert R_{A}(x)-R_{A}(y)\Vert\leq\Vert x-y\Vert(\forall x, y\in A) (2.3)

が成り立つ:

(iv)

\displaystyle \frac{1}{2}(I+R_{B}R_{A})=P_{B}(2P_{A}-I)+(I-P_{A}) (2.4)

が成り立つ。

射影法の変形 (1.4) では閉凸錐を平行移動した集合 e+C (ただし、  e\in intC) が用いられている

が、この仮定の下では  e+C\subset intC という包含関係が成り立っている ([12] 参照) 。

次に Bauschke、Combettes とLuke によって提案された方法について議論する。Bauschke、

Combettes とLuke は、2001年に論文 [1] で提案された非拡大写像の不動点を求める方法を応用

し、2つの閉凸集合に対する最良近似問題を解決するための方法を提案した。
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集合  A と B を閉凸集合とする。Bauschke、Combettes とLuke によって提案された方法は以

下のように定義される。

\left\{\begin{array}{l}
yn=P_{A}(x_{n}) ,\\
H_{n}=\{z\in H:\langle z-T(x_{n}), x_{n}-T(x_{n})\}\leq 0\},\\
W_{n}=\{z\in H:\langle z- xn, x_{0}-x_{n})\leq 0\},\\
x_{n+1}=P_{H_{n}\cap W_{n}}(x_{0}) (n=0,1, \cdots) ,
\end{array}\right. (2.5)

ただし、 T:=\displaystyle \frac{1}{2}(I+R_{B}R_{A}) 、 R_{A}, R_{B} はそれぞれ集合 A と集合 B に関する反射である。Bauschke、

Combettes とLuke [3] は点列 {xxn} が写像 \displaystyle \frac{1}{2}(I+R_{B}R_{A}) の不動点に強収束し、点列 \{y_{n}\} が P_{A\cap B}

に強収束することを示した。本論文では射影法の変形 (1.4) と(2.5) のアイディアを用いて問題

(1.1) の近似解を求めるための求解法を考える。

主定理を得るため、次の結果が必要である。

補助定理2.1 [8, Lemma 2.3] C を H の閉凸錐、  e\in intC とする。このとき

dist (e+C, (intC) )>0

が成り立つ。ここで、

dist (e+C, (intC) )=\displaystyle \inf\{\Vert u-v\Vert : u\in e+C, v\in(intC) \}.

補助定理2.2 [1, 7] S を H から H への非拡大写像、つまり

\Vert S(x)-S(y)\Vert\leq\Vert x-y\Vert (\forall x, y\in H) (2.6)

とし、 xo\in H とする。ここで、点列 \{x_{n}\} を以下のように定義する。

\left\{\begin{array}{l}
H_{n}=\{z\in H: \{z-U(x_{n}), x_{n}-U(x_{n})\rangle\leq 0\},\\
W_{n}=\{z\in H:\langle z-x_{n}, x_{0}-x_{n})\leq 0\},\\
x_{n+1}=P_{H_{n}\cap W_{n}}(x_{0}) (n=0,1, \cdots) ,
\end{array}\right.
ただし、 U=\displaystyle \frac{1}{2}(I+S) である。このとき、

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\Vert S(x_{n})-x_{n}\Vert=0 (2.7)

が成り立つ。

3 主結果

問題 (1.1) の近似解を求めるために以下の方法で構成される点列 \{y_{n}\} を考える。 x_{0}\in H とし、

\left\{\begin{array}{l}
y_{n}=P_{D}(x_{n}) ,\\
H_{n}=\{z\in H:\langle z-T(x_{n}), x_{n}-T(x_{n})\rangle\leq 0\},\\
W_{n}=\{z\in H:\langle z-x_{n}, x_{0}-x_{n})\leq 0\},\\
x_{n+1}=P_{H_{n}\cap W_{n}}(x_{0}) (n=0,1, \cdots) ,
\end{array}\right. (3.1)

ただし、 T:=\displaystyle \frac{1}{2}(I+R_{e+c}R_{D}) 、  e\in intC,  R_{e+C} と R_{D} はそれぞれ集合 e+C と集合 D に関す

る反射である。提案した (3.1) について、次の収束定理を証明する。
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定理3.1 C を H の閉凸錐、 D を H の閉凸集合で  e\in intC かつ (e+C)\cap D\neq\emptyset が成り立つと

する。点列 \{y_{n}\} を(3.1) によって構成する。このとき点列 \{y_{n}\} は intC \cap D に含まれる点に有限

回の繰り返しで到達する。

証明の概略

R_{e+C}R_{D} は非拡大写像であるので補助定理2.2を用いると

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\Vert R_{e+C}R_{D}(x_{n})-x_{n}\Vert=0
となり、ここで (2.4) を用いれば

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\Vert P_{e+C}R_{D}(x_{n})-P_{D}(x_{n}))\Vert=0
が成り立つ。補助定理2.1より

dist (e+C, D\cap(intC) )\geq dist (e+C, (intC) )>0

となる。  $\gamma$ :=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(e+C, D\cap(intC) ) とおく。このとき、ある l0\in \mathbb{N} が存在して

 $\gamma$>\Vert P_{e+C}R_{D}(x_{l})-P_{D}(x_{l}))\Vert(\forall l\geq l_{0})

が成り立つ。任意の l\geq l_{0} に対して、  P_{D}(x_{l})\not\in intC とすれば、

 $\gamma$>\Vert P_{e+C}R_{D}(x $\iota$)-P_{D}(x_{l}))\Vert\geq $\gamma$

となり矛盾。よって

 P_{D}(x_{l})\in intC \cap D(l\geq l_{0})

が成り立つ。 \blacksquare

注意3.1 今回提案した (3.1) の方法で生成された点列 \{y_{n}\} は、 P_{(\mathrm{e}+C)\cap D}(x_{0}) に強収束すること

が保障されている。したがって適当な e を選ぶことで問題 (1.1) の近似解を有限回の繰り返しで求

めることが期待できる。
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