
On set equilibrium problems as a unified approach

(集合均衡点問題についての統一的なアプローチ)

千葉工業大学学習支援センター 荒谷 洋輔(ARAYA, Yousuke)
*

(Chiba Institute of Technology)

1 はじめに

ベクトル最適化問題の拡張である集合最適化問題は、1997年に黒岩‐ 田中‐Ha[15] によって提唱

された。この問題は、集合値写像の像空間の元 (集合) における大小の比較について6種類の順序

を導入し、その順序による最適化問題を考えるというものである。その後、2011年の Jahn‐Ha[12]
による新たな集合の順序の導入などがあり、近年における集合最適化の研究は、いろんな方面で

盛んになってきている。

本稿では、まずいくつかの集合の順序を導入し、その性質を振り返る。次に集合のスカラー化

の歴史について大雑把に振り返る。さらに、(本稿の主題である) ベクトル均衡点を拡張した集合

均衡点問題を導入する。そこで、集合均衡点の存在性に関することなど今後の集合均衡点問題に

ついての展望について述べたいと思う。

2 準備

2.1 ベクトル最適化からの準備

本稿では、(X, d) を完備距離空間、 Y を線形位相空間、 0_{Y} を Y の原点とする。集合 A\subset Y に

対し、 A の代数的内部、位相的内部、位相的閉包をそれぞれ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}A 、 \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}A 、 \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{A} と表す。また、 こ

の論文で、 C\subset Y は閉凸錐を表すものとする。つまり、以下の条件を満たす。

(a) \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{C}=C_{\mathrm{c}}

(b) C+C\subseteq C、

(c)  $\lambda$ C\subseteq C \forall $\lambda$\in[0, \infty) 。

尚、錐 C\subset \mathrm{Y} がsolid とはintC \neq\emptyset を満たすことであり、pointed であるとは  C\cap(-C)= {Oy}
が成立する場合である。凸錐 C\subset Y によって以下のようなベクトル順序 \leq c が導入され、 (Y, \leq c)
は順序ベクトル空間となる。

\forall y_{1}, y_{2}\in Y, y_{1}\leq cy_{2}\Leftrightarrow y_{2}-y_{1}def\in C

もし、 C がpointed ならベクトル順序 \leq c は反対称的となる。逆に一般の (実) 順序ベクトル空間

に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる。
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2.2 集合最適化からの準備

\mathcal{V} を Y の空でない部分集合全体とする。 V_{1}, V2\in \mathcal{V}、  $\alpha$\in \mathbb{R} 、 V\in \mathcal{V} に対して、2つの集合の

和スカラー積は以下のように定義される。

V_{1}+V_{2}:=\{v_{1}+v_{2}|v_{1}\in V_{1}, v_{2}\in V_{2}\}  $\alpha$ V:=\{ $\alpha$ v|v\in V\}

そのとき \mathcal{V} は、{Oy} を零ベクトルとするベクトル空間であることが確かめられる。

定義2.1 (Kuroiwa‐Tanaka‐Ha [15]). A, B\in \mathcal{V} と凸錐 C\subset Y に対して、

A\leq^{l}c Bby B\subset A+C A\leq_{C}^{u}B by A\subset B-C。

命題2.2 (Araya [3]). A, B\in \mathcal{V} と y\in Y に対して、次が成り立つ。

(iii) \leq^{ $\iota$}c と \leqちは、反射律と推移律が成り立つ。

(i)  A\leq_{c}^{l[\mathrm{u}]}B \Rightarrow (A+y)\leq_{c}^{l[u]}(B+y)_{\backslash }

(\mathrm{i}\mathrm{i})A\leq_{C}^{l[24]}B \Rightarrow  $\alpha$ A\leq_{c}^{l[\mathrm{u}]} $\alpha$ B( $\alpha$\geq 0) 、

2011年に、Jahn‐Ha [12] は上記の順序とは異なる新たな順序を導入した。

定義2.3 (Jahn‐Ha [12]). A, B\in \mathcal{V} と凸錐 C\subset Y に対して、

A\leq cB by A=B or A\neq B, B-A\subset C。

命題2.4 ([12]). A, B\in \mathcal{V} と y\in Y に対して、次が成り立つ。

(i) A\leq cB \Rightarrow (A+y)\leq c(B+y) 、

(ii) A\leq c^{B} \Rightarrow  $\alpha$ A\leq c $\alpha$ B( $\alpha$\geq 0) 、

(iii) \leq c は、反射律と推移律が成り立つ。さらに、もし C がpointd ならば、 \leq c は反対称律が

成り立ち、したがって (\mathcal{V}, \leq c) は順序空間となる。

注意1. 上記のことから、Jahn‐Ha 型の集合の順序は、ほとんどベクトルと同じ扱いができると

いうことが分かる。

命題2.5 ([3, 16 A, B\in \mathcal{V} に対して、次が成り立つ。

(i) A\leq c^{B} \Rightarrow  A\leq^{l}c^{B\text{、}}

(ii) A\leq c^{B} \Rightarrow  A\leq_{c}^{u}B_{\mathrm{o}}

注意2. ベクトル順序と集合順序はさまざまな違いがある。ベクトル順序の場合、 x, y\in Y と

C\subset Y に対して

y-x\in C(x\leq cy)\Leftrightarrow y\in x+C\Leftrightarrow x\in y-C

である。一方、集合順序の場合、 A, B\in \mathcal{V} と C\subset Y に対して、上記の真ん中と右の順序に対応

する B\subseteq A+C(A\leq^{l}c^{B)} と A\subset B-C(A\leq_{c}^{u}B) は一般に異なる ([3] を参照のこと)。

次の定義は、集合順序特有のものである。
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定義2.6. \mathcal{V} に次のような同値関係を導入する。

V_{1}\sim lV_{2}\Leftrightarrow V_{1}\leq^{l}c^{V_{2}} and V_{2}\leq^{l}c^{V_{1}}

V_{1}\sim_{ $\tau \nu$}V_{2}\Leftrightarrow V_{1}\leq_{C}^{\mathrm{u}}V_{2} and V_{2}\leq_{c}^{u}V_{1}

V_{1}\sim V_{2}\Leftrightarrow V_{1}\leq cV_{2} and V_{2}\leq cV_{1}

同値類の集合をそれぞれ [\cdot]^{l\text{、}}[\cdot]^{u\text{、}} と書く。同値関係の定義より次が分かる。

A\in[B]^{l}\Leftrightarrow A+C=B+C

A\in[B]^{u}\Leftrightarrow A-C=B-C

A\in[B]\Leftrightarrow(A=B) or (B-A\subset C, A-B\subset C)

さらに、もし C がpointed ならば、 A\in[B]\Leftrightarrow A=B も分かる ([3, 4] を参照のこと)。

3 集合のスカラー化について (これまでの成果の概要)

3.1 ベクトルのスカラー化について

ベクトルのスカラー化で最も多く使われる手法は、関数の値域空間 Y (主にBanach空間など) に

対し、双対空間 Y^{*} の元である線型汎関数を用いてスカラー化する方法である。それに対し、1960年
過ぎから Minkowski 汎関数から派生した劣線形スカラー化関数のアイディアが、Krasnosel�skij[14]
やRubinov[21] によって現れ始めた。さらに、1990年頃 Tammer‐Weidner[8] とLuc[17] により、

劣線形スカラー化関数は完成された形になった (以下 「T‐W のスカラー化手法」 と省略)。T‐W

のスカラー化手法の系として導かれる分離定理は、凸性の仮定が必要ないという利点がある。

3.2 集合のスカラー化について ( \mathrm{G}-\mathrm{T} の集合スカラー化手法)

集合のスカラー化の研究は、2000年前後にGeorgiev‐田中 [9] により始まった。これは、集合値

写像の像 (集合) をベクトルの和集合としてとらえ、それぞれのベクトルを (2種類の) T‐W の

スカラー化手法を用いて計算する。そして、ベクトルをスカラー化した値の集合の上限下限を

取ることにより、合計4種類の値で評価するものである (以下 「 \mathrm{G}-\mathrm{T} の集合スカラー化手法」 と

省略)。その後、Georgiev‐西澤‐清水‐ 田中などによって、主に以下の成果があった。

\bullet 集合値写像の凸性や連続性の G‐T の集合スカラー化手法による遺伝性の研究 [19]。

\bullet G‐T の集合スカラー化手法を用いた、二者択一の定理の導出 [18]。

\bullet 集合最適化問題の最適解を、G‐T の集合スカラー化手法を用いての特徴づけ [22]_{0}

3.3 集合のスカラー化について (T‐W のスカラー化手法の拡張という観点から)

また、別のアプローチとして、T‐W のスカラー化手法の集合への拡張という課題もある。上記の

研究は2005年過ぎから始まり、Hamel‐Lohne[10] が l 型 u 型順序について答を得た。Herndndez‐

Rodríguez‐Marín[11] }よ l 型の順序についての拡張だけでなく、その拡張が G‐T の集合スカラー化

手法の4種類の値の1つになっていることを示した。さらに、桑野‐ 山田‐ 田中 [16] は、[10, 11] の

先行研究からヒントを得て、前述の6種類の順序について T‐W のスカラー化手法を集合の場合へ

拡張した。
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3.4 集合のスカラー化について (2010年以降)

その後2010年前後あたりから、集合のスカラー化の研究は盛んになってきている。荒谷 [3, 4]
は、 l 型 u 型Jahn‐Ha 型の順序のスカラー化関数に関して、その性質をより詳しく調べた他、

スカラー関数同士の関係性も調べた。さらに、集合最適化問題の最適解を拡張 T‐W のスカラー化

手法を用いて特徴づけした。

4 集合均衡点問題について

X を空でない集合とする。まず最初に (実数値の) 均衡点問題を定義する。

(EP) Find X0\in X satisying f(x_{0}, y)\geq 0 for all y\in X

ここで、 f:X\times X\rightarrow \mathbb{R} は、実数値の2変数関数である。次に、(実数値の) 均衡点問題の拡張で

あるベクトル均衡点問題を定義する。この問題は、以下の形で [5, 20] によって初めて導入された。

(VEP) Find x_{0}\in X satisying F(x_{0}, y)\not\leq_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C}0_{Y} for all y\in X

ここで、 F:X\times X\rightarrow Y は、ベクトル値の2変数関数である。(VEP) の解 x_{0}\in X は、ベクトル

均衡点と呼ばれ、上記の式は以下の形で書き換えられる。

f(x_{0}, X)\not\in- intC and f(x_{0}, X)\cap(-intC) =\emptyset

ベクトル均衡点の存在性に関する研究は、これまでたくさんの先行研究がある。([l, 2,5,13,20]
やその参考文献を参照のこと)。ベクトル均衡点問題に関しては、次のような強い順序の問題も考
えることができる。

( \mathrm{s} —VEP) Find x_{0}\in X satisyinE F(x0, y)\geq c Oy for all y\in X

しかし、本稿では弱い順序の問題 (VEP) を主に取り扱う。

その後、さまざまな型 (上記の問題の拡張された形として) のベクトル均衡点問題が研究された。

(a)  $\phi$(x_{0}, y)\subset C(x_{0})

(b)  $\phi$(x_{0}, y)\cap C(x_{0})\neq\emptyset

(c)  $\phi$(x_{0}, y)\cap\{-(C(x_{0})\backslash \{0_{Y}\})\}=\emptyset

(d)  $\phi$(x_{0}, y)\not\subset-(C(x_{0})\backslash \{0\mathrm{y}\})

(e)  $\phi$(x_{0}, y)\cap\{-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C(x\mathrm{o})\}=\emptyset

(f)  $\phi$(x_{0}, y)\not\subset-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C(x_{0})

ここで、  $\phi$ :  X\times X\rightarrow \mathcal{V} は、集合値の2変数関数、 C:X\rightarrow \mathcal{V} は凸錐の値をとる関数である。

([13] とその参考文献を参照のこと)。

ここで、本稿の主題である3つの型の集合均衡点問題を定義する。この問題は、ベクトル均衡
点問題 (VEP) の拡張である。

( l‐SEP) Find x_{0}\in X satisying F(x_{0}, y)\not\leq_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C}^{l} {Oy} for all y\in X

(u‐SEP) Find x_{0}\in X satisying F(x_{0}, y)\not\leq_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C}^{u}\{0_{Y}\} for all y\in X

(SEP) Find x_{0}\in X satisying  F(x_{0}, y)\not\leq intC {  0_{Y}\} for all y\in X
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ここで、 F:X\times X\rightarrow \mathcal{V} は集合値の2変数関数である。 (l-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})[(u-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P}) 、(SEP) ] の解 x_{0}\in X

は、 l‐集合均衡点 [u‐集合均衡点、集合均衡点] と呼ばれる。同じように、強い順序のベクトル均衡
点問題 ( \mathrm{s}‐VEP)の拡張である、3つの型の強い順序による集合均衡点問題を定義する。

( l-\mathrm{s} —SEP) Find x_{0}\in X satisying F(x_{0}, y)\geq^{ $\iota$}c\{0_{Y}\} for all y\in X

( u-\mathrm{s} —SEP) Find x0\in X satisying F(x_{0}, y)\geq_{c}^{u}\{0_{Y}\} for all y\in X

( \mathrm{s} —SEP) Find x_{0}\in X satisying F(x_{0}, y)\geq c {Oy} for all y\in X

ここで、上記の分類 (a), (b), (c), (d), (e), (f) と集合均衡点問題 ( l‐SEP), (u‐SEP), (SEP),
(l‐s‐SEP), (u‐s‐SEP), ( \mathrm{s}‐SEP)を比較してみよう。すると、次の事が分かる。

F(x_{0}, y)\not\leq_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C}^{l}\{0_{Y}\}\Leftrightarrow 0_{Y}\not\in F(x_{0}, y)+ intC \Leftrightarrow F(x_{0}, y)\cap(- intC) =\emptyset (e)

 F(x_{0}, y)\not\leq_{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}C}^{u}\{0_{Y}\}(=F(x_{0}, y)\not\leqintC {  0_{Y}\})\Leftrightarrow F(x_{0}, y)\not\subset-intC (f)

F(x_{0}, y)\geq^{l}c\{0_{Y}\}(=F(x_{0}, y)\geq c\{0_{Y}\})\Leftrightarrow F(x_{0}, y)\subset C (a)

F(x_{0}, y)\geq_{c}^{u} {Oy} \Leftrightarrow 0_{Y}\in F(x0, y)-C\Leftrightarrow F(x_{0}, y)\cap C\neq\emptyset (b)

つまり、下記の関係がある ([13] も参照のこと)。

(l-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})=(\mathrm{e})\subset(u-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})=(\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})=(\mathrm{f})

(l-\mathrm{s}-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})=(\mathrm{s}-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})=(\mathrm{a})\subset(u-\mathrm{s}-\mathrm{S}\mathrm{E}\mathrm{P})=(\mathrm{b})

一般に l 型と u 型は比較できないが、集合均衡点問題に限ると、常に l 型 \subset u 型となることが

分かる。本稿では、順序錐 C\subset Y は Y の原点を含むと仮定しているので、(c) と(d) は取り扱わ

ない。

4.1 集合均衡点の存在性について (Fan の不等式から)

ベクトル均衡点の存在性に関する研究は、Ansari‐Yao [1] あたりから始まり、その後 [9] などが

[1] を拡張した。これらはFan の不等式の拡張にもなっている。これらの結果を集合均衡点問題へ

拡張するとき、ベクトルの場合と比べてどのような差異が生まれるのか、これからの研究課題で
ある。

4.2 集合均衡点の存在性について(Ekelandの変分原理から)

最適化問題で幅広い応用があるEkelandの変分原理 [7] について、2008年に荒谷‐木村‐ 田中 [2]
はベクトル均衡点問題へ拡張した。

定理4.1 ([2]). f : X\times X\rightarrow Y を2変数ベクトル値関数とし、次の4つの条件を満たすとする。

(i) 任意の x\in X に対し、 f(x, X) \cap (ỹ—intC) =\emptyset を満たすようなỹ \in Yが存在する。

(ii) \{y\in X|f(x, y)+d(x, y)k^{0}\in-C\} が任意の x\in X に対して閉集合となる。

(iii) 任意の x\in X に対して f(x, x)=0_{Y} となる。

(iv) 任意の x, y, z\in X に対し f(x, z)\leq cf(x, y)+f(y, z) が成立する。
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その時、任意の x_{0}\in X に対し、次の2条件を満たす \overline{x}\in X が存在する。

(1) f(x0,\overline{x})+d(x0,\overline{x})k^{0}\in-C、

(2) 任意の x\neq\overline{x} について f(\overline{x}, x)+d(\overline{x}, x)k^{0}\not\in-C。

ここで、[2] の集合均衡点問題への拡張を考える。Ekeland の変分原理を抽象化した Brezis‐

Browder の定理 [6] を適用するため、集合 X\times X\times \mathcal{V} 上に順序関係を導入する。

x_{2}\prec_{k^{0}}x_{1}\sim^{l}\Leftrightarrow F(x_{1}, x_{2})+d(x_{1}, x_{2})k^{0}\leq^{l}c\{0_{Y}\}

x_{2}\prec_{k^{0}}x_{1}\sim^{u}\Leftrightarrow F(x_{1}, x_{2})+d(x_{1}, x_{2})k^{0}\leq_{c}^{u}\{0_{Y}\}

x_{2}\prec_{k^{0}}x_{1}\sim\Leftrightarrow F(x_{1}, x_{2})+d(x_{1}, x_{2})k^{0}\leq c\{0_{Y}\}.

順序調0と識。は同値であることが、定義から直ちに分かる。上記の [2] の定理を集合値写像へ

拡張するとき、ベクトルの場合と比べてどのような差異が生まれるのか、これからの研究課題で
ある。
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