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概要

本論文では、複数個の不動点を持つ自己写像において、任意に与えた初期
点から Picard iteration を用いて作られる点列が不動点に収束するための十分
条件に関する定理を紹介し ([10])、この結果と先行研究についての比較をしな
がら、この定理の有用性を示す例を与える。

1 Introduction

X を距離空間、 T を X 上の自己写像とする。任意に点 x\in X を与え、点列 \{x_{k}\}
を次のように生成する。

x_{0}=x, x_{k}=Tx_{k-1}(k=1,2, \ldots)

もしくは、

x_{0}=x, x_{k}=T^{k}x(k=1,2, \ldots)

この操作を Picard iteration と呼び、不動点を見つけるのに有用である。次の不動
点定理は完備距離空間上で最も有名な定理でBanach contraction principle と呼ば
れている。

Theorem 1 (Banach, [1]). X を完備距離空間、 T を X 上での自己写像とする。 T

が縮小写像、すなわち、ある正の数 r\in[0 , 1) が存在して、任意の X, y\in X に対
して、

d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)

が成り立つとき、 T の不動点 \overline{x} が一意的に存在して、任意の x\in X に対して {xk}
が \overline{x} に収束する。ただし、 \{x_{k}\} はPicard iteration によって作られた点列である。

これまでに多くの著者が定理1の拡張定理の研究を行っている [2, 3, 4, 5, 6]_{0} こ

こでは次の Meir とKeeler による定理1を紹介する。
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Theorem 2 (Meir and Keeler, [2]). X を完備距離空間、 T を X 上の自己写像とす

る。 T がweakly uniformly strict contraction、すなわち、任意の正の数  $\epsilon$>0 に対
して、ある正の数  $\delta$>0 が存在して、  $\epsilon$\leq d(x, y) < $\epsilon$+ $\delta$ を満たす任意の  x, y\in X
に対して、 d(Tx , Ty )< $\epsilon$ が成り立つとき、  T の不動点 \overline{x} が一意的に存在して、任
意の x\in X に対して \{x_{k}\} が \overline{x} に収束する。ただし、 \{x_{k}\} はPicard itemtion に

よって作られた点列である。

自己写像 T がTheorem 1やTheorem 2の条件をみたせば、Picard iteration に

よって作られた点列は不動点に収束する。しかしながら T がこれらの条件をみた

さなくても、これらの定理を使うことができる場合がある。

Example 1. \mathbb{R}_{+}^{2}:=\{\left(\begin{array}{l}
x\\
y
\end{array}\right)\in \mathbb{R}^{2}X\geq 0, y\geq 0\} とする。 T : \mathbb{R}_{+}^{2}\rightarrow \mathbb{R}_{+}^{2} を次の

ように \ovalbox{\tt\small REJECT}する:

 $\tau$\left(\begin{array}{l}
x\\
y
\end{array}\right)=\left\{\begin{array}{l}
\frac{1}{2}[Matrix] xy>0,\\
2[Matrix] xy=0.
\end{array}\right.
このとき、 \mathbb{R}_{+}^{2} は完備距離空間であるが、 \mathbb{R}_{+}^{2} の上では T は縮小写像ではなく、The‐
orem 2の条件も満たさない。また T は (0, \infty)^{2}\cup\{(0,0)\} の上では縮小写像だが、今
度は (0, \infty)^{2}\cup\{(0,0)\} は完備ではないので、このままでは Theorem 1やTheorem 2

を用いることはできない。

しかし、次のように考えるとこの写像 T にTheorem 1を用いることが出来る。

X_{n} を次のような (0, \infty)^{2}\cup\{(0,0)\} の部分集合とする :

X_{n}:=\displaystyle \{\left(\begin{array}{l}
x\\
y
\end{array}\right)\in \mathbb{R}_{+}^{2}\frac{1}{n}x\leq y\leq nx\}.
このとき、各n \in \mathbb{N} に対して X_{n} は閉集合なので X_{n} は完備である。また、各 n\in \mathrm{N}

に対して X_{n}\subset(0, \infty)^{2}\cup\{(0,0)\} であるので、Tlx。は X_{n} 上の縮小写像である。従っ
てTheorem 1より不動点が一意的に存在し、任意の点 x\in X_{n} とPicard iteration

によって作られた \{x_{k}\} がその不動点 \left(\begin{array}{l}
0\\
0
\end{array}\right) に収束する。また

\cup X_{n}=(0, +\infty)^{2}\cup\{(0,0)\}
であることから、任意の x\in(0, +\infty)^{2}\cup\{(0,0)\} に対して、Picard itemtion によつ

て作られた \{x_{k}\} が \left(\begin{array}{l}
0\\
0
\end{array}\right) に収束することが分かる。
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このように、 T が縮小写像でなくとも T を適切な部分集合上に制限することに
よって、Theorem 1やTheorem 2を用いて、 T の不動点を求めることが出来る場
合がある。しかしながら、このような部分集合を見つけることが容易ではない例
もある。

Example 2. T :\mathbb{R}_{+}^{2}\rightarrow \mathbb{R}_{+}^{2} を次のように定義する。

T\left(\begin{array}{l}
x\\
y
\end{array}\right)=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{2}{3}[Matrix][Matrix] & xy>0,\\
2 [Matrix] & xy=0
\end{array}\right.
ただし、 \displaystyle \cos $\theta$=\frac{x^{2}}{\sqrt{x^{2}+y^{2}}} とする。Examplel と同様に \mathbb{R}_{+}^{n} は完備距離空間であるが、

\mathbb{R}_{+}^{n} の上では T は縮小写像ではない。 T は (0, +\infty)^{2}\{(0,0)\} の上で縮小写像だが、

(0, +\infty)^{2}\{(0,0)\} は完備ではないので、Theoreml を用いることは出来ない。同様に
考えると Thoerem 2を用いることも出来ない。また、Example 1と同じ X_{n} に対し
ては、 T の写像の定め方より、 T|_{X_{n}} は X_{n} の上で自己写像ではないので、Theoreml
やTheorem2を用いることは出来ない。

Example 2では、Example 1で用いた X_{n} は有効ではない。このように、有効な

部分集合を与えることが容易ではない場合もある。このExample2が、次の章で
与えた Theorem 3のモチベーションの一つである。

2 Main results

この章では、Example2のような T に対して、必ずしも完備 (閉集合) とは限らな

い部分集合を与えた際にその集合上の各点を初期点としてPicard iterationによっ

て生成される点列 \{x_{k}\} が T の不動点に収束するような十分条件に関する定理を紹

介し、この定理の有用性を示す例を2つ与える。

Theorem 3 (Seto and Kuroiwa, [10]). X を完備距離空間とし、 T を X 上の自己

写像とする。部分集合 B を T(B)\subset B を満たすものとする。 T が B 上でweakly
uniformly strict contraction である。すなわち、任意の正の数  $\epsilon$>0 に対して、あ

る正の数  $\delta$>0 が存在して、  $\epsilon$\leq d(x, y)< $\epsilon$+ $\delta$ を満たす任意の  x, y\in B に対し
て、 d(Tx , Ty )< $\epsilon$ が成り立つとき、  T の不動点 \overline{x} が存在して、任意の x\in B に対
して {Xk} が \overline{X} に収束する。

もし、 T が縮小写像ならばTheorem 3の条件を満たし、部分集合 B が閉集合な
らば、Theorem 3はTheorem 2と一致する。よってTheorem 3はTheorem 1と
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Theorem2の拡張であることが言える。ここで、Theorem 3をExample 2に適用

する。

T\left(\begin{array}{l}
x\\
y
\end{array}\right)=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{2}{3}[Matrix][Matrix] & xy>0,\\
2[Matrix] & xy=0
\end{array}\right.
ただし、 \displaystyle \cos $\theta$=\frac{x^{2}}{\sqrt{x^{2}+y^{2}}} とする。 X=\mathbb{R}_{+}^{2_{ $\tau$}}B=(0, +\infty)^{2}\cup\{(0,0)\} とする。

今、 T の定め方より T(B)\subset B が成り立つ。また、任意に x, y\in B に対して

d(Tx, Ty)\displaystyle \leq\frac{2}{3}d(x, y) が成り立つので、任意の正の数  $\epsilon$>0 に対して、  $\delta$=\displaystyle \frac{1}{2} とお

く。  $\epsilon$\leq d(x, y)< $\epsilon$+ $\delta$ を満たす任意の  x, y\in B に対して、

d(Tx , Ty )\displaystyle \leq\frac{2}{3}d(x, y)
<\displaystyle \frac{2}{3}( $\epsilon$+ $\delta$)= $\epsilon$

が成り立つので、Thoerem 3より  T の不動点が存在して、任意の  x\in(0, +\infty)^{2}\cup
\{(0,0)\} に対して Picard iteration によって生成される点列 \{x_{k}\} はその不動点に収

束する。実際にこの不動点は \left(\begin{array}{l}
0\\
0
\end{array}\right) である。ここで、 \mathbb{R}_{+}^{2}\backslash ((0, +\infty)^{2}\cup\{(0,0)\})

の上で T は明らかに不動点を持たないことより、 F(T)=\{\left(\begin{array}{l}
0\\
0
\end{array}\right)\} が得られる。

このようにして Theorem 1やTheorem 2を用いることが容易ではない場合におい
てもTheorem 3を用いることで T の不動点を求めることが出来る。

次に、自己写像 T が複数個の不動点を持つ例について観察を行う。

Example 3. T:\mathbb{R}_{+}\rightarrow \mathbb{R}_{+} を次のように定義する。

Tx=\left\{\begin{array}{ll}
x & x\in[0, 1)\\
\frac{1}{2}x+\frac{1}{2} & x\in[1, 2)\\
\frac{3}{4}x+\frac{3}{4} & x\in[2, 4)\\
\frac{5}{6}x+\frac{2}{3} & x\in[4, +\infty)
\end{array}\right.
このとき、 F(T)=[0, 1]\cup\{3 ,

4 \} であることが、Theorem 3を使えば求められる。
実際に、 X=\mathbb{R}_{+} とし、その部分集合 B_{1} , B2, B_{3}, B_{4} をそれぞれ次のようにとる。

\bullet  x\in[0 , 1 ) に対して B(x)=\{x\} とし、 B_{1}=\displaystyle \bigcup_{x\in[0,1)}B(x) とする。各 x\in[0 , 1)

に対して、 B(x) 上で T は縮小写像である。また、 B(x) は閉集合であるから
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完備。したがって、Theorem 1より F(T|_{B(x)})=\{x\} かつ Picard iteration

によって生成される点列 \{x_{k}\} は不動点 x に収束する。したがって、任意の

x\in B_{1} に対して、 T|_{B(x)} は x を不動点とし、点列 \{x_{k}\} は不動点 x に収束
する。

\bullet  B_{2}=[1 , 2) とする。このとき、B2の上で T は縮小写像である。しかし、集合

B2は閉集合ではないので、Theorem 1やTheorem 2を用いることが出来な

い。今、B2において Theorem 3の条件を満たしているのでそれを用いるこ

とで、不動点の存在性が分かり、初期点を [1, 2) の元とする Picard iteration

によって作られる点列が不動点に収束する。実際に、この不動点は1である

ことが収束性より得られる。

\bullet  B_{3}=[2 , 4) とする。このとき、 B_{3} の上で T は縮小写像である。しかし、B2
と同様に B_{3} は閉集合ではないので、Theorem 1やTheorem 2を用いること

が出来ない。この場合も Theorem 3の条件を満たしているので、不動点の存
在性が分かり、初期点を [2, 4) の元とする Picard iteration によって作られる

点列がその不動点に収束する。実際に、この不動点は3であることが収束性
より得られる。

\bullet  B_{4}=[4, +\infty) とする。このとき、 B_{4} の上で T は縮小写像で、 [4, +\infty ) は完

備なので、Theorem 1より不動点の存在性が分かり、初期点を [4, +\infty ) の元

とする Picard iteration によって作られる点列がその不動点に収束する。実
際に、この不動点は4であることが収束性より得られる。

ここで、 \mathbb{R}_{+}=B_{1}\cup B_{2}\cup B_{3}\cup B_{4} であることから、 F(T)=[0, 1]\cup\{3 ,
4\} と \mathbb{R}_{+} の

任意の元を初期点とし、Picard iterationによって作られる点列が不動点収束する
ことが得られる。

このようにして、 T が複数個の不動点を持つ場合にも、部分集合を定め Thoerem 3

を用いることで T の不動点を求めることが出来る。
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