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1 背景と主定理

Diophantus は次の問題を提起した:

各2数の積に1加えたものaiaj +1(1\leq i<j\leq 4) が平方数となるような

4組{ a_{1} , a2, a3, a4} を見つけよ.

Diophantus は,上記を満たす3組として {al, a2, a3} =\{x, x+2, 4x+4\} をとり, a_{1}a_{4}+1

が平方数となるように, a_{4}=9x+6 ととった.このとき a_{3}a_{4}+1=(6x+5)^{2} なので,後
は a_{2}a_{4}+1=(3x+4)^{2}-3 が平方数となればよい. x=1/16 ととることにより,条件を

満たす4組{1/16, 33/16, 17/4, 105/16} を得た.
Fermat は,3組{1, 3, 8} (上の3組において x=1 としたもの) から出発し, d+

1, 3d+1, 8d+1 がいずれも平方数となるように d=x^{2}-1 とおき連立 Pell 方程式

3x^{2}-2=y^{2}, 8x^{2}-7=z^{2} の解 x=11 から d=120 , 従って求める4組{1, 3, 8, 120} を

得た. *1

定義1.1. m 個の相異なる正整数の集合 \{\mathrm{a}_{1}, . . . , a_{ $\tau$ n}\} がDiophantus の m 組(Dio‐
phantine m‐tuples) であるとは,各 1\leq i<j\leq m に対し a_{i}a_{j}+1 が平方数であるときに

いう.

Euler は,任意の Diophantus の2組 \{a, b\} (r :=\sqrt{ab+1}) はDiophantus の4組に拡

張できることを示した:

\{a, b, a+b+2r, 4r(a+r)(b+r

Euler の4組において a=1, b=3 とおくと,Fermat の4組{1, 3, 8, 120} が得られる.
Euler の4組に含まれる3組 \{a, b, a+b+2r\} は正則な Diophantus の3組(regular
Diophantine triple) とよばれ,この最大元 c=a+b+2r は,固定された \{a, b\}(a<b) に
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*1以上の解説は [11, p. 517] にある.
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対し \{a, b, c\}(b<c) がDiophantus の3組であるような最小の整数であることは次のよう
にして分かる.

ac+1=s^{2}, bc+1=t^{2} から得られる Pell 方程式 at^{2}-bs^{2}=a-b の正の解は

t\sqrt{a}+s\sqrt{b}=(t_{0}\sqrt{a}+s_{0^{\sqrt{b})}}(r+\sqrt{ab})^{ $\nu$}
(( t_{0} , so) は at^{2}-bs^{2}=a-b の解で, so\geq 0, \mathrm{v}\geq 0) の形に表される力\nwarrow [33, Theorem  108\mathrm{a}] の

論法 ([14, Lemma 1の証明] 参照) により, 1\leq s_{0}<\sqrt{r} としてよいので  $\nu$\geq 1 であり,従っ
て c>b なる c を生じる最小の解は (to, so,  $\nu$ ) =(1,1,1) から得られる (t, s)=(b+r, r+a)
であることが分かる.これから c=(s^{2}-1)/a=a+b+2r を得る.

Diophantus の m 組に関する最初の breakthrough はBaker とDavenport による次の結

果である.

定理1.2. ([2]) \{ 1, 3, 8, d\} がDiophantus の4組ならば, d=120 である.

証明は,Baker の方法を使って連立 Pell 方程式 3x^{2}-2=y^{2}, 8x^{2}-y=z^{2} の解の上限

を求め,Davenport の還元法 (reduction method) を使ってその上限を繰り返し下げること

によりなされている.定理1.2により,{1, 3, 8} を含むDiophantusの5組は存在しないこ
とが分かるが,古くから次の予想がある.

予想1.3. Diophantus の5組は存在しない.

予想1.3は未解決であるが,5組の個数の具体的な上限は得られている (後述).

Arkin, Hoggatt, Strauss (および独立に Gibbs) は任意の Diophantus の3組が Diophan‐
tus の4組に拡張できることを示した.

定理1.4. ([1], [26]) \{a, b, c\} をDiophantus の3組とし, r=\sqrt{ab+1}, s=\sqrt{ac+1}, t=

\sqrt{bc+1} とするとき, \{a, b, c,d+\} はDiophantus の4組である.ここで, d+=a+b+c+
2abc+2rst である.

定理1.4の4組は正則な Diophantus の4組(regular Diophantine quadruple) とよ

ばれ,この最大元 d+ は,固定された \{a, b, c\}(a<b<c) に対し \{a, b, c, d\}(\mathrm{c}<d) が

Diophantus の4組であるような最小の整数であることが知られている ([15, Lemma 6] 参

照) . また, d=d+ は方程式 (a+b-c-d)^{2}=4(ab+1)(cd+1) の解であり,この方程

式のもう1つの解は d=d_{-}:=a+b+c+2abc-2rst である.常に 0\leq d_{-}<c であり,
d_{-}>0 と c>a+b+2r が同値であることは容易に確認できるが, c>a+b+2r ならば

\{a, b, \mathrm{c}, d_{-}\} は正則な Diophantus の4組である.

次の予想が正しければ,予想1.3も正しいことが即座に分かる.

予想1.5. ([1], [26\mathrm{j}) 任意の Diophantus の4組は正則である.

予想1.5を支持する最初の結果は定理1.2であり,定理1.2の一般化として以下のような
2組 \{a, b\} や3組 \{a, b, \mathrm{c}\} を含む Diophantus の4組 \{a, b, \mathrm{c}, d\}(a<b<c<d) は正則

であることが知られている :
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- 整数 k\geq 2 に対し \{k-1, k+1\}([5,12,18,22

- Fibonacci 数列の第 n 項」監に対し \{F_{2k}, F_{2k+2}\} ([13, 21

- 正整数 k, A に対し \{k, A^{2}k+2A, (A+1)^{2}k+2(A+1)\}([9,27,28,29

\bullet  a<b<a+4\sqrt{a} を満たす整数 a, b に対し \{a, b\}([21\mathrm{D}.

上に挙げた文献にも見られるように,Duje垣 \mathrm{a} は様々な手法を考案することにより予想1.3,

1.5の解決に迫っている.彼の登場は第2のbreakthrough とよぶに相応しい. *1 次の

Dujella の結果は,Diophan加s の m 組に関する最も美しい結果の1つである.

定理1.6. ([15]) (i) Diophantus の6組は存在しない.

(ii) Diophantus の5組は高々有限個しか存在しない.

Diophantus の5組の個数 Q とおく) については,具体的な上限が与えられている.
以下に Q の上限の記録の歴史を列挙する :

\bullet  Q<10^{1930} (2008年,Dujella [16]);

\bullet  Q<10^{276} (2010年,Fujita [24]);

\bullet  Q<10^{96} (2013年,Filipin and Fujita [20]);

\bullet  Q<6.8\cdot 10^{32} (2014年,Elsholtz, Filipin and Fujita [19]);

\bullet  Q<10^{31} (2015年,Cipu [6]);

\bullet  Q<2.4\cdot 10^{29} (2015年,Trudgian [35]);

\bullet  Q<5.441\cdot 10^{26} (2016 (?)年,Cipu and Trudgian [10]).

2番目の上限 Q<10^{276} を得る際に,次の結果を利用している :

定理1.7. ([23, Theorem 2]) \{a, b, c, d, e\}(a<b<c<d<e) がDiophantus の5組なら

ば, d=d+ である.

定理1.8. ([24, Theorem 1.2]) 任意に固定された Diophantus の3組 \{a, b, c\}(a<b<c)
に対し,Diophantus の5組 \{a, b, c, d, e\}(c<d<e) の個数は高々 4個である.

定理1.8の証明には,定理1.7および岡崎氏による幾何的 gap 原理 ([4, Lemma 2.2], [24,
Lemma 5.1] および補題3.4参照) が大きく寄与している.

本稿の目的は,Diophantus の4組に関して定理1.8と同様の結果を与えることである.

主定理.任意に固定された Diophantus の3組 \{a, b, c\}(a<b<c) に対し,Diophantus
の4組 \{a, b, c, d\}(c<d) の個数は高々 11個である.

*

lDujelJa のホームページ内の [17] には,Diophantus の m 組に関する最新の文献を含む優れた解説がある.
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2 基本解

\{a, b, \mathrm{c}\}(a<b<c) をDiophantus の3組とし r=\sqrt{ab+1}, s=\sqrt{ac+1}, t=

\sqrt{bc+1} とする.さらに \{a, b, c,d\}(c<d) をDiophantus の4組とし x=\sqrt{ad+1}, y=

\sqrt{bd+1}, z=\sqrt{cd+1} とすれば, d を消去することにより連立 Pell 方程式

\left\{\begin{array}{ll}
az^{2}-cx^{2}=a-c, & (2.1)\\
bz^{2}-cy^{2}=b-c & (2.2)
\end{array}\right.
が得られる.[33, Theorem 108\mathrm{a}] の論法 ([14, Lemma 1の証明] 参照) により,(2.1), (2.2)
の正整数解はそれぞれ次で与えられる :

z\sqrt{a}+x\sqrt{c}=(z_{0}\sqrt{a}+x\mathrm{o}\sqrt{c})(s+\sqrt{ac})^{rn},

Z\sqrt{b}+y\sqrt{\mathrm{c}}=(Z_{1^{\sqrt{b}+y_{1}\sqrt{\mathrm{c}})(t+\sqrt{bc})^{\mathrm{n}}}}.

ただし,(Z0, x0), (Zl, yl) はそれぞれ (2.1), (2.2) の整数解で,

1\leq|z_{0}|\leq\sqrt{\frac{\mathrm{c}\sqrt{c}}{2\sqrt{a}}}, 1\leq x_{0}<\sqrt{\frac{s+1}{2}}, 1\leq|z_{1}|\leq\sqrt{\frac{c\sqrt{c}}{2\sqrt{b'}}} 1\leq y_{1}<\sqrt{\frac{t+1}{2}} (2.3)

を満たすものである.本稿では,(z0, xo), (zl, yl) をPell 方程式 (2.1), (2.2) のそれぞれ基本

解(fundamental solutions) とよぶことにする.従って (2.1), (2.2) の正整数解 z=V_{rn}=w_{n}

は次のように表される :

v_{0}=z_{0}, \mathrm{v}_{1}=sz_{0}+cx0, v_{7n+2}=2sv_{m+1}-v_{ $\tau$ n},

w_{0}=z_{1}, w_{1}=tz_{1}+cy_{1}, w_{n+2}=2tw_{n+1}-w_{n}.

主定理の証明は,与えられた基本解と同じ類に属する解の個数の上限を与えるという方針で

なされるので,具体的に基本解を決定する必要がある.

定理2.1. \{a, b, \mathrm{c}, d\}(a<b<c<d) をDiophantus の4組とし, z=v_{rn}=w_{n} が解を

もつと仮定する.このとき,以下の4つのうちいずれか1つが成り立つ :

(1) m, n は共に偶数で, z0=z_{1} かつ |zo|\in\{1, cr-st\} ;

(2) m は奇数, n は偶数で, |zo|=t, |z_{1}|=cr-st かつ z_{0}z_{1}<0 ;

(3) m は偶数, n は奇数で, |z\mathrm{o}|=cr-st, |z_{1}|=s かつ z_{0}z_{1}<0 ;

(4) m, n は共に奇数で, |zo|=t, |z_{1}|=s かつ zozl>0.

さらに,もし d>d+ ならば,(2) は起こらない.

これまで基本解に関しては,Dujellaが大よそ決定した結果 ([15, Lemma 8]) が一般には

最良であり,そこでは m, n が偶数の場合に |z\circ| が明示的に決定されていないという曖昧さ

があったが,定理2.1ではその曖昧さを排除していることと後半の主張が加わっていること
が新しい.

定理2.1の証明の鍵となるのは,2次無理数の有理数による同時近似に関するRickertの
定理 ([34]) を少し書き直した次の定理である.
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定理2.2. ([8, Theorem 2.2]) a, b, N を 0<a\leq b-5, b>2000, N\geq 3.706a^{-}b^{2}(b-a)^{2}
(a^{-}=\displaystyle \max\{b-a,a\}) を満たす整数とする. N が ab で割り切れるとき, $\theta$_{1}=\sqrt{1+b}/N お

よび $\theta$_{2}=\sqrt{1+a}/N は,すべての整数 p_{1} , 迎, q(q>0) に対し

\displaystyle \max\{|$\theta$_{1}-\frac{p_{1}}{q}|, |$\theta$_{2}-\frac{p_{2}}{q}|\}>(\frac{1.413\cdot 10^{28}a'bN}{a})^{-1}q^{- $\lambda$}
を満たす.ただし

 $\lambda$=1+\displaystyle \frac{\log(10a^{-1}a'bN)}{\log(2.699a^{-1}b^{-1}(b-a)^{-2}N^{2})}<2
である.

【定理2.1の証明の概略】 まず, d=d_{+} の場合には,[15, Lemma 5] の証明より, m, n\leq 2

かつ (m,n)=(1,1) , (1, 2), (2, 1), (2, 2) のときそれぞれ (zo, z_{1} ) =(t, s) , (t, st-c\mathrm{r}) , (st‐
 $\varphi$, s) , (st—cr, st—cr) であることが分かるので,定理の主張が成り立つ.

以下, d>d+ と仮定する.後半の主張は, |z_{0}|=t, |z_{1}|=cr-st と基本解の範囲 (2.3)
を精密に調べることにより c の a, b による評価

4ab^{2}<c<4$\tau$^{-4}a^{2}b ( $\tau$=\displaystyle \frac{\sqrt{ab}}{r}(1-\frac{a+b+1/\mathrm{c}}{c})(<1)) (2.4)

が得られるが,この不等式が, b>4000([7, \mathrm{L} $\epsilon$ \mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}3.4]) および b>a+2 (これは [5], [22]
の帰結である) に反することから分かる.

[15, Lemma 8] により,あとは m, n が共に偶数の場合に, |zo|\in {  1 , cr—st} であるこ

とを示せばよい. |z_{0}|\not\in\{1, cr-st\} と仮定する. d_{0}=(z_{0}^{2}-1)/\mathrm{c} とおくと,正則でない

Diophantus の4組 \{a, b, d_{0}, c\} (do<c) が得られる (|zo|=1, cr-st はそれぞれ do=0, d-

に対応する)。このとき, \mathrm{c} は a, b と比べて 「非常に大きい」 ことが分かるので,定理2.2を

q=abz, p_{1}=sbx, p_{2}=tay, N=abc

で適用することができ, n の a, b, c による上限が得られる.しかし,その上限は合同式

v_{m}\equiv w_{n}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8c^{2}) から得られる n の下限と b>4000 に反する.口

3 主定理の証明

固定された Diophantus の3組 \{a, b, c\}(a<b<c) に対し,基本解 ( z_{0} , zl) に伴う正則

でない Diophantus の4組 \{a, b, c, d\}(c<d) の個数を N (zo, z_{1} ) とおく.主定理は定理2.1

と次の定理から従う.

定理3.1. (1) 一般に N(z0, z\mathrm{l})\leq 2 が成り立つ.

(2) (z_{0}, z_{1})\in\{(st-cr, st- cr), (st- cr, s), (t, s)\} ならば N(z_{0},z_{1})\leq 1 である.

注意3.2. (2) に現れる基本解 (zo, zl) はそれぞれ (m,n)\in\{(2,2) , (2, 1), (1, 1) \} のとき

解 z=v_{ $\tau$ n}=w_{n}=cr+st , すなわち, d=d+ を与える.

115



【定理2.1, 3.1から主定理が従うこと】 固定された Diophantus の3組 \{a, b, c\}(a<b<c)
に対し, \{a, b, c, d\}(d+<d) が(正則でない) )iophantus の4組であるような d の個数を
N とする. N\leq 10 を示せばよい.また,

N_{ee}=N(1,1)+N(-1, -1)+N(cr-st, cr-st)+N(st-c\mathrm{r}, st - cr) ,

N_{oe}=N(t, st-cr)+N(-t , cr—st),

N_{eo}=N(st-cr, s)+N(cr-st, -s) ,

N 。 =N(t, s)+N(-t, -s)

とおく.定理2.1, 3.1により

ハee \leq 7, N。e=0, N_{e}。 \leq 3, N_{oo}\leq 3,

N=N_{e\mathrm{e}}+N_{eo}+N_{\infty}

である. \mathrm{c} と a, b の大きさによって場合分けして考える.

\bullet \mathrm{c}>4$\tau$^{-4}ab^{2} (  $\tau$ は(2 \cdot 4) のもの) ならば,(2.3) から |zo|, |z_{1}|\neq cr-st が分かるので,

ハe。 =0, N_{ee}=N(1,1)+N(-1, -1) , N=N_{ee}+N_{ $\omega$}\leq 4+3=7.

\bullet  4$\tau$^{-4}ab^{2}>c>4ab^{2} ならば, |z_{1}|\neq cr-st であり,

N_{ee}=N(1,1)+N(-1, -1) , N=N_{ee}+N_{eo}+N_{oo}\leq 4+3+3=10.

\bullet 4ab^{2}>c>4$\tau$^{-4}a^{2}b ならば, |z_{1}|\neq cr-st かつ |zo|\neq t が分かるので,

N_{oo}=0, N_{ee}=N(1,1)+N(-1, -1) , N=N_{ee}+N_{e}。 \leq 4+3=7.

\bullet 4$\tau$^{-4}a^{2}b>c>4a^{2}b ならば, c>4a^{2}b のとき 4ab^{2}>4$\tau$^{-4}a^{2}b であることに注意する
と |zo|\neq t が分かるので,

N_{oo}=0, N=N_{ee}+N_{eo}\leq 7+3=10.

\bullet 4a^{2}b>\mathrm{c} ならば, |zo|\neq t かつ |z_{1}|\neq s が分かるので,

醜。 =N_{oo}=0, N=N_{ee}\leq 7 . 口

定理3.1 (1) の証明には,(3つの) 対数の1次形式に関する Matveev の結果 ([32]) と岡

崎氏による幾何的 gaP 原理を利用する.いずれにおいても,1次形式

=m\log $\xi$-n\log $\eta$+\log $\mu$

を評価しておく必要がある.ここで

 $\xi$=s+\displaystyle \sqrt{ac},  $\eta$=t+\sqrt{bc},  $\mu$=\frac{\sqrt{b}(x_{0}\sqrt{c}+z_{0}\sqrt{a})}{\sqrt{a}(y_{1}\sqrt{c}+z_{1}\sqrt{b})}
である.
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補題3.3. z=v_{rn}=w_{n} の解 (m, n) に対し, 0<< $\kappa \xi$^{-2m} が成り立つ.ここで

 $\kappa$=\left\{\begin{array}{ll}
6\sqrt{ac} & (d>d+ \text{の場合}),\\
2. 001c/b & (zo=st-cr \text{の場合}),\\
1/(2ab) & (z_{0}=t \text{の墳}\mathrm{h}\simeq)
\end{array}\right.
である.

【証明】 P=a^{-1/2}(zo\sqrt{a}+x\mathrm{o}\sqrt{c})$\xi$^{\ovalbox{\tt\small REJECT} n}, Q=b^{-1/2}(\mathrm{z}_{1}\sqrt{b}+y_{1}\sqrt{c})$\eta$^{n} とおくと, v_{rn}=w_{n} より

P-Q=(\displaystyle \frac{c}{a}-1)P^{-1}-(\frac{c}{b}-1)Q^{-1}>\frac{c-a}{a}(Q-P)P^{-1}Q^{-1},
すなわち P>Q である. (P-Q)/P<(c-a)/(aP^{2})<1/2 なので,

0< $\Lambda$=\displaystyle \log\frac{P}{Q}=-\log(1-\frac{P-Q}{P})<\frac{2(c-a)}{a}P^{-2}<\frac{2(x_{0}\sqrt{\mathrm{c}}-z_{0}\sqrt{a})^{2}}{\mathrm{c}-a}$\xi$^{-2m}.
あとは各場合に右辺が  $\kappa \xi$^{-2} 以下であることを見ればよい.口

以下,基本解 (z_{0}, z_{1}) を1つ固定し, z=v_{m}=w_{n} は (z_{0}, z_{1}) と同じ類に属する3つの

解(mo, no), (m1, n1), (m2, n2) (mo<m_{1}<m_{2}) をもつと仮定する.また,

=m_{i}\log $\xi$-n_{i}\log $\eta$+\log $\mu$ (i\in\{0,1,2\})

とおく.次の補題が与える m2-m_{1} の下からの評価は非常に強力である.

補題3.4. ([4, Lemma 2.2], [24, Lemma 5.1] 参照) v_{m0}>0 と仮定すると

 m_{2}-m_{1}>$\kappa$^{-1}(4ac)^{m_{0}}\triangle\log $\eta$

が成り立つ.ここで

\triangle=\left|\begin{array}{ll}
n_{\mathrm{l}}-n_{0} & n_{2}-n_{\mathrm{l}}\\
m_{\mathrm{l}}-m_{0} & m_{2}-m_{\mathrm{l}}
\end{array}\right|>0
である.

証明は [4, Lemma 2.2] や[24, Lemma 5.1] と同様の方法でなされる.

【定理3.1 (1) の証明】 N(z0, z_{1})\geq 3 と仮定すると, z=v_{rn}=w_{n} は3つの解 (mo, no),
(ml, nl), (m2, n2) (mo<m_{1}<m_{2}) をもち,しかも z=v_{rn_{0}} は d>d+ なる d に対応する

ので, m0\geq 4 としてよい ([23, Lemmas 7−11] 参照). 補題3 \cdot 3と[32, Theorem 2.1] から

\displaystyle \frac{m_{2}}{\log(38.96m_{2})}<A(c)C\log $\eta$
が分かる.ここで,  C=3.08\cdot 10^{11} および

A(c)=\left\{\begin{array}{ll}
8. 1\log c & (c=a+b+2r\text{の\ovalbox{\tt\small REJECT}_{ロ}}^{R}) ,\\
8.6 \log(0.632c) & (\mathrm{c}>a+b+2r \text{の貼\ovalbox{\tt\small REJECT}_{ロ}}^{<})
\end{array}\right.
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である. m_{0}\geq 4 および  $\eta$<2\mathrm{c}-1 に注意すると, c=a+b+2r のとき

\displaystyle \frac{\frac{128}{3}a^{4_{C}4}}{\log(38.96\cdot\frac{128}{3}a^{4}c^{4}\log(2c-1))}<8.1C\log \mathrm{c}
を得るが,これは c<2100 を意味し, c>b>4000 ([7, Lemma 3.4]) に反する. \mathrm{c}>a+b+2r

の場合も同様に

\displaystyle \frac{\frac{128}{3}a^{3.5_{\mathcal{C}}3.5}}{\log(38.96\cdot\frac{128}{3}a^{3.5}c^{3.5}\log(2c-1))}<8.6C\log(0.632c) ,

から c<6400 が分かるが,これは c>5b>20000 に反する (\mathrm{c}>a+b+2r ならば

\mathrm{c}>4ab+a+b が成り立つことに注意する; [30, Lemma 4] 参照). 口

z=v_{7n}=w_{n} の3つの解のうちの1つ(つまり最小の解) が d=d_{+} に対応する場合に
は,Matveev の定理と補題3 \cdot 4を使って得られる  c の上限は非常に大きいので,各 c に対

して還元法を使って矛盾を導くことができない.そこで,Matveev の定理の代わりに,2つ
の1次形式に関する Laurent の定理 [31, Theorem 2] を利用する.そのために,1次形式

 $\Gamma$=-=(m_{2}-m_{1})\log $\xi$-(n_{2}-n_{1})\log $\eta$

を考える.補題3.3より  0<| $\Gamma$|< $\kappa \xi$^{-2rn_{1}} であり,[31, Theorem 2] より

\displaystyle \frac{2m_{1}}{\log $\eta$}<\frac{C $\mu$( $\rho$+3)^{2}}{$\lambda$^{3} $\sigma$}h^{2}+\frac{4\sqrt{ $\omega \theta$}h+8\log h+4\log(\sqrt{C $\omega \theta$}$\lambda$^{-3}( $\rho$+3)^{2})}{\log^{2}\mathrm{l}6000}+1 (3.1)

が分かる.ただし,  $\rho$=7.9,  $\mu$=0.62,

 $\sigma$=\displaystyle \frac{1+2 $\mu-\mu$^{2}}{2},  $\lambda$= $\sigma$\log $\rho$,
h=4\displaystyle \log(\frac{2(m_{2}-m_{1})}{\log $\eta$}+1)+4\log(\frac{ $\lambda$}{ $\rho$+3})+7.06+\log $\rho$,
H=\displaystyle \frac{h}{ $\lambda$},  $\omega$=2+2\sqrt{1+\frac{1}{4H^{2}}},  $\theta$=\sqrt{1+\frac{1}{4H^{2}}}+\frac{1}{2H},

C=(\displaystyle \frac{ $\omega$}{6}+\frac{1}{2}\sqrt{\frac{$\omega$^{2}}{9}+\frac{16 $\lambda \omega$^{5/4}$\theta$^{1/4}}{3( $\rho$+3)H^{1/2}\log(16000)}+\frac{16 $\lambda \omega$}{3( $\rho$+3)H\log(16000)}})^{2}
である.不等式 (3.1) が機能するためには,「m_{2}-m_{1} とml が近い」 ことを示す必要があ

る.そのために,Rickert の定理を,前出のもの (定理2.2) とは別の観点で言い直した次の
定理を利用する.

定理3.5. a, b, \mathrm{c} を 0<a<b<c を満たす整数とし,al =a(\mathrm{c}-b) , a2 =b(\mathrm{c}-
a) , N=abz2 とおく.ただし z は連立 \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{J}1 方程式 (2.1), (2.2) の正の解である.また

u=c-b, v=c-a, w=b-a とおく.もし N\geq 10^{5}a_{2} ならば, $\theta$_{1}=\sqrt{1+a_{1}}/N および

$\theta$_{2}=\sqrt{1+a_{2}}/N は,すべての整数 p_{1} , p2, q(q>0) に対し

\displaystyle \max\{|$\theta$_{1}-\frac{p_{1}}{q}|, |$\theta$_{2}-\frac{p_{2}}{q}|\}>(\frac{32.01a_{1}a_{2}N}{a_{1}})^{-1}q^{- $\lambda$}
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を満たす.ただし

である.

 $\lambda$=1+\displaystyle \frac{\log(\frac{16a_{1}'a_{2}N}{a_{1}})}{\log(\frac{1.6874N^{2}}{a1a2(a2-a1)uvw})}
証明は [20, Theorem 2.5] と同様になされる.

補題3.6. (x_{(i)},y_{(i)}, z_{(i)})(i\in\{1,2\}) を連立 Pell 方程式 (2.1), (2.2) の正の解とし, $\theta$_{1}, $\theta$_{2}

を定理3.5において z=z_{(1)} としたものとするとき,

\displaystyle \max\{|$\theta$_{1}-\frac{acy_{(1)}y_{(2)}}{abz_{(1)^{\mathcal{Z}}(2)}}|, |$\theta$_{2}-\frac{bcx_{(1)}x_{(2)}}{abz_{(1)}z_{(2)}}|\}<\frac{c^{3/2}}{2a^{3/2}}z_{(2)}^{-2}
が成り立つ.

【証明】

|\displaystyle \sqrt{1+\frac{a_{1}}{N}}-\frac{p_{1}}{q}|=\frac{y_{(1)}\sqrt{c}}{bz_{(1)}z_{(2)}}|z_{(2)^{\sqrt{b}-}y_{(2)}\sqrt{c}}|<\frac{(c-b)\sqrt{c}y_{(1)}}{2b\sqrt{b}z_{(1)}z_{(2)}^{2}}<\frac{c^{3/2}}{2b^{3/2}}z_{(2)}^{-2},
|\displaystyle \sqrt{1+\frac{a_{2}}{N}}-\frac{p_{2}}{q}|=\frac{x_{(1)}\sqrt{c}}{az_{(1)}z_{(2)}}|z_{(2)}\sqrt{a}-x_{(2)}\sqrt{\mathrm{c}}|<\frac{(\mathrm{c}-a)\sqrt{c}x(1)}{2a\sqrt{a}zz^{2}}<\frac{\mathrm{c}^{3/2}}{2a^{3/2}}z_{(2)}^{-2} . 口

定理3.5と補題3.6を合わせると,次の命題が得られる.

命題3.7. \{a, b, c, d_{\dot{ $\eta$}}\}(i\in\{1,2\}) を a<b<c<d_{1}<d_{2} を満たす Diophantus の4組

とし, x_{(i)}, y_{(i)}, z_{(i)} を ad_{i}+1=x_{(i)}^{2}, b砺 +1=y_{(i)}^{2}, \mathrm{c}d_{i}+1=z_{(i)}^{2}(i\in\{1,2\}) を満たす正

整数とする.もし n_{1}\geq 7 または (n_{1}, z_{1})=(6, st-cr) ならば, n_{2}<255n_{1} が成り立つ.

【証明】 方針は [3, Corollary 3.3] と同様であるが,煩雑な計算式を含むので,少し丁寧に述
べたいと思う.

N=abz_{(1)}^{2}, p_{1}=acy_{(1)}y_{(2)}, p_{2}=bcx_{(1)^{X}(2)}, q=abz_{(1)^{Z}(2)} とおくと,定理3.5および補
題3.6より

z_{(2)}^{2- $\lambda$}<\displaystyle \frac{\mathrm{c}^{3/2}}{2a^{3/2}}a^{ $\lambda$}b^{ $\lambda$}z_{(1)}^{ $\lambda$}\cdot 32.01b^{3}c\frac{\mathrm{c}-a}{c-b}z_{(1)}^{2}<16.005a^{ $\lambda$-2}b^{ $\lambda$+7/2}c^{5/2}z_{(1)}^{ $\lambda$+2} (3.2)

(c\geq a+b+2r および (\mathrm{c}-a)/(c-b)\leq(b+2r)/(a+2r)<b^{1/2}a^{-1/2} に注意). 以下,

z_{(i)}=w_{n_{i}}(i\in\{1,2\}) とおく.

(2.3) から 0.5655b^{-1/4_{C}3/4}<w_{1}<1.4144b^{1/4}\mathrm{c}^{1/5} なので

0 \cdot 5655 \cdot  1.99975^{n_{1}-1}b^{n/2-3/4}1\text{♂^{}1/2+1/4}<w_{n1}<1.4144\cdot 2.0001^{n_{1}-1}b^{n_{1}/2-1/4}\text{♂^{}1/2+3/4}

を得る.これから

\displaystyle \frac{16a_{1}a_{2}N}{a_{1}}<16b^{3}c\frac{\mathrm{c}-a}{c-b}z_{(1)}^{2}<32.01\cdot 2.0001b\text{♂^{}1}<(4.001bc)^{n_{1}+2.75},
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\displaystyle \frac{1.6874N^{2}}{a_{1}a_{2}(a_{2}-a_{1})uvw}=\frac{1.6874abz_{(1)}^{4}}{c(b-a)^{2}(c-b)^{2}(c-a)^{2}}
>0.172\cdot 1.99975^{4n_{1}-4}b^{2n_{1}-4}c^{2n_{1}-4}>(3.999bc)^{2n_{1}-4}

が分かるので,

 $\lambda$<1+\displaystyle \frac{(n_{1}+2.75)\log(4.001bc)}{(2n_{1}-4)\log(3.999bc)}<1+\frac{0.5001n_{1}+1.3751}{n_{1}-2}
を得る.従って (3.2) より

z_{(2)}^{0.4999n_{1}-3.3751}<16.005^{n}ab^{5.0001n-7.6249_{\mathrm{C}}2.5n_{1}-5}z_{(1)}^{3.5001n1-4.6249}.
また, z_{(1)}=w_{n_{1}}>1.99975^{n_{1}-1.82255}(bc)^{0.5n_{1}-0.25} より

16.005^{n_{1}-2}b^{5.0001n_{1}-7.6249}c^{2.5n_{1}-5}<16.005^{n_{1}-2}(b\mathrm{c})^{3.75005n-5}1<z_{(\mathrm{i})}^{75001}
であるので,

z_{(2)}<z_{(1)}^{ $\sigma$} ( $\sigma$=\displaystyle \frac{3.5001n_{1}+2.8752}{0.4999n_{1}-3.3751}) (3.3)

が得られる. n_{1}\geq 7 なら  $\sigma$>1 であることに注意する.もし n_{2}\geq n_{1} $\sigma$+1.1( $\sigma$-1) なら

z_{(2)}/z_{(1)}^{ $\sigma$}>1 となって上の式に反するので, n_{2}<n_{1} $\sigma$+1.1( $\sigma$-1) , 従って (3.3) より

n_{2}<\displaystyle \frac{(n_{1}+1.1)(3.5001n_{1}+2.8752)}{0.4999n_{1}-3.3751}-1.1<255n_{1}
を得る.

(n_{1}, z_{1})=(6, st-cr) の場合には,  $\sigma$<0 となってしまい (3.3) は使えないが,w6の評
価は上記 w_{n_{1}} の評価で n_{1}=6 としたものより改善できる.実際,

w_{6}=(16b^{2}c^{2}+12bc+1)(cr+st)+4(2b\mathrm{c}+1)cr

から

32a^{1/2}b^{5/2}\mathrm{c}^{3}<w_{6}<32.0041a^{1/2}b^{5/2}c^{3}

が得られる.また, |z_{1}|=cr-st の場合には (2.3) より \mathrm{c}<7.25a^{2}b が分かるので,

\underline{16a_{12}}<1.6389\cdot 10^{4}a^{1/2}b^{17/2}\mathrm{c}^{7},
a_{1}

\displaystyle \frac{1.6874N^{2}}{a_{1}a_{2}(a_{2}-a_{1})uvw}>1.7693\cdot 10^{6}a^{3}b^{9}c^{7}
より

 $\lambda$<2-\displaystyle \frac{\log(\frac{1.7693}{1.6389}\cdot 10^{2}a^{5/2}b^{1/2})}{\log(1.7693\cdot 10^{6}a^{3}b^{9}c^{7})}<2-\frac{\log(69.992a^{33./16}b^{9/32}c^{7/32})}{\log(1.769310^{6}a^{3}b^{9}c^{7})}<\frac{63}{32}
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を得る.従って (3.2)より

2_{(2)}<4.980810^{229}a^{125/2}b^{985/2}c^{463}

を得るが, z_{(2)}=w_{n_{2}}>0.5655\cdot 1.99975^{n_{2}-1}b^{n_{2}/2-3/2/2+1/4}4_{C}n であるので,

1.99975^{n}2b^{n2/2/2}2_{C^{n}}<1.7614\cdot 10^{230}b^{2037/4_{C}2037/4}

が分かる.故に n2<2037/2<255n_{1} が得られる.口

碇理3.1 (2) の証明】  z_{0}\in {  t , st‐cr} に対し N(z_{0}, z\mathrm{l})\geq 2 と仮定して矛盾を導く.従って,

z=v_{m}=w_{n} は m_{0}<m_{1}<m_{2} なる3つの解 (m_{i},n_{i})(i\in\{0,1,2\}) をもち, z0=t , st‐cr

のときそれぞれ mo=1 , 2である.また,[23, Lemmas 7‐11] より \displaystyle \min\{m_{1}, n\mathrm{l}\}\geq 4 であ

るが,今は  z_{1}\in {  s , st—cr} であることから, m\mathrm{l}\geq 6 が分かる.

m_{i}\equiv mj (mod2) かつ短 \equiv nj(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)(i\in\{0,1,2\}) より \triangle\geq 4 なので,補題3.3と
3.4より

\displaystyle \frac{m_{2}-m_{1}}{\log $\eta$}>7.99a^{2}bc\cdot 4>5.2\cdot 10^{8} . (3.4)

一方, n_{i}-1\leq m_{i}\leq 2n_{i}+1 ([15, Lemma 3]) および m_{1}\geq 6 に注意すれば,命題3.7より

m_{2}\leq 2n_{2}+1\leq 510n_{1}-1\leq 510m_{1}+509<594.9m_{1},

すなわち m2— m_{1}<594m_{1} が分かる.従って (3.1) より

\displaystyle \frac{m_{2}-m_{1}}{297\log $\eta$}<\frac{C $\mu$( $\rho$+3)^{2}}{$\lambda$^{3} $\sigma$}h^{2}+\frac{4\sqrt{ $\omega \theta$}h+8\log h+4\log(\sqrt{C $\omega \theta$}$\lambda$^{-3}( $\rho$+3)^{2})}{\log^{2}\mathrm{l}6000}+1,
すなわち (m_{2}-m_{1})/\log $\eta$<3.4\cdot 10^{7} を得るが,これは (3.4) に反する. \square 

注意3.8. 本稿の執筆と前後して,(3.1) と定理3.5とを組み合わせることとは別のアイ

デアを利用することにより,主定理が大きく改善できることに気づいた ([25] 参照). 従って

本稿の主たる意義は,2つの対数形式に関するBakerの方法と2次無理数の同時近似に関
する Rickert の定理とを組み合わせることにより,基本解が1つに定まらない連立 Pe垣方

程式についても (基本解が唯1つである [3] の連立 Pell 方程式同様), その解の個数を評価

できる場合があることを明示したことにあると言えるかもしれない.
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