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1 トーリック多様体のコホモロジー表現問題

 G を連結な単純グラフ,その自己同型群を \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G) とする. X(G) を G から構成され

るトーリック多様体とすると, G への \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G) 作用は X(G) への \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G) 作用に誘導さ

れ,コホモロジー環 H^{*}(X(G)) の \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G) 表現ができる.本講演では,このコホモロジー

表現がどのような表現であるのかについて考察する.しかし,一般の単純グラフで考える

ことは困難であるため,グラフを完全グラフと完全グラフから辺を1本除いたグラフの2

種類に特定して考える.完全グラフの場合はすでにProcesi による先行研究 ([2]) がある.

定義1 R(X(G);t) をがの係数を 2i 次のコホモロジー群 H^{2i}(X(G)) の \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G) 表現と

する t の多項式とする.

出典 :「新しい変換群論の幾何」 数理解析研究所講究録.
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2連結単純グラフからのgraph associahedron の構成方法

G からトーリック多様体 X(G) は以下のように構成する. V(G) を G の頂点集合と

する.

B(G) := {I\subset V(G)|G|I : connected}

と定義し,graphical building set という.例えば G が下図の3頂点パスグラフの時,

graphical building set B(G) は B(G)=\{1 , 2, 3, 12, 23, 123 \} となる.ここで,1は集

合{1}, 12は集合 {1, 2}(他同様) を表す.次に,graph associahedron P_{G} を構成する.

n+1 頂点を持つ単純グラフ G に対して, n 単体を用意し,各facet にグラフの頂点を

対応させる. B(G) の V(G) 以外の集合に対応する n 単体の面を次元の小さいものから

カットしてできる多面体が graph associahedron P_{G} である.graph associahedron は

Delzant polytope になり,対応するトーリック多様体が存在する.これがグラフ G に対

応するトーリック多様体 X(G) であり,複素次元は n である.多面体の面をカットする

ことは,その上のトーリック多様体をblow‐up することに対応する.下図は3頂点パス

グラフと,その graph associahedron, その上のトーリック多様体である. X(G) は \mathbb{C}P^{2}

の2点blow‐up である.

G

1 2 3

blow‐up
\mathbb{C}P^{2} \leftarrow \mathbb{C}P^{2}\# 2\overline{\mathbb{C}P^{2}}\cong X(G)

\downarrow \downarrow

\leftarrow =P_{G}

2

3 完全グラフに対応するトーリック多様体のコホモロジー

表現

G が4頂点完全グラフK4の場合,graphical building set B(K_{4}) は以下のようになる.
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Procesi は G が n+1 頂点を持つ完全グラフ K_{n+1} の場合に Aut (G) 表現を記述した

([2]). この場合の \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G) は対称群 \mathfrak{S}_{n+1} である. G から構成される実トーリック多様

体のコホモロジー環の \mathfrak{S}_{n+1} 表現は Henderson により記述された ([1]). 対称群 \mathfrak{S}_{m} の既

約表現は, m 個の箱を持つヤング図形と全単射対応がある.ヤング図形  $\lambda$ の  i 行目の箱

の数を $\lambda$_{i} とすると,  $\lambda$ を  m の分割 ($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{k}) として表すことができる.  $\lambda$ に対応する

\mathfrak{S}_{m} の既約表現を S_{ $\lambda$} で表す.

完全グラフ K_{n+1} に対応するトーリック多様体 X(K_{n+1}) をpermutohedral variety,

その下にある graph associahedron P_{K_{n+1}} をpermutohedron という. P_{K_{n+1}} は n 単体

の全ての面をカットしてできる多面体であり, X(K_{n+1}) は \mathbb{C}P^{n} を何度かblow‐up して

できる;

\mathbb{C}P^{n} \leftarrow^{\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}} Y_{0} \leftarrow^{\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}} \mathrm{Y}_{1}\leftarrow\cdots\leftarrow Y_{n-3} \leftarrow^{\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}} \mathrm{Y}_{n-2}\cong X(K_{n+1}) .

along X^{0} along X^{1} along X^{n-2}

ここで, X^{i} は複素 i 次元のいくつかの permutohedral variety X(K_{i+1}) の非交和であ

り,巧は n 単体の i 次元以下の全ての面をカットしてできる多面体の上にあるトーリッ

ク多様体である. \mathbb{C}P^{n} と各 Y_{i} には対称群 \mathfrak{S}_{n+1} が作用する.よって, \mathfrak{S}_{n+1} 加群として

以下が成立する

H^{*}(X(K_{n+1}))\displaystyle \cong H^{*}(\mathbb{C}P^{n})\oplus(\bigoplus_{k=0}^{n-2}(H^{*}(X^{k})\otimes H^{+}(\mathbb{C}P^{n-k-1})))
ここで,複素射影空間のコホモロジー群への対称群の作用は自明である.この同型を使っ

て,Procesi は H^{*}(X(K_{n+1})) の \mathfrak{S}_{n+1} 表現を以下のように記述した;

R(X(K_{n+1});t)=S_{(n+1)}(1+t+\cdots+t^{n})

+\displaystyle \sum_{k=0}^{n-2}\{ (\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{S}_{k+1}\mathrm{x}\mathfrak{S}_{n-k}}^{\mathfrak{S}_{n+1}}R(X(K_{k+1});t) 図 s_{(n-k)})(\displaystyle \sum_{i=1}^{n-k-1}t^{\dot{ $\iota$}})\}.
4 主結果

以下, G を K_{n+1} から辺 ij を除いたグラフとする. G の自己同型群は \mathfrak{S}_{n-1}\times \mathfrak{S}_{2} で

ある.Procesi の方法と同様にして,表現 R(X(G);t) も求めることができる. B(G)=

B(K_{n+1})\backslash \{ij\} であり,これは X(G) が上の X^{n-2} の連結成分が1つ少ない部分多様体

X^{\tilde{n}-2} でblow‐up してできることを意味する.よって,以下が \mathfrak{S}_{n-1}\times \mathfrak{S}_{2} 加群として成

立する;

H^{*}(X(G))\cong H^{*}(Y_{n-3})\oplus(H^{*}(X^{\tilde{n}-2})\otimes H^{+}(\mathbb{C}P^{1})) .
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H^{+}(\mathbb{C}P^{1}) への \mathfrak{S}_{n-1}\times 6_{2} 表現は自明である.この同型を使うと, R(X(G);t) は以下の

ように表せる

R(X(G);t)=S_{(n-1)}\ovalbox{\tt\small REJECT} S_{(2)}(1+t+\cdots+t^{n})

+\displaystyle \sum_{k=0}^{n-3}\{{\rm Res}_{H}^{\mathfrak{S}_{n+1}}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{S}_{k+1}\times \mathfrak{S}_{n-k}}^{\mathfrak{S}_{n+1}}R(X(K_{k+1});t)\mathbb{R}S_{(n-k)})(\sum_{i=1}^{n-k-1}t^{i})\}
+\{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H_{1}}^{H}({\rm Res}_{H_{1}}^{\mathfrak{S}_{2}\times \mathfrak{S}_{n-1}}s_{(2)} 図 R(X(K_{n-1});t))

+\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H_{2}}^{H} ({\rm Res}_{H_{2}}^{\mathfrak{S}_{2}\mathrm{x}\mathfrak{S}_{n-1}}S_{(2)} 図 R(X(K_{n-1});t))\}t.
ここで, H=\mathfrak{S}_{n-1}\times \mathfrak{S}_{2}, H_{1}=\mathfrak{S}_{2}\times \mathfrak{S}_{n-3}\times \mathfrak{S}_{2}, H_{2}=\mathfrak{S}_{1}\times \mathfrak{S}_{1}\times \mathfrak{S}_{1}\times \mathfrak{S}_{n-2} で

ある.
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