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1 導入

多変量線形回帰モデルでは回帰係数パラメータの推定が主な問題である.観測を Y= (Yl, . . . Y_{n})^{T} , 回

帰係数を  $\beta$=($\beta$_{1,}$\beta$_{d}) , 説明変数 X を  n\times áの行列とする.このとき \mathrm{Y}\sim N(X $\beta,\ \sigma$^{2}I_{n}) に従っている

とする. $\sigma$^{2} は分散パラメータ, I_{n} は長さ n の単位行列である.

観測に対する説明変数が多いほど推定の精度が上昇するがデータを取りなおしたときは推定の精度は大き

く下がってしまう.これは実際には不要な説明変数を用いていることに起因している.そのために,不要な

説明変数を使用しないことが重要になってくる.このときに用いられる手法の一つにスパース推定がある.

スパース推定は回帰係数の推定とモデル選択を同時に行える手法である.回帰係数の推定で不要なパラ

メータを 0 と推定することで,説明変数の必要か不要かの判断が可能になる.Thibishirani(1996) では罰則

項を用いることでLasso推定を構成した.Lasso推定量は

\hat{ $\beta$} Lasso =\displaystyle \mathrm{a}r\mathrm{g}\min\{||Y-X $\beta$||_{2}^{2}+ $\lambda$|| $\beta$||_{1}\}
で記される.ただし ||\cdot||0 は L_{1} ノルムである. ||\cdot||_{2} は L_{2} ノルムである.これによりスパース推定が可能

となる.一方罰則項を加える手法は複数あり,その一つがRidge推定である.Ridge推定量は

\hat{ $\beta$}^{Ridge}=\mathrm{a}x\mathrm{g} $\alpha$ \mathrm{u}\mathrm{n}\{||\mathrm{Y}-X $\beta$||_{2}^{2}+ $\lambda$|| $\beta$||_{2}^{2}\}
で表わされる.Ridge推定量はスパース性を持っていない.

スパース推定で求められる性質の一つにFan and Li(2001) が提唱したoracle性がある.それは変数選択

の一致性と,推定量の漸近正規性を持つという性質である.Lassoはその oracle 性を持たないことが知られ

ている.

頻度論におけるスパース推定の欠点の一つに信頼区間の構成が困難という点がある.これは推定量の構成

が複雑な点が起因している.そのためブートストラップなどの手法を用いる必要がある.その問題点を解決

する方法に Bayesian Lasso がある.Bayesian Lasso はLasso がベイズ的に解釈可能という事実を元に構成

されている.回帰係数  $\beta$ の事前分布にラプラス分布を置くことで最頻値が Lasso 推定量と一致する.Park

and Casella(2008) では Laplace 分布が正規分布の分散混合分布と解釈できることを用いて GIUbs sample

を構成した.この手法はベイズ的手法にもとついているのでMCMCにより信用区間が容易である.しか

し,Bayesian Lasso はスパース性をもっていないことが知られている.そのため,信用区間に  0 が入って

いれば 0 と判断するといった処理が必要でありスパース推定の利点が失われている.

spike and slab prior は一点分布と連続分布の混合事前分布である.spike and slab prior は

 $\pi$($\beta$_{j})=(1-p)$\delta$_{0}($\beta$_{j})+p$\pi$_{0}($\beta$_{j})

という形でかかれる. $\pi$_{0}($\beta$_{g'}) はなんらかの連続分布で,正規分布や Laplace 分布を用いる. q は混合比率パ

ラメータ, $\delta$_{0}($\beta$_{j}) は確率1で 0 を取る一点分布である.

本研究では従来であれば事前分布を  $\pi$ (角) =$\pi$_{0}($\beta$_{j}) と置いていたところを,その代わりにspike and slab

prior を用いて解析を行い, X^{T}X=nI_{d} の条件下での oracle 性の導出を行った.
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2 spike and slab Ridge
この章では Ridge 推定量に対応するスパース Ridge について考える.スパース Ridge モデルを以下のよ

うに定める

Y\sim N(X $\beta,\sigma$^{2}I_{n})

 $\pi$($\beta$_{j})=(1-q)$\delta$_{0}($\beta$_{j})+qN($\beta$_{j}|0,$\sigma$^{2}/ $\lambda$) , j=1, \ldots, d

分散 $\sigma$^{2} と混合比率 q が既知の揚合はそこに事前分布は置かないとする.このとき以下の事実が成立する

定理2.1. 分散 $\sigma$^{2} と混合比率 q が既知とする.また X は直交行列,すなわち X^{T}X=n々とする.このと
きスパース Ridge モデルの事後中央値 Med ($\beta$_{j}|Y,$\sigma$^{2}, q) はoracle 性を持つ.

この事実は事後中央値が

\hat{ $\beta$}_{j}^{Med}=\{
0 |\hat{ $\beta$}^{OLS}|\leq t

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(\hat{ $\beta$}_{j}^{OL\mathcal{S}})[\frac{n}{ $\lambda$+n}|\hat{ $\beta$}_{j}^{OLS}|+($\sigma$^{2}/n)^{1/2}\sqrt{\frac{n}{ $\lambda$+n}}$\Phi$^{-1}(\frac{1-\min(1,.(\hat{ $\beta$}^{OLS})\rangle}{2})] |\hat{ $\beta$}^{OLS}|>t

 $\omega$(\displaystyle \hat{ $\beta$}_{\mathcal{J}}^{OLS}\prime)=\frac{1-q}{q}\frac{ $\lambda$+n}{ $\lambda$}\exp(-\frac{n}{ $\lambda$+n}\frac{(\hat{ $\beta$}_{j}^{OLS})^{2}\backslash }{$\sigma$^{2}/n})
であることから導かれる.ただし t は

\displaystyle \frac{q}{1-q}\sqrt{\frac{ $\lambda$}{ $\lambda$+n}}[2 $\Phi$(\frac{t}{ $\sigma$/\sqrt{n}}\sqrt{\frac{ $\lambda$}{n+ $\lambda$}})-1]=\exp(-\frac{n}{n+ $\lambda$}\frac{t^{2}}{2$\sigma$^{2}/n})
である.この手法は Ridge 推定にもとついているため, $\beta$_{j}^{Med}\emptyset 0 でないときの振る舞いは Ridge に似てい

る.一方スパース性は保持しているためスパースなRidge推定量と解釈することが出来る.またベイズ的
手法に基いているため信用区間の構成が容易である.

3 結論

spike and slab prior を用いることで従来ではスパース性や orade 性をもたなかったRidge 推定に , それ

ら性質を持たすことが可能になった.しかし,今回導出した性質は XTX = nちの仮定をしたままで行わ
れているため,説明変数行列の一般化を行う必要がある.加えて $\pi$_{0}($\beta$_{j}) の部分に今回は正規分布を当ては

めたが,他の分布も当てはめてどの分布が一番よいかを調査する必要がある.
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