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Abstract

Limiting tangent hyperplanes associated with hypersurface isolated singularities are considered in

the context of symbolic computation. A new effective algorithm is proposed to compute the limiting
tangent space of a given hypersurface. The key ingredient is the concept of the parametric local

cohomology systems.

1 はじめに

本稿では,孤立特異点を持つ超曲面の場合に,パラメータ付き代数的局所コホモロジーを用いたlimiting
tangent space の計算法を紹介する。

Limiting tangent space は1965年に,H. Whitney がstratification に関する理論を構築した際に tangent

cone の概念と共に導入した概念である。これは,特異多様体の特異点における接空間として理解され,特

異点論における最も基本的な概念の一つである。Limiting tangent spaceは特異多様体に対する特性類

([10, 21, 22 transversahty([7, 12 やWhitney equisingularity に係る問題等で重要な役割を果たす。

70年代から80年代にかけ,J‐P. G. Henry, Lê Dung Tráng, B. Teissier らによりlirmting tangent

space そのものの幾何的構造に関する研究がなされた ([9, 10, 11, 12, 13, 14])。最近の研究として,A. G.

Flores [3] がある。

D. O�Shea は1995年の論文 [19] でlimiting tangent space を求める方法を3つ与えている。これら3つ

の方法のうち,計算効率が最も良いのは先ずグレブナー基底計算によりNash blow‐up を求め,その後に

limiting tangent space を求めるという方法であったと報告している。O�Shea の計算法は,特異点の定義方

程式の変数の個数を \ell とすると, \ell+1 個の変数を新たに導入し,合計 2\ell+1 個の変数を持つイデアルを用

いる方法であり,問題のサイズが少しでもが大きくなる (または,変数の数が多くなる) と,計算速度が速
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いと言われている計算機代数システムRisa /\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}[18] やSINGULR[2] のグレブナー基底計算プログラムでも,

数日経っても結果が返ってこないことがよくある。

本稿では,これら既存の方法と異なる新たな計算法を与える。提案するアルゴリズムでは,特異点の定義

方程式の変数の個数を \ell とすると,  2\ell-2 個の変数を計算に使用する。従って,使用する変数の個数のみを

比較しても O�Shea の計算法より個数が少ない。新しい計算法の鍵となるのは,パラメトリック局所コホモ

ロジー系の概念である [15, 16]。計算アルゴリズムは主に線形計算から構成されておりグレブナー基底計算
を必要としない。このグレブナー基底計算と線形計算との計算量の差が O�Shea の方法と我々の提案法との

計算効率の違いに大きく影響を及ぼす。第4章のベンチマークテストの結果より,新しい計算法は O�Shea

の計算法よりより効率的であることがわかる。

2 パラメータ付き代数的局所コホモロジーとミルナー数

X を \mathbb{C}^{n} の原点 O の近傍,Ox を X の正則函数の成す層 (sheaf) , \mathcal{O}_{\mathrm{X},\mathrm{O}} を \mathcal{O}_{\mathrm{X}} の原点における茎 (stalk)
とする。 x=(x_{1}, \ldots, x_{n}) とし, f を X 上の正則函数で,超曲面 f(x_{1}, \ldots, x_{n})=0 は原点 O を孤立特異点

として持つとする。このとき,

 $\mu$= dimc (\displaystyle \mathcal{O}_{\mathrm{X},\circ/}\langle\frac{\partial f}{\partial x_{1}}, \frac{\partial f}{\partial x_{2}}, \ldots, \frac{\partial f}{\partial x_{n}}\rangle)
を原点でのミルナー数という。

代数的局所コホモロジー類を利用することによりこのミルナー数  $\mu$ は計算可能である。

\mathbb{C}^{n} の原点 O に台を持つ代数的局所コホモロジー H_{[0]}^{n}(\mathrm{O}_{X}) を

H_{[O]}^{n}(\displaystyle \mathcal{O}_{X}) :=\lim_{k\rightarrow\infty}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{o}_{X}}^{n}(\mathcal{O}_{X}/\langle x_{1}, x2, . . . , x_{n}\rangle^{k}, \mathcal{O}_{X})
で定める。 H_{[O]}^{n}(\mathcal{O}_{X}) の元は開集合対 (X, X-\{O\}) に対する標準的な相対被覆が定める相対 Cech コホモ

1
ロジーの要素として表現できることが知られているので,記号 \displaystyle \sum c_{ $\lambda$}[x^{ $\lambda$+1}] を用いて H_{[0]}^{n}(\mathcal{O}_{X}) に属す代

数的局所コホモロジー類を表す。このとき, x^{ $\kappa$} と [x^{ $\lambda$+1}] の積は相対Cechコホモロジー群の定義より,次
1

で与えられる

x^{ $\kappa$}\left\{\begin{array}{l}
1\\
x^{ $\lambda$+1}
\end{array}\right\}=\left\{\begin{array}{ll}
1 & \\
{[}x^{ $\lambda$+1- $\kappa$}] & $\lambda$_{i}\geq$\kappa$_{i}, i=1, . . . , n,\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}.
\end{array}\right.
ただし,  $\kappa$=($\kappa$_{1}, \ldots, $\kappa$_{n})\in \mathbb{N}^{n},  $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{n})\in \mathrm{N}^{n},  $\lambda$+1- $\kappa$=($\lambda$_{1}+1-$\kappa$_{1}, \ldots, $\lambda$_{n}+1-$\kappa$_{n}) であ

る。原点 O に孤立特異点を持つ多項式 f\in \mathbb{C}[x] に対し,そのヤコビイデアル J= { \displaystyle \frac{\partial f}{\partial x_{1}} , . . .

, \displaystyle \frac{\partial f}{\partial x_{n}}\rangle によって

annihilate される代数的局所コホモロジー類のなす集合  H_{J} を

H_{J}:=\displaystyle \{ $\psi$\in H_{[0]}^{n}(\mathrm{O}_{X})|\frac{\partial f}{\partial x_{1}}(x) $\psi$=\frac{\partial f}{\partial x_{2}}(x) $\psi$=\cdots=\frac{\partial f}{\partial x_{n}}(x) $\psi$=0\}
で定める。このH」はGrothendieck local duality theorem [5, 6] により有限次元ベクトル空間となり,次

元は f の原点でのミルナー数と一致する (i.e.,  $\mu$=\dim_{\mathbb{C}}(H_{J}) ) 。

このベクトル空間 H」の基底を計算するアルゴリズムは論文 [20] により紹介されており, f がパラメータ

を持つ場合にもパラメータ付きの H_{J} の基底を求めるアルゴリズムが [15, 16] で紹介され計算機代数システ

ムRisa/Asir[18]に実装されている。
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例1. x, y を変数とし, \mathrm{a} を \mathbb{C} 上のパラメータとする。この時, f=x^{3}+ax^{2}y^{3}+y^{9}+xy^{7} のヤコビイデ

アル J によって annihdate される代数的局所コホモロジー類のなす集合 H_{J} の基底は,実装されたプログ
1

ラムにより次のように出力される。この出力において, \mathrm{y}^{\sim}(-\mathrm{j})*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-\mathrm{i}) は [x^{i}y^{j}] を意味する。

[388] p‐cohomo (\mathrm{x}^{-}3+\mathrm{a}*\mathrm{x}^{-}2*\mathrm{y}^{-}3+3(*\mathrm{y}^{\rightarrow}7, [\mathrm{a}], [\mathrm{x} , yl, 1 , 1) ;

[[\mathrm{a}] , [1] ]

[\mathrm{y}^{-}(-8)*\mathrm{x}^{-}(-1)-1/3*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{y}^{\leftarrow}(-9)*\mathrm{x}^{-}(-1)-9/7*\mathrm{y}^{-}(-7)*\mathrm{x}^{-}(-2)-1/3*\mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-3^{-}),\mathrm{y}^{-}(-10)*\mathrm{x}^{-}(-1)-9/7*\mathrm{y}^{-}(-8
)*\mathrm{x}^{-}(-2)-1/3*\mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-3)+3/7*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-4)][\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{\sim}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-2
)*\mathrm{x}^{\sim}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\rightarrow}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{\sim}(-5)*\mathrm{x}^{\sim}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-2),\mathrm{y}^{-}(-6)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\sim}(-5)*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-2) , \mathrm{y}^{\sim}(-7)*\mathrm{x}^{-}(-1) ,

\mathrm{y}^{-(}-6)*\mathrm{x}^{-}(-2)]
No. of coho. is 3+ 13

[[1331*\mathrm{a}^{-}3+10584], [1]]

[\mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{\sim}(-3) , \mathrm{y}^{-}(-5)*\mathrm{x}^{-}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{\sim}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-3),\mathrm{y}^{-}(-8)*\mathrm{x}^{-}(-1)-1/3*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}
(-9)*\mathrm{x}^{-}(-1)+9/2*\mathrm{y}^{\mathrm{A}}(-6)*\mathrm{x}^{\sim}(-2)+(-1/3*\mathrm{a}^{\sim}2*\mathrm{y}^{-}(-2)-3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-3))*\mathrm{x}^{\sim}(-3) , \mathrm{a}^{\rightarrow}2*\mathrm{y}^{-}(-10)*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-1)+(-1667/672*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-6)+9/

2*\mathrm{y}^{-}(-7))*\mathrm{x}^{-}(-2)+(1331/1008*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-3)-3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-4))*\mathrm{x}^{-}(-3)+2*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-4) , \mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-11)*\mathrm{x}^{-}(-1)+(2218777/2
()32128*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{\sim}(-6)-1667/672*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-7)+9/2*\mathrm{y}^{-}(-8))*\mathrm{x}^{\sim}(-2)+(-2218777/3048192*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{-}(-3)+1331/1008*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-4)-3*
\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-5))*\mathrm{x}^{-}(-3)+(11/2*\mathrm{y}^{\sim}(-1)+2*\mathrm{a}^{\rightarrow}2*\mathrm{y}^{\sim}(-2))*\mathrm{x}^{-}(-4)][\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-1)
, \mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{\sim}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{\sim}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-5)*\mathrm{x}^{\sim}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-6)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\sim}(-7)*\mathrm{x}^{\sim}(-1)
No. of coho. is 6+ 10

[[4*\mathrm{a}^{-}3+27], [1]]
[\mathrm{y}^{\sim}(-4)*\mathrm{x}^{\sim}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{y}^{-}(-5)*\mathrm{x}^{-}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{\sim}(-3) , \mathrm{y}^{\sim}(-8)*\mathrm{x}^{\sim}(-1)-1/3*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3\rangle, \mathrm{a}^{\sim}2*\mathrm{y}^{-}
(-9)*)\mathrm{c}^{-}(-1)+9/2*\mathrm{y}^{-}(-6)*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-2)+(-1/3*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-2)-3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-3))*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-10)*\mathrm{x}^{-}(-1)+((-1/2*\mathrm{a}^{-}3+63/4)*\mathrm{y}^{\sim}(-6
)+9/2*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-7))*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-21/2*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-3)-3*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{\sim}(-4))*\mathrm{x}^{-}(-3)+2*\mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{\sim}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-4) , \mathrm{a}^{-}6*\mathrm{y}^{-}(-11)*\mathrm{x}^{-}(-1)+((-7/4
*\mathrm{a}^{-}3+441/8)*\mathrm{y}^{-}(-6)+(-1/2*\mathrm{a}^{-}5+63/4*\mathrm{a}^{-}2)*\mathrm{y}^{-}(-7)+9/2*\mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-8))*\mathrm{x}^{-}(-2)+((7/6*\mathrm{a}^{-}4-147/4*\mathrm{a})*\mathrm{y}^{-}(-3)-21/2*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{-}(
-4)-3*\mathrm{a}^{-}5*\mathrm{y}^{-}(-5))*\mathrm{x}^{-}(-3)+(11/2*\mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-1)+2*\mathrm{a}^{-}6*\mathrm{y}^{-}(-2))*\mathrm{x}^{\sim}(-4) , \mathrm{a}^{-}6*\mathrm{y}^{\sim}(-12)*\mathrm{x}^{-}(-1)+(833/162*\mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-6)+(-7/4
*\mathrm{a}^{-}3+441/8)*\mathrm{y}^{-}(-7)+(-1/2*\mathrm{a}^{-}5+63/4*\mathrm{a}^{-}2)*\mathrm{y}^{-}(-8)+9/2*\mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-9))*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-833/2403*\mathrm{a}^{-}5*\mathrm{y}^{-}(-3)+(7/6*\mathrm{a}^{-}4-147/4*\mathrm{a}
)*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-4)-21/2*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{-}(-5)-3*\mathrm{a}^{-}5*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-6))*\mathrm{x}^{-}(-3)+((-11/18*\mathrm{a}^{\rightarrow}5+77/4*\mathrm{a}^{-}2)*\mathrm{y}^{\sim}(-1)+11/2*\mathrm{a}^{\sim}4*\mathrm{y}^{-}(-2)-27/2*\mathrm{a}^{\rightarrow}3*\mathrm{y}^{-}(-3)
)*\mathrm{x}^{-}(-4)][\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{\sim}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\leftarrow}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-1),\mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{\sim}(-2)
, \mathrm{y}^{-}\mathrm{y}^{-\sim}(-1), \mathrm{y}^{-}(-7)*\mathrm{x}^{-}(-1)]
No. of coho. is 7+ 10

[[-2*\mathrm{a}^{-}3+63] , [111

[\mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{y}^{\rightarrow}(-5)*\mathrm{x}^{-}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-2)*\supset $\zeta$-(-3) , \mathrm{y}^{\rightarrow}(-8)*;$\iota$^{-}(-1)-1/3*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}
(-9)*\mathrm{x}^{-}(-1)+9/2*\mathrm{y}^{-}(-6)*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-1/3*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-2)-3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-3))*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-10)*\mathrm{x}^{-}(-1)+((-1/2*\mathrm{a}^{\sim}3+63/4)*\mathrm{y}^{-}(-6
)+9/2*\mathrm{a}^{\sim}2*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-7))*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-21/2*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-3)-3*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{\sim}(-4))*\mathrm{x}^{-}(-3)+2*\mathrm{a}^{\rightarrow}4*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{\sim}(-4) , \mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-11)*\mathrm{x}^{-}(-1)+9/2*\mathrm{y}^{\sim}
(-8)*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-1/3*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-4)-3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-5))*\mathrm{x}^{\sim}(-3)+(11/2*\mathrm{y}^{-}(-1)+2*\mathrm{a}^{\sim}2*\mathrm{y}^{\sim}(-2))*\mathrm{z}$\sigma$^{\rightarrow}(-4)][\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{\sim}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(
-1) , \mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}-(-2) , \mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-1),\mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\sim}(-3)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}^{\rightarrow}(-5)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-6)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\rightarrow}(-7
)*\mathrm{x}^{-}(-1)]
No. of coho. is 6+ 10

[[0], [-10648*\mathrm{a}^{-}10+178866*\mathrm{a}^{-}7+4359663*\mathrm{a}^{\sim}4+18003384*\mathrm{a}]]
[\mathrm{y}^{\sim}(-4)*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{\sim}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3),\mathrm{y}^{\rightarrow}(-5)*\mathrm{x}^{\rightarrow}(-2)-2/3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-3),\mathrm{y}^{-}(-8)*3(-(-1)-1/3*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-3), \mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}
(-9)*\mathrm{x}^{-}(-1)+9/2*\mathrm{y}^{-}(-6)*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-1/3*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{-}(-2)-3*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-3))*\mathrm{x}^{-}(-3) , \mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-10)*\mathrm{x}^{-}(-1)+((-1/2*\mathrm{a}^{-}3+63/4)*\mathrm{y}^{-}(-6
)+9/2*\mathrm{a}^{-}2*\mathrm{y}^{\sim}(-7))*\mathrm{x}^{-}(-2)+(-21/2*\mathrm{a}*\mathrm{y}^{-}(-3)-3*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{-}(-4))*\mathrm{x}^{-}(-3)+2*\mathrm{a}^{-}4*\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-4) , \mathrm{a}^{-}6*\mathrm{y}^{-}(-11)*\mathrm{x}^{-}(-1)+((-7/4
*\mathrm{a}^{-}3+441/8)*\mathrm{y}^{\sim}(-6)+(-1/2*\mathrm{a}^{-}5+63/4*\mathrm{a}^{-}2)*\mathrm{y}^{-}(-7)+9/2*\mathrm{a}^{\sim}4*\mathrm{y}^{-}(-8))*\mathrm{x}^{-}(-2)+((7/6*\mathrm{a}^{-}4-147/4*\mathrm{a})*\mathrm{y}^{-}(-3)-21/2*\mathrm{a}^{-}3*\mathrm{y}^{-}(
-4)-3*\mathrm{a}^{-}5*\mathrm{y}^{-}(-5))*\mathrm{x}^{-}(-3)+(11/2*\mathrm{a}^{\sim}4*\mathrm{y}^{-}(-1)+2*\mathrm{a}^{-}6*\mathrm{y}^{\rightarrow}(-2))*\mathrm{x}^{\sim}(-4)][\mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{\sim}(-1),\mathrm{y}^{\rightarrow}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-1)*\mathrm{x}^{-}(-2) , \mathrm{y}

-(-3)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-2)*\mathrm{x}^{-}(-2),\mathrm{y}^{-}(-4)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-3)*\mathrm{x}^{\sim}(-2) , \mathrm{y}^{-}(-5)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{\sim}(-6)*\mathrm{x}^{-}(-1) , \mathrm{y}^{-}(-7)*\mathrm{x}^{\sim}(-1)]
No. of coho. is 6+ 10

ベクトル空間 H_{J} の基底の形は,項順序とパラメータの値によって変化する。実装されたプログラムは,

全次数辞書式項順序でベクトル空間 H_{J} の基底の計算計算を行う。

上の出力は,パラメータ \mathrm{a} のとる各値によった, H_{J} の基底の形を出力している。基底の要素の個数が,

ミルナー数となるのでパラメータ付きミルナー数は表1のようになる。

表1より,パラメータ \mathrm{a} が \mathbb{V}(4\mathrm{a}^{3}+27) に属するとき,ミルナー数が他と違うことがわかる。本稿で

は, \mathbb{V}(F) を多項式の集合 F の共通ゼロ点とする。すなわち, g_{1} , g2, . . .

, g_{\mathrm{s}}\in \mathbb{C} [p_{1} ,
. . .

, Pm]としたとき,
\mathrm{V}(g_{1}, \ldots, g_{r})=\{\mathrm{c}\in \mathbb{C}^{m}|g_{1}(\mathrm{c})=g_{2}(\mathrm{c})=\cdots=g_{r}(\mathrm{c})=0\} である。

( 注意 ) この例ではパラメータ \mathrm{a} がどのような値であっても,孤立特異点を持つが,一般にはパラメータの
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表1: x^{3}+ax^{2}y^{3}+y^{9}+xy^{7} のミ )レナー数

値によって特異点が孤立してないような場合も多く存在する。そのとき,我々のプログラムは孤立特異点を

持たないパラメータの条件を出力する。

3 Limiting tangent space とO�Shea の計算法

ここでは,孤立特異点を持つ超曲面のlimiting tangent spaceの定義と,O�Sheaの計算法 [19] を紹介する。

X を \mathbb{C}^{n} の原点 O の近傍,正則函数 f(x)=f(x_{1}, \ldots, x_{n}) が定める超曲面 S=\{x\in \mathbb{C}^{n}|f(x)=0\} は,

原点を孤立特異点として持つとする。

Non‐singular な点 x\in S-\{O\} に対し,そこでの超曲面 S の接空間 T(S, x) を対応させる写像を,法線

ベクトルを利用して与える。

\displaystyle \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(f):X\rightarrow[\frac{\partial f}{\partial x_{1}} ,
. . .

, \displaystyle \frac{\partial f}{\partial x_{n}}]\in\check{\mathbb{P}}^{n-1}
ただし, [] は同値類をとる写像 [] : \mathbb{C}^{n}-\{O\}\rightarrow\check{\mathbb{P}}^{n-1} を表す。写像 \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(f) のグラフgraph (\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(f))\subset

 S\times\check{\mathbb{P}}^{n-1} の閉包を \overline{\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(f))} で表す。第一成分への射影 S\times \mathbb{P}^{n-1}\rightarrow S の定義域を制限することで,

Nash blow‐up

を得る。この写像  $\nu$ の原点  O 上の fiber $\nu$^{-1}(O) の第二成分を K(S, O) で表す。この K(S, O)\subset\check{\mathbb{P}}^{n-1} を超

曲面 S のlimiting tangent space と呼ぶ。このlimiting tangent space の先行研究として論文 [8, 11, 12,

17, 25, 26] などがある。一般に,超曲面 S のlimiting tangent space は, S のtangent cone より多くの情

報を有していることが知られている。

Limiting tangent space を計算する方法として次の O�Shea の計算法が知られている。

定理2(O�Shea[19]). イデァ)レを A=\langle f, p_{1}-u_{\overline{\partial}x_{1}}^{\partial}L ,
. . .

, p_{n}-u_{\partial x_{n}}^{\partial}\perp\rangle\subset \mathbb{C}[x_{1}, . . . x_{n}, u_{i}p_{1}, . . . , Pn] とす

る。このとき,limiting tangent space K(S, O) のイデア)レ \mathrm{I}(K(S, O)) は

I (K(S, O))=\sqrt{(A\cap \mathbb{C}[x_{1},}/\langle x_{1},,  x_{n}\rangle

である。ここで, \sqrt{I} はイデアル I の根基イデアルを表す。

この定理より,limiting tangent space はグレブナー基底を用いると計算することが可能であることがわ

かる。
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\mathrm{O} �Shea の計算法

1. イデアル A=\langle f , Pl -u\displaystyle \frac{\partial f}{\partial x_{1}} ,
. . .

, p_{n}-u\displaystyle \frac{\partial f}{\partial x_{n}}\rangle\subset \mathbb{C}[x_{1} ,
. . .

, x_{n}, u, p_{1} ,
. . .

, p_{n}] のグレブナー基底 G

を u を消去する項順序で計算する。

2, G の x_{1} ,
. . .

, x_{n} にゼロを代入して得られてた集合を F とする。

3. \sqrt{\{F\rangle} が K(S, O) を定義する方程式系である。

例3. 原点 O に孤立特異点を定める f=x^{2}z+y^{3}+z^{4}+yz^{3}\in \mathbb{C}[x, y, z] により定義された超曲面 S の

limiting tangent space K(S, O) をO�Shea の計算法により求める。

1. 新たな変数 u, p_{1}, p_{2} , P3を導入し,イデア)レ A= \langlep1 -u_{\overline{\partial}x}^{\partial}1 , P2 -u_{\partial y}^{\partial}4 , P3 -u_{\overline{\partial}z}^{\partial}1\rangle を構成する。

2.  u\gg\{p_{1}, p2,p_{3}, x, y, z\} となる項順序で A のグレブナー基底 G を計算し,その後集合  G_{1}=G\cap

\mathbb{C} 「p_{1} , p2 , p3 , x, y, z] を得る。この例では,ブロック項順序を用い「p_{1} , p2, p_{3}, x, y, z ] の順番で全次数逆

辞書式で計算した。(出力 G , GĨ は大きすぎるのでここでは記さない。)

この G_{1} の多項式たちの変数 x, y, Z に 0 (ゼロ) を代入したものは次の G2 となる。

[243045684*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}1^{-}8+(-36006768*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{\rightarrow}3+171460800*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2^{\sim}2-232043616*\mathrm{p}3^{\sim}5*\mathrm{p}2+11

2021056*\mathrm{p}3^{-}6)*\mathrm{p}1^{-}6+(-25401600*\mathrm{p}3^{\sim}3*\mathrm{p}2^{-}5-15591744*\mathrm{p}3^{\sim}4*\mathrm{p}2^{-}4+86280768*\mathrm{p}3^{\sim}5*\mathrm{p}2^{-}3)*\mathrm{p}1^{-}

4+(7402752*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{-}7-25318656*\mathrm{p}3^{\sim}4*\mathrm{p}2^{\sim}6)*\mathrm{p}1^{-}2+1492992*\mathrm{p}3^{\sim}3*\mathrm{p}2^{-}9, (-46294416*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2

+30005640*\mathrm{p}3^{\rightarrow}5)*\mathrm{p}1^{-}6+(6858432*\mathrm{p}3^{\rightarrow}3*\mathrm{p}2^{-}4+4046112*\mathrm{p}3^{\rightarrow}4*\mathrm{p}2^{-}3-14859936*\mathrm{p}3^{-}5*\mathrm{p}2^{\sim}2)*\mathrm{p}1^{-}4

+(-1257984*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{-}6+3881088*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2^{-}5)*\mathrm{p}1^{-}2-248832*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{-}8,-34720812*\mathrm{p}3^{\sim}4*\mathrm{p}1^{\sim}6+

(5143824*\mathrm{p}3^{\sim}3*\mathrm{p}2^{-}3+4327344*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2^{-}2-6286896*\mathrm{p}3^{-}5*\mathrm{p}2)*\mathrm{p}\mathrm{l}^{\sim}4+(-641088*\mathrm{p}3^{\rightarrow}3*\mathrm{p}2^{\rightarrow}5+1771

200*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2^{-}4)*\mathrm{p}1^{-}2-124416*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{-}7_{s}(-775656*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2+571536*\mathrm{p}3^{\rightarrow}5)*\mathrm{p}1^{-}4+(114912*\mathrm{p}3

\sim 3*\mathrm{p}2^{\sim}4-14688*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}2^{\sim}3)*\mathrm{p}1^{\sim}2-10368*\mathrm{p}3^{\sim}3*\mathrm{p}2^{\sim}6, 183708*\mathrm{p}3^{-}4*\mathrm{p}1^{\sim}4+(-27216*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{\sim}3-1

1664*\mathrm{p}3^{\sim}4*\mathrm{p}2^{-}2)*\mathrm{p}1^{\sim}2+1728*\mathrm{p}3^{-}3*\mathrm{p}2^{\sim}5, -2916*\mathrm{p}3^{\text{へ}}4*\mathrm{p}1^{\sim}2+432*\mathrm{p}3^{\sim}3*\mathrm{p}2^{-}3]

3. G2は冗長なものが多く含まれるので,G2の簡約グレブナー基底を計算すると

\displaystyle \{p_{3}^{4}p_{1}^{2}-\frac{4}{27}p_{3}^{3}p_{2}^{3}\}
となる。ここで, p_{3}^{4}p_{1}^{2}-\displaystyle \frac{4}{27}p_{3}^{3}p_{2}^{3}=p_{3}^{3}(p_{3}p_{1}^{2}-\frac{4}{27}p_{2}^{3}) であるので,根基イデアルの生成元はすぐに計算

でき,求める I (K(S, O)) は \displaystyle \langle p_{3}(p_{3}p_{1}^{2}-\frac{4}{27}p_{2}^{3}) } となる。

(注意) ちなみに, p_{3}p_{1}^{2}-\displaystyle \frac{4}{27}p_{2}^{3}=0 はtangent cone x^{2}z+y^{3} のlimiting tangent space であるので, S の

limiting tangent space はより多くの情報を持つことがこの具体例からもわかる。

4 Teissier の結果

原点 o を通る超平面を,法線ベクトル p= (p_{1} , p2, . . .

, p_{n}) を用いて

H_{p}=\{x\in \mathbb{C}^{n}| PĨxl + P2x2 + +P_{n}x_{n}=0\}
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で表し,正則函数 f を超平面 Hp に制限して得られる函数を f|_{H_{p}} で表す。函数 f|_{H_{p}} が原点を孤立特異点

として持つ場合,そのミルナー数を $\mu$^{(n-1)}(f|_{H_{p}}) で表す。このとき,ミルナー数 $\mu$^{(n-1)}(f|_{H_{p}}) は一般に,

[p]\in\check{\mathbb{P}}^{n-1}  $\iota$こ依存するが,最小値

\displaystyle \min  $\mu$(f|_{H_{\mathrm{P}}})
[p]\in\overline{\mathrm{P}}(n-1)

が存在する。この最小値を B. Teissier に従って, $\mu$^{(n-1)}(f) で表す。

BTessier により次の Limiting tangent space と  $\mu$(f|_{H_{p}}) の関係が知られている。

定理4 (Tessier[23, 24 射影空間 \check{\mathbb{P}}^{n-1} の部分集合 U=\{^{\lceil\square }p ] \in\check{\mathbb{P}}^{n-1}|$\mu$^{(n-1)}(f|_{H_{p}})=$\mu$^{(n-1)}(f) } は,

Zarisky open, dense である。更に, U の補集合が S のlimiting tanget space である。すなわち,

K(S, O)=\check{\mathbb{P}}^{n-1}-U

である。

第2章で見たように,ベクトル空間 H_{J} の基底はパラメータ付きで計算可能であるので,{Pl, . . .

, Pn} を

パラメータと見ることにより  $\mu$(f|_{H_{\mathrm{p}}}) の計算は可能である。したがって,パラメータ付き代数的局所コホ

モロジーを計算することによりlimiting tangent spaceは計算可能となる。詳しい計算法は次章で述べる。

5 Limiting tangent space の新しい計算法

ここではパラメータ付き代数的局所コホモロジーを利用したlimiting tangent spaceの計算法について述
べる。

まず,例3で見た f(x, y, z)=x^{2}z+y^{3}+z^{4}+yz^{3}\in \mathbb{C}[x, y, z] を考える。点「fl1 ,p2, p3 ] \in\check{\mathbb{P}}^{2} を法線とす

る超平面 p_{1}x+p_{2}y+p_{3}z=0 により正則函数 f を制限しミルナー数を求める。

(1) P\mathrm{l}\neq 0 のとき,超平面を x=-\displaystyle \frac{p_{2}}{p_{1}}y-\frac{p_{3}}{p_{1}} と表すことができる。ここで, s_{2}=-\displaystyle \frac{p_{2}}{p_{1}}, s_{3}=-\displaystyle \frac{p_{3}}{p_{1}} と置く

と超平面は x=s_{2}y+s_{3^{Z}} と表すことができる。このとき, s_{1} , s2をパラメータとし, h_{(s_{2},s_{3})}(y, z)=
f(s_{2}y+s_{3}z, y, z) のミルナー数をパラメータ付き代数的局所コホモロジーを利用し計算する (\mathrm{i}.\mathrm{e}.,

 $\mu$(f|_{H_{P}}) を求める)。このとき, h_{(s_{2},s_{3})}(y, z) のミルナー数  $\mu$ は次の表2になる。

表2:  h_{(s_{2},s_{3}})(y, z) のミルナー数

表2のstratum \mathbb{C}^{2}\backslash \mathbb{V}(s_{2}s_{3}(4s_{2}^{3}-27s_{3})) はZarisky open でdense であるので,このstratum 上での

ミルナー数が $\mu$^{(2)}(f) となる。よって, $\mu$^{(2)}(f)=4 となる。ちなみに,4は得られたミルナー数の中

で最小であり,定義からも $\mu$^{(2)}(f)=4 であることが分かる。

この計算法では, x, y, z の3変数から y, z の2変数,また,条件 p_{1}\neq 0 を考えることによりパラメー

タ p_{1} , p2, p_{3} の3個から,s2, s_{3} の2個に減らすことができる。逆に,O�Shea の方法は新しい変数 u

を導入しかつ x, y, z の3変数と p_{1} , p2, p_{3} の3変数が必要となり合計7変数が必要になる。変数の個
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数の違いから見ても代数的局所コホモロジーを用いる方法は有用であると考えられる。(計算機実験

の結果を後ほど見る。)

定理4より,limiting tangent space は \{[p]\in\check{\mathbb{P}}^{2}|$\mu$^{(2)}(f|_{H_{p}})=4\} の補集合なので,ミ)レナー数4以

外の strata がlimiting tangent space の部分集合となる。ミルナー数4以外の strata の和集合は

(\mathbb{V}(s_{3})\backslash \mathbb{V}(s_{2}, s_{3}))\cup(\mathbb{V}(4s_{2}^{3}-27s_{3})\backslash \mathbb{V}(4s_{3}^{3}-s_{3}, s_{2}-3s_{3}))
\cup(\mathbb{V}(4s_{3}^{3}-s_{3}, s_{2}-3s_{3})\backslash \mathbb{V}(s_{2}, s_{3}))\cup \mathbb{V}(s_{2}, s_{3})=\mathbb{V}(s_{3}(4s_{2}^{3}-27s_{3}

である。

ここではpl \neq 0 かつ s2 =-\displaystyle \frac{p_{2}}{p_{1}}, s_{3}=-\displaystyle \frac{p\mathrm{s}}{p_{1}} の場合であるので,strata の表現を p_{1} , p2, p3で表すと

\mathrm{V}(p_{3}(4p_{2}^{3}-27p_{1}^{2}p_{3}))\backslash \mathrm{V}(p_{1})

となる。

(2) 次に p_{1}=0, p2\neq 0 のときを考える。すなわち,超平面 y=-\displaystyle \frac{p_{3}}{p_{2}}z での制約である。このとき,

t_{3}=-\displaystyle \frac{p_{3}}{p_{1}} とおくと,超平面は y=t_{3}z と表される。 t_{3} をパラメータとし, h_{(t_{3})}(x, z)=f(x, t_{3}z, z) の

ミルナー数を計算する。このとき, h_{(t_{3})}(x, z) のミルナー数  $\mu$ は表3になる。

表3:  h_{(t_{3})}(x, z) の \backslash \backslash \sim)レナー数

(1) より $\mu$^{(2)}(f)=4 であるので, \mathrm{V}(t_{3}) がlimiting tanget space の一部となる。 t_{3}=-\displaystyle \frac{p_{3}}{p_{1}} であり,

p_{1}=0, p_{2}\neq 0 であるので,strata の表現を pĨ, p_{2},p_{3} で表すと

\mathrm{V}(p_{1},p_{3})\backslash \mathbb{V}(p_{1},p_{2},p_{3})

となる。

(3) p1=0, p2=0, p3\neq 0 のときを考える。すなわち, z=0 のときである。 f(x, y, 0)=y^{3} のミ)レナー

数は \infty である。よって, \mathbb{V} (PĨ, p_{2} ) \backslash \mathrm{V}(p_{1}, p_{2}, p3) を得る。

(4) 以上 (1), (2), (3) より $\mu$^{(2)}(f)=4 以外の集合は

(\mathbb{V}(p_{3}(4p_{2}^{3}-27p_{1}^{2}p_{3}))\backslash \mathbb{V}(p_{1}))\cup(\mathbb{V}(p_{1},p_{3})\backslash \mathbb{V}(p_{2}))\cup(\mathrm{V}(p_{1},p_{2})\backslash \mathrm{V}(p_{3}))
=\mathbb{V}(p_{3}(4p_{2}^{3}-27p_{1}^{2}p_{3}))\backslash \mathrm{V}(p_{1},p_{2},p_{3})

となる。射影空間上で考えているので p_{1}=p_{2}=p_{3}=0 のときは除外してよいので (このときは,

f|_{H_{p}} を考えないので補集合に加えてよい) , 以上より,limiting tangent space は

\mathbb{V}(p_{3}(4p_{2}^{3}-27p_{1}^{2}p_{3}))

となる。
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上で見た新しい計算法をアルゴリズムとしてまとめると次のようになる。これが,本稿での主結果となる。

新しい計算法

入力: f\in \mathbb{C}[x_{1}, . . . , x_{n}] :原点に孤立特異点を持つ。 (S=\{x\in X|f(x)=0\})
出力 :K(S, O):S のlimiting tangent space

BEGIN

K(S, O)\leftarrow\emptyset;P\leftarrow\{0\} ;

for each i=1 to n

h\leftarrow f の x_{i} に s_{ $\iota$+1}x_{ $\iota$+1}+\cdots+s_{n}x_{n} を代入 (ただし, s_{i+1}, \ldots, s_{n} はパラメータ); (\star)
\mathcal{P}\mathcal{L}C\leftarrow h の原点でのパラメータ付きミルナー数を求める;
if i=1 then

 $\mu$\leftarrow \mathcal{P}\mathcal{L}C での open, dense なstrata に対応する \backslash \approx )レナー数 ( $\mu$^{(n-1)}(f) の決定) ;

end ‐if

\mathrm{A}_{ $\iota$}\leftarrow $\mu$ となる strata  S\displaystyle \ell=-\frac{p\ell}{p_{ $\iota$}} で P1 ,
. . .

, Pn の式に戻し, \mathbb{V}(P)\backslash \mathbb{V}(p_{ $\iota$}) の共通部分をとる。その後,

それらすべての和集合をとる;

P\leftarrow P\cup\{p_{i}\} ;

K(S, O)\leftarrow K(S, O)\cup \mathrm{A}_{i} ;

end‐for

return K(S, O)\cup \mathrm{V}(P) ;

END

パラメータ付き代数的局所コホモロジー計算において,定義多項式の多くの項にパラメータが存在する

と計算量はもちろん大きくなる。なるだけ効率的に計算するには (\star) (または, i の選択) の手順で,次数

が一番小さい変数に代入するような変数の選び方をすればよい。

次に, \mathrm{O}^{j} Shea の計算法と代数的局所コホモロジーを利用した新しい計算法の計算速度を比較する。表の
O�Shea の計算法の時間は最後の根基イデアルの計算はせず,各変数に 0 を代入した時点までの計算時間で

ある。この時使用した項順序は u\gg\{x_{1}, . . . , x_{n}\}\gg\{p_{1}, . . . , p_{n}\} となるブロック項順序で,各ブロックは

全次数逆辞書式項順序である。グレブナー基底計算は計算機代数システムRisa /Asir の組み込み関数 (gr)
を使用した。新しい計算法は同じ計算機代数システム Risa/Asir上に実装し比較した。表の計算時間の単位
はCPU 秒である。使用した計算機は [OS: Windows7, CPU: Intel Core i7‐5930K3.50GHZ,RAM: 64\mathrm{G}\mathrm{B} ]
であり,ベンチマークに使用した問題は吉永‐鈴木の論文 [27] と,V.I. Arnold, et al. の本 [1] にある分類

表から選んた合わせて16個の3変数多項式である。(x, y, z は変数である。)
次の1 \sim 11の多項式は吉永‐鈴木の論文 [1] から選び,  12~ 16 はVI. Arnold, et al. の本 [1] から選んだ。

1: x^{3}+y^{2}z+xz^{3}+z^{5}(Q_{11}) ,

2: x^{2}z+yz^{2}+y^{5}+y^{3}z(S_{14}) ,

3: x^{2}z+yz^{2}+y^{5}+y^{3}z+z^{3} (S_{14} の  $\mu$‐constantな変形),
4:  x^{3}+xz^{2}+y^{5}(U_{16}) ,

5: x^{3}+xz^{2}+y^{5}+y^{2}z^{2}+y^{3}z^{2} ( U_{16} の  $\mu$‐constantな変形),
6:  x^{3}+yz^{2}+y^{8}(Q_{18}) ,

7: x^{3}+yz^{2}+y^{8}+xy^{6} ( Q_{1\mathrm{S}} の  $\mu$‐constantな変形),
8:  x^{3}+yz^{2}+xy^{5}(Q_{17}) ,

9: x^{3}+yz^{2}+xy^{5}+y^{8}+y^{9_{4}} (Q17の  $\mu$‐constantな変形),
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10:  x^{2}z+yz^{2}+xy^{4}(S_{16}) ,

11: x^{2}z+yz^{2}+xy^{4}+y^{6}+z^{3} ( S_{16} の  $\mu$‐constantな変形)
12:  x^{3}+y^{3}+z^{3}+xyz (P8),
13: x^{2}z+yz^{2}+x^{2}y^{2}+y^{7}+y^{8}(S_{1,2}) ,

14: x^{3}+xz^{2}+xy^{3}+y^{3}z+y^{4}z(U_{1,0}) ,

15: x^{3}+xz^{2}+xy^{3}+y^{2}z^{2}+y^{3}z^{2}(U_{1,1}) ,

16: x^{3}+xz^{2}+xy^{3}+y^{4}z+y^{5}z(U_{1,2}) ,

超平面を p_{1}x+p_{2}y+p_{3}z=0 としたときの limiting tangent space と計算時間を表したものが表4であ

る。表で >2\mathrm{h} は計算時間に2時間以上を要することを意味する。

ただし, (*1)=27p_{1}^{6}-18p_{3}p_{2}p_{1}^{4}+(-58p_{2}^{3}-58p_{3}^{3})p_{1}^{3}-109p_{3}^{2}p_{2}^{2}p_{1}^{2}+(-18p_{3}p_{2}^{4}-18p_{3}^{4}p_{2})p_{1}+27p_{2}^{6}-58p_{3}^{3}p_{2}^{3}+27p_{3}^{6}
である。

表4: 計算比較と limiting tangent space

表4から,代数的局所コホモロジーを用いた新しい計算法がすべてにおいて速いというわけではないこ

とがわかる。しかしながら,多くの場合において,O�Shea の計算法より効率的である。

問題3は S_{14} の  $\mu$‐constantな変形であるが,limiting tangent space は違うことが分かる。これは,変形
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に用いた upper monomial の全次数が問題2の最小な全次数と同じことより,tangent cone が変化するこ

とから,limiting tangent space も違ってくる。問題10と11も同じ理由によりlimiting tangent space は

異なる。
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