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1 はじめに

関西学院高等部で行われている数式処理システムMathematicaを用いた数学研究の
結果に関して報告する.昨年 ([1]) は「小谷の蟻問題」 と「陸上競技のトラック問題」 に

ついて報告したが,本年度は 「Corner the Queen問題」 と「ナイトツアー」 について報

告する.Corner the Queen 問題は,数学的にはWythoff のゲームと同値であるが,その
問題を変形することによって,多くの新しい事実を発見し,証明を行なった.Corner the

Queen 問題のような本格的な数学研究だけではなく,生徒のアイディアを活かした研究
やミニ研究も行なっており,今回はその中の1つであるナイトツアーについて紹介する.
ナイトツアーはチェスのナイトを動かしてボードの全てのマスを埋め尽くすことが出来

るかというゲームであり,今は全てのマスを埋め尽くすためにはどのような経路を辿れ
ばいいかなどといった計算機科学の問題としても知られている.筆者らは,その問題に
対する見方を変え,ナイトの動きをトレースして得られるナイトグラフを用いて,綺麗な
ナイトグラフをどうすれば得られるかという問題として研究を行なっている.その活動

を通して,多くの綺麗なナイトグラフを得ることができた.いずれのテーマにおいても,
数式処理システム Mathematica や \mathrm{C} やJava などで作成したプログラムの利用によって

研究を行なっており,それらが研究に本質的に寄与している.また,アプリ開発などを通
してプログラミングに興味を持っている生徒も参加させることや,アプリを用いた数学
研究活動も展開することを行なっている.

2 Corner the Queen 問題

本節では,Corner the Queen 問題を取り扱うが,本問題については [3],[9] を参考にし

ながら紹介し,その後発展させた内容について報告する.この問題は先手後手の打つ手
に差がない不偏ゲームとよばれる組み合わせゲームである.ゲームのルールに関しては,
後ほど述べることとし,ここでは必要な一般論について述べる.ここでは引き分けのな
いゲームのみを扱うので,どの局面も次のどちらかになる.

定義2.1. (i) N‐position(先手必勝手) は,その状態から始めるとき,先手のプレイヤー
が最適な戦略を使うことによって,先手が必ず勝利できる状態のことである.
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(ii) P‐posHion(後手必勝手) は,その状態から始めるとき,先手のプレイヤーがどのよ
うな戦略を使っても,後手のプレイヤーが最適な戦略を使うことによって,後手が必ず
勝利できる状態のことである.

次に,必勝法を解析するために必要なGrundy数について説明する.ここで,一手で
進むことができる行き先を全て列挙する関数move, 集合に含まれない最小の非負整数

を出力する関数 mex は,次のように定義される.

定義2.2. \mathrm{p} に対して,一手で移動できる集合を move (p) と表記する.

定義2.3. (i) mex 関数とは,非負整数からなる集合 S に含まれていない数字の中で,最

も小さい非負整数を出力する関数である.

(ii) ゲーム終了時の Grundy 数を 0 と定義する.Grundy 数とは与えられた状態から一手

で移動出来る全ての状態におけるGrundy数からなる集合に含まれていない最小の非負
整数であり,Grundy 数を \mathcal{G} とすると,以下のように再帰的に定義される.

\mathcal{G}(\mathrm{p})=mex\{\mathcal{G}(\mathrm{h}):\mathrm{h}\in move(\mathrm{p})\}

例2.1. mex の例

mex\{0, 1, 2, 3\}=4, mex\{1, 1 , 2, 3\}=0,

mex\{0, 2, 3, 5\}=1, mex\{0, 0, 0, 1\}=2.

ここで,以下の定理が成り立つ.

定理2.1. \mathcal{G} をGrundy 数とする.そのとき次のことが成り立つ.
\mathrm{h} が \mathcal{P} ‐posHion(後手必勝手) であるとき,またそのときに限り \mathcal{G}(\mathrm{h})=0.

証明については,[2] に掲載されている.

定義2.4. (Corner the Queen 問題)
Corner the Queen 問題とは,チェス盤の上に Queen の駒を置いて,2人のプレイヤが交
互に Queen を動かして,左上の端に持って行ったプレイヤが勝ちとなるゲームである.
以下の図1のように座標を定義し,Queenは座標が減る方向,つまり図2の 0 印の方向

に進むことができ,座標の増える方向,つまり図2の \times 印の方向には進めないとする.

Queen の駒を用いたときのmove (x, y) は式 (1) のようになる.

move (x, y)=\displaystyle \{(u, y):u<x\}\cup\{(x, v) : v<y\}\cup\{(x-t, y-t) : 0<t\leq\min(x, y)\}
(1)

Queen を用いたときのGrundy 数の具体的な計算例は以下の通りである.

まず,図3のように,座標 (0,0) のGrundy 数を 0 と定義する.以下,Grundy 数を各

座標について再帰的に計算をしてい \langle . つまり,座標の値が少ないものからGrundy数を
決めていき,次に Grundy 数を決めるときには,そこから移動できる (座標の値の小さ
い ) ところにある Grundy 数全体に含まれない最小の非負整数を用いることで,Grundy
数を計算することができる.
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図1: 座標の定義 図2: Queen の動き

図3: (0,0 のGrundy 数 図4: (0,1) から一手で進める箇所

次に,図4の斜線部 (座標 (0,1) ) のGrundy 数を求める.Queen |は,図4のように座標

(0,1) から座標 (0,0) に進むことができ,座標 (0,0) のGrundy 数は 0 であるから,座標

(0,1) のGrundy 数は,行き先の Grundy 数の全体である \{0\} に含まれない最小の非負整

数である1となる.同様にして,座標 ( 1, 0) のGrundy数は1となる.次に,座標 (1, 1)
のGrundy 数を求める.Queen は図5のように座標 (0,0) , ( 1, 0) , (0,1) に進むことができ,

行き先の Grundy 数の全体は \{0 , 1, 1 \} であるから,行き先に含まれない最小の非負整数
は2となる.よって座標 (1, 1) のGrundy 数は2となる.同様の操作手順によって,座標
(2, 0) のGrundy 数は,図6のようにQueen が進めることを考えれば,Grundy 数は2と

なる.座標 (2, 1) のGrundy 数は,図7のようにQueen が進めることを考えれば,座標
(2, 1) のGrundy 数は 0 となる.

以上の計算方法を用いてGrundy数を計算していくことにより,Grundy数の表は図
8のように求めることができる.ただし,Queenの駒を用いたゲームは,石取りゲームの
一種である Wythoff のゲームと数学的に同値であり,後手必勝となる座標はすでに研究
されている (証明については,例えば[2]).
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図5: (1, 1) から一手で進める箇所 図6: (2, 0) から一手で進める箇所

図8: Corner the Queen 問題の Grundy
図7: (2, 1) から一手で進める箇所

数

3 Corner the Queen 問題の変種

本節では,Corner the Queen 問題の変種について述べる.ここで,筆者らはQueen の

駒を別の駒に置き換えて研究を行った.まず,駒を飛車に変更した場合について述べる.

定義3.1. (飛車問題)
チェス盤の上で飛車を動かす.2人のプレイヤーが交互にプレイして,左上の座標 (0,0)
の位置に持って行ったプレイヤーが勝ちとなる.飛車は以下の図9のように動くことが

できる駒であり,Grundy 数は図10のようになる.これは,石取りゲームの2山くずし
と数学的に同値である.

飛車の駒を用いたときのmove (x, y) は式 (2) のようになる.

move(x, y)=\{(u, y):u<x\}\cup\{(x, v): v<y\} (2)

生徒に飛車の駒を変えた問題はないかと提案したところ,将棋の駒の中から 「龍馬 (成
り角)」 を使ったらどうかという意見が出された.そこで,龍馬を用いた場合のGrundy
数を計算し,その法則について調べてみることにした.以下,駒を龍馬 (成り角) に変更

した場合について述べる.
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図9: 飛車の動き 図10: 飛車を用いた場合のGrundy数

定義3.2. (龍馬問題)
チェス盤の上で龍馬 (将棋の成り角) を動かす.2人のプレイヤーが交互にプレイして,

左上の座標 (0,0) の位置に持って行ったプレイヤーが勝ちとなる.龍馬は,以下の図11
のように動くことができる.しかし座標が増える方向へは動けないために,図11で \times

の印がついている方向へ動くことはできない.

龍馬の move は式 (3) で表すことができ,Grundy 数の表は図12のようになる.

図11: 龍馬の動き 図12: 龍馬問題のGrundy数

move (x, y)=\displaystyle \{(x-t, y-t) : 0<t\leq\min(x, y)\}\cup\{(x, y-1)\}\cup\{(x-1, y)\} (3)

筆者らは,このGrundy 数についての公式を発見し,証明も完成している.さらに生

徒と駒を変えてみてはどうなるかという話になった.以下,駒を龍王 (成り飛車) に変更

した場合について述べる.

定義3.3. (龍王問題)
チェス盤の上で龍王 (成り飛車) を動かす.2人のプレイヤーが交互にプレイして,左

上の座標 (0,0) の位置に持って行ったプレイヤーが勝ちとなる.龍王は,以下の図13の
ように動くことができる (つまり,将棋の飛車と王の動きの両方ができる). しかし座標
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が増える方向へは動けないために,図13で \times の印がついている方向へ動くことはでき

ない.

龍王の move は式 (4) で表すことができ,Grundy 数の表は図14のようになる.

禾

図13: 龍王の動き 図14: 龍王問題のGrundy数

move(x, y)=\{(u, y):u<x\}\cup\{(x,v):v<y\}\cup\{(x-1, y-1)\} (4)

龍王問題の Grundy 数の法則について研究を行い,以下の公式を導いた.

定理3.1. (龍王の Grundy 数)

\displaystyle \mathcal{G}(x, y)=mod(x+y, 3)+3(\lfloor\frac{x}{3}\rfloor\oplus \mathrm{L}\frac{y}{3}\rfloor) (5)

mod(x+y,3) は x+y を3で割つた余りのことである.

他に何か駒がないか調べていたところ,変形チェスの駒でQueenとKnightの動きを
組み合わせた駒を見つけた.その駒によるGrundy数を計算したところ,もしかしたら
龍王にこのKnight の動きを組み合わせると新しい結果が出るのではないかという予想

が出された.その流れから,龍王の駒をさらに改良し,以下のような動きをする駒につい
て考えることとした.龍王+Knight の動きをする駒を図15のように表現し計算を行なっ

た.そして,図16のように, P を増やすことで移動できる範囲が増えるように設定を行
なった.

p で動きを表現した駒における Grundy 数を計算しやすくするため,図17, 図18のよ

うな行列で動ける箇所を指定し,その行列に基づいてGrundy数を算出することとした.
p を変化させて Grundy 数を計算していくと,図19, 図20のように, \mathrm{P} を変化させるこ

とによって,例えば四角で囲った範囲を一定の間隔で繰り返していることがわかった.
その結果を踏まえて研究を進めることによって,筆者らは図16のように動く場合の公

式を見出した.

定理3.2. (進める箇所を p で表現した場合のGrun吻数)

\displaystyle \mathcal{G}(x, y)=mod(x+y,p)+p(\lfloor\frac{x}{p}\rfloor\oplus\lfloor\frac{y}{p}\rfloor) (6)

mod(x+y,p) は x+y を P で割った余りのことである.
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図15: 進める箇所を追加した駒 図16: 進める箇所を p で表現した駒

;
;

図18: p=4 の動きを表す行列 (図15の
図17: 龍王の動きを表す行列 (p=3)

.動きに対応)

図19: p=3 における Grundy 数 図20: p=4 における Grundy 数

そして,公式が成り立つかを計算するための関数を作り,検証を行った.これは,算出
した Grundy 数から公式から算出される値を引く関数であり,関数の出力が全て 0 にな

れば,計算した範囲において公式が成り立つことが検証できる.この関数や図17, 図18

に示した行列をさらに拡張することによって,現在さらに研究を進めている.Corner the

Queen 問題は,数学的に高度な内容を含んでいるが,生徒にとってルールの把握が難し
くなく,駒を動かすという具体的な操作で問題を捉えることができる.よって,このよう
な問題は生徒にとって数学研究を行うことができる問題の1つであると考えられる.
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4 ナイトツアークリエイター

ナイトツアーとは,チェスのナイトを動かしてボードの全てのマスを埋め尽くすこと

が出来るかというゲームである.図21のようにして,チェスのボードを埋めていく.そ
して,図22のように全部埋め尽くす.この問題はとてもよく知られており,歴史的には
9世紀に記録がある.

図22: ナイトの動きをトレースしたも
図21: ナイトツアー

の([18])

現在ではより大きいチェス盤を考えて,どうやって全てを埋め尽くすことが出来るか
というアルゴリズムの構築や,いかに高速に解くかというアルゴリズムの構築などの問
題へと変貌している.しかしチェス盤を大きくすると計算量が非常に大きくなり,アル

ゴリズムも相当高度なものになり,誰でも考えることができるような問題ではなくなっ

てしまっているのが現状である.なお,ナイトツアーに付随するナイトグラフというも
のがある.それは,チェスのボードにおいて,ナイトが動くことができる方向をすべて書
きあげたもので,図23のようになる.

筆者らはチェス盤を変形してみてから,ナイトグラフを作ってみた.図24のボードで
は,白い部分だけにナイトを置くことができるとする.すると,付随するナイトグラフ
は図25となる.この形が綺麗だと思い,できるだけ綺麗なナイトグラフを生み出すよう
なボードを探すようになった.

図23: ナイトグラフ([18])
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図24: 変形したチェスボード 図25: 図24におけるナイトグラフ

高校生が作ったナイトグラフの中で美しいものを2つ見ていただく.これらは,1つ

のボードにおいて,2つのナイトが動くタイプのナイトツアーである.

図26: 2つのナイトによるナイトグラフ図27: 2つのナイトによるナイトグラフ

ナイトの動きは,何故か不思議な美しさがある.そのようなナイトグラフを作成す

るために,タブレット( \mathrm{i}\mathrm{P}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}/iPod t \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}/ iPad, Android, TI‐NSpire) で遊ぶことが

出来るようにした.iPhone/iPod touch/iPad で動くアプリについては,AppStore で

rMasanori \mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{u}\mathrm{i}\rfloor と検索,もしくは次のサイ }\backslash https: // itunes. apple. \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}/\mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}/
naitotsuakur ieita‐knight‐tour/id892724444?1=en&mt=8 からダウンロードできる.

Android で動くアプリについては,GooglePlay で「Masanori Fukuil と検索,もしくは
次のサイトhttps: //play. google. \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}/\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}/\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{s}/\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{s}?\mathrm{i}\mathrm{d}=

knighttourcreator.masanori.com.knighttourcreator&hl =\mathrm{j}\mathrm{a} からダウンロードでき

る.TI‐NSpire で動くアプリについては公開していないが,筆者らにご一報いただけれ
ば,無料配布を行うことも可能である.

数学教育関連のアプリは数多く出ているが,本作品のように,純粋数学的な要素とその
数学が織りなす世界を表現した研究は,筆者らの知るところにはない.これらの理論面に
ついてはイタリアのオンライン雑誌Archimedes�Lavoratory [12]とセ)レビアの国立数学
研究所のオンライン雑誌 Vismath [10] で掲載され,Wolfram Research のDemonstration

Project では,[11] で登録されている.本問題のような,数学的な問題を別の観点から捉
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え直して,「美しさ」 「綺麗さ」 を求めるパズルとしたことで,今まで数学研究に参加で
きなかった多くの生徒が研究活動に参加することができ,それ以後別のテーマによる数
学研究にも参加するようになった.これらのことから,多くの現場においてこのような
美しさを探求するようなパズルを用いることは,生徒の積極的で主体的な態度を育成し
うる題材の1つに成り得ると考えられる.

5 生徒を育成する活動としての数学研究とプログラミング

教育

数学研究で証明が完了した,もしくはプログラミングにおいて作品が完成したという
段階に止めることなく,積極的に発表する活動を行なっている.そのことを通して,学術
的な内容は学術論文として掲載されてはじめて完結するものであることや,プログラミ
ングの作品も積極的に発表しプレゼンなどの力を身に付けることが重要であると指導し

ている.現在,高校生による数学研究活動やプログラミング活動により,多くの成果を
あげることができている.その結果として,2016年に入ってから,数学研究関連では,第
36回ゲーム情報学研究会若手奨励賞を受賞 ([4], 受賞者の紹介は [15]), JCDCG3([5] , 英

語で口頭発表), 日本数学会 ([6],[7], 日本数学会史上最年少口頭発表) などで生徒が学会

発表,プログラミング関連では,U22 プログラミングコンテスト2016([13]), あいちゃれ

2016([14]) でサイボウズ賞,Hack \mathrm{U} で優秀賞 ([17], 最年少参加者), 飯塚スマートフォン

アプリコンテストではトヨタ自動車九州賞 ([16], 大会史上最年少参加者) などを受賞し

た.今後さらに多くの生徒が参加できるような学習モデルを構築し,創造性を伸ばす教
育を実践していくことが課題である.
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