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概要

本稿では主に [18]^{*1} について解説する.ここでは, H_{\infty} 状態フィードバック制御から派生する半正定値計

画問題とその双対問題に着目し,それぞれがSlater条件を満たすことの必要十分条件を制御理論の言葉で
記述する.
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1 はじめに

H_{\infty} フィードバック制御とは,与えられた制御対象に対して,関連する伝達関数の H_{\infty} ノルムをできるだけ

小さくするような制御器でフィードバックする制御手法である.[23] によれば, H_{\infty} フィードバック制御の歴

史は次のようにまとめられる.1981年Zames[20] によって H_{\infty} ノルムに着目したフィードバック制御が提唱

され,80年代後半には Dolye ら[3] による代数 Riccati 方程式に基づくアルゴリズムが提案された.このアル

ゴリズムを適用するには制御システムにおいてある種の正則性を要求している.そのため,正則性を仮定しな

いアルゴリズムが研究された.その結果Iwasaki, Skelton [6] により,状態フィードバック制御に対して線形行

列不等式による定式化が提案され,その後,もう一つのフィードバック制御手法である出力フィードバック制

御に対しても [13] や[7] により線形行列不等式による定式化が提案された.時同じくして,線形行列不等式を

制約式に持つ最適化問題,すなわち半正定値計画問題
*2に対する求解アルゴリズムとして主双対内点法が提案

され,SeDuMi [15], SDPT3 [16] やSDPA [19] などに実装公開されている.現在では, H_{\infty} フイードバック

制御に対して最適化数値計算そして制御器の設計まで自由にできる状況にある.

上記の H_{\infty} フィードバック制御の歴史からは何ら問題点はなさそうだが, H_{\infty} フィードバック制御を使う際

には注意が必要だ,というのが実際に用いる際の共通認識のようである.より具体的には,最適化数値計算の

計算精度が悪くなることがある,というこである.本研究の動機はこの問題点を理解することである.このや

や曖昧な問題点に対して,最初に思い当たる理由は制御対象に桁が大きい数字と小さい数字の双方が現れてい

*
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*1 これは,�H. Waki and N. Sebe. Application of facial reduction to \mathrm{H}\infty state feedback control problem. In Proceedings

of the 8th IFAC Robust Control Design (ROCOND 2015), pp. 112−118� の原稿に証明や数値実験を追加し,より詳しく議
論したものである.

*2 本稿では,線形行列不等式問題と半正定値計画問題を区別して用いない.
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る可能性である.実際の制御対象において単位系のとり方次第ではこの可能性もあり,その場合は用いてる単

位系を変えるなどスケリーングを施すことでバランスをとることができるであろう.しかし,このような係数

間の不均衡さが存在しない制御対象においても,数値的に精度が悪くなることがある.

次に考えられる理由は,半正定値計画問題に現れる悪条件性である.[10, 4] で半正定値計画問題を含む錐計

画問題に対する条件数が,正方行列に対する条件数の類似として定義されている.ここでは行列と同様に条件

数が大きすぎる錐計画問題を悪条件な錐計画問題と呼ぶことにする.この条件数は定義より,半正定値計画問

題あるいはその双対問題が実行可能内点解を持たない場合,半正定値計画問題が悪条件である,ということが

できる.本稿では,半正定値計画問題あるいはその双対問題が実行可能内点解を持たない場合に着目する.

半正定値計画問題あるいはその双対問題が実行可能内点解を持たない場合,次の三点に気をつけなければな

らない.まず一つめは,最適値が有限値をとる場合でも最適解が存在しない可能性がある,ということである.

H_{\infty} フィードバック制御では,最適解を利用して制御器を設計するので,最適解が存在しない場合は, H_{\infty} ノル

ムが最適値になる制御器が設計できない,あるいは意味のない制御器を設計してしまう.二つめは,半正定値計

画問題を解くためのソフトウェアに実装されているアルゴリズムは,半正定値計画問題とその双対問題の双方

が実行可能内点解を持つということを前提としたアルゴリズムであるため,この前提を満たさない場合,ソフ

トウェアの挙動が保証されていない,ということで
*3. 三つめは,主双対内点法の計算において丸め誤差などに

よる数値誤差の影響により,最適値が大きく変動する可能性がある,ということである.これは本研究を通して

見出した現象であり,[14] で紹介および議論されている.

では,なぜ悪条件性を有した半正定値計画問題が現れるのであろうか.元の制御対象がなんらかの性質を

持っているために悪条件な半正定値計画問題が生成されたと予想し,本稿ではその制御対象の性質を明らかに
する

*4. 特に, H_{\infty} 状態フィードバック制御から派生する半正定値計画問題とその双対問題に着目し,それぞれ
がSlater 条件を満たすことの必要十分条件を制御理論の言葉で記述する.なお [1\mathrm{S}] ではその性質を元にどの

ようにすれば悪条件でない等価な半正定値計画問題が現れるか議論している.本研究と関連する結果として,

H_{2} ノルムに基づく状態フィードバック制御に対する議論 [1] をあげる.ここで利用されている技術が,本稿で
も用いられている.

1.1 記号

\mathbb{R} と \mathbb{C} をそれぞれ実数全体の集合,複素数全体の集合とする.また, \overline{\mathbb{C}_{+}} と \overline{\mathbb{C}_{-}} をそれぞれ,虚軸を含む複素

平面の右半平面,と左半平面とする.つまり,実部が非負の複素数の集合と,実部が非正の複素数の集合である.

\mathbb{R}^{m\mathrm{x}n}, \mathrm{S}^{n}, \mathrm{S}_{+}^{n} と \mathrm{S}_{++}^{n} をそれぞれ, m\times n の実行列の集合, n\times n 実対称行列の集合, n\times n 実半正定値対称行

列の集合, n\times n 実正定値対称行列の集合とする. A, B\in \mathbb{R}^{m\mathrm{x}n} , に対して A\bullet B:=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(AB^{\mathrm{T}}) と定める.

A\in \mathbb{R}^{n\times n} , に対して He(A)=A+A^{T} と定める.

*3 SeDuMi に実装されているアルゴリズムでは,より弱い前提でアルゴリズムの挙動が保証されているものの,[18] の数仙実験では
精度の低い計算になっていることを紹介している.

*4 本稿のタイトルは,面的縮小法の適用となっているが,ページ数の関係上そこまで踏み込まないことにする.興味のある読者は [18]
を参照して欲しい.
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2 半正定値計画問題

半正定値計画問題は次のように定義される.

$\theta$_{P}^{*}=\displaystyle \inf_{x\in \mathrm{R}^{m},X\in \mathrm{S}^{n}}\{c^{T_{X}} : X=\displaystyle \sum_{j\in \mathcal{M}}x_{j}F_{j}-F_{0}, X\in \mathrm{S}_{+}^{n}\} , (1)

ただし, c\in \mathbb{R}^{m}, \mathcal{M}=\{1, . . . , m\}, F_{0} ,
. . .

, F_{m}\in \mathrm{S}^{n} である.この最適化問題は,制約式が線形行列不等式

と呼ばれるため,線形行列不等式問題(Linear Matrix Inequality, LMI) と呼ぶこともある.本稿を通して,

F_{1} ,
. . .

, F_{m} は一次独立とする.

(1) の双対問題は,次のように定式化される.

$\theta$_{D}^{*}=\displaystyle \sup_{Y\in \mathrm{S}^{n}}\{F_{0}\bullet Y:F_{j}\bullet Y=c_{j}(j\in \mathcal{M}), Y\in \mathrm{S}_{+}^{n}\} . (2)

(1) と(2) の任意の実行可能解の組 (x, X, Y) に対して, c^{\mathrm{T}_{X}}\geq F_{0}\bullet Y が成り立つ.これは, $\theta$_{P}^{*}\geq$\theta$_{D}^{*} を意味

している.さに,Slater 条件と呼ばれる制約想定のもとでは,(1) とその双対問題 (2) の間に双対定理が成り立

つ,つまり $\theta$_{P}^{*}=$\theta$_{D}^{*} となることが知られている.以下で双対定理について詳しく述べる.

(1) に対して, \displaystyle \hat{X}=\sum_{j\in $\Lambda$ 1}\hat{x}揚一 F_{0} を満たす (\hat{x},\hat{X})\in \mathbb{R}^{m}\times \mathrm{S}_{++}^{n} が存在するとき,(1) はSlater 条件を満

たす,あるいは実行可能内点解 (\hat{x},\hat{X}) を持つ,という
*5. また,Fj \bullet \hat{Y}=\mathcal{C}j (i\in \mathcal{M}) を満たす \hat{Y}\in \mathrm{S}_{++}^{n} が存

在するとき,(2) はSlater 条件を満たす,あるいは実行可能内点解 \hat{Y} を持つ,という.

定理2.1. (11, Theorem 3.2.81; あるいは [2, Theooem 2.2] や l^{5}, Section 4. 7J を参照) もし (勿がSlater

条件を満たし,(1) が実行可能なら,(1) は最適解を持ち $\theta$_{P}^{*}=$\theta$_{D}^{*} が成り立つ.同様に,もし (1) がSlater条

件を満たし (勿が実行可能なら,(2) は最適解を持ち $\theta$_{P}^{*}=$\theta$_{D}^{*} が成り立つ.

(1) 及び (2) の双方が Slater 条件を満たすとき,主双対内点法が収束することが[2, 11] などで詳しく議論さ

れている.

では,(1) あるいは (2) がどのような性質を持つ場合にSlater条件を満たすのだろうか.それは次の定理で

まとめられる.

定理2.2. (1) に対して,次のうちどちらか一方は成立する:

(Pl) (1) はSlater 条件を満たす.

(P2) Fj \bullet \hat{Y}=0(i\in \mathcal{M}) ,  F_{0}\bullet \hat{Y}\geq 0 を満たす \hat{Y}\in \mathrm{S}_{+}^{n}\backslash \{O舜が存在する.

特に,(P2) が成立する際に,  F_{0}\bullet \hat{Y}>0 を満たせば,(1) は実行不可能である
*6. 同様に , (勿に対して,次の

うちどちらか一方は成立する:

(Dl) (1) はSlater 条件を満たす.

(D2) \displaystyle \hat{X}=\sum_{j\in \mathcal{M}}\hat{x}{}_{jj}F, c^{T}\hat{x}\leq 0 を満たす (\hat{x},\hat{X})\in \mathbb{R}^{m}\times(\mathrm{S}_{+}^{n}\backslash \{O_{n}\}) が存在する.

*5[18] では,[11] にならって,strongly feasible と呼んでいる.
*6 すなわち,実行可能領域が空集合である.
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特に (D2) が成立する際に, c^{T}\hat{x}<0 を満たせば,(勿は実行不可能である.

(1) に対しては (P1) が成立する場合に (P2) が成立しないこと,また実行不可能性については,簡単なの

で[18] で証明を与えている.また,(P2) が成立する場合に (P1) が成立しないことは,分離定理 (例えば [12,
Theorem 20.2] 等) を利用するので,詳細は [9, 8, 17] を参照して欲しい.(2) についても同様である.

3 H_{\infty} 状態フィードバック制御から得られる半正定値計画問題と Slater

条件

本節では,まず制御対象と H_{\infty} 状態フィードバック制御から得られる半正定値計画問題とその双対問題を与

える.次にそれぞれの最適化問題に対して定理2.2を適用してSlater条件を満たさない時の条件を導出し,こ

れらを元の制御対象の言葉で記述する.

制御対象として次の微分方程式を考える.

\left\{\begin{array}{l}
\dot{x} = Ax+B_{1}w+B_{2} \text{賜}\\
z
\end{array}\right.= C_{1}x+D_{11}w+D_{12}u,
(3)

ただし, A\in \mathbb{R}^{n\times n}, B_{i}\in \mathbb{R}^{n\times m_{\mathfrak{g}}}, C_{1}\in \mathbb{R}^{p_{1}\times n}, D_{1i}\in \mathbb{R}^{p_{1}\times m_{\mathrm{t}}} (i=1,2) , 状態 x\in \mathbb{R}^{n} , 外乱 w\in \mathbb{R}^{m_{1}} , 制御

入力 u\in \mathbb{R}^{m_{2}} , 制御出力 z\in \mathbb{R}^{p_{1}} である.なお, p_{1}\geq m_{2} とする.

状態フィードバック制御とは,状態 x が全て分かっている状況で,(3) に対して制御入力を u(t)=Kx(t) と

定めた制御手法である.ここで K\in \mathbb{R}^{m_{2}\times n} である.この場合,閉ループ G_{cl}(s) は,

\left\{\begin{array}{l}
\dot{x} = (A+B_{2}K)x+B_{1}w\\
z
\end{array}\right.= (C_{1}+D_{12}K)x+D_{11}w.
(4)

と書ける.図1は閉ループ (4) のブロック線図を表している.

図1 閉ループ (4) のブロック線図

(4) に対して, \Vert G_{cl}(s)\Vert_{\infty} を閉ループ(4) の H_{\infty} ノルムと表す
*7. [6] で, H_{\infty} 状態フィードバック制御と線

形行列不等式問題との関係が示唆されている.

定理3.1. ( $\theta$])(4) と  $\gamma$>0 に対して,次は等価である:

(Fl) \Vert G_{cl}(s)\Vert_{\infty}< $\gamma$ で  A+B_{2}K がHurvitz 安定*8となる K\in \mathbb{R}^{m_{2}\mathrm{x}n} が存在する.

*7 ここでは, \Vert G_{\mathrm{c}l}(s)\Vert_{\infty} の詳細な定義を記載しないが,この記述の中に K が含まれる.つまり K の選び方で H_{\infty} ノルムの値が変

わる.

*8A+B_{2}K の固有値の実部が全て負ということである.
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(F2) 次を満たす X\in \mathrm{S}_{++}^{n} と K\in \mathbb{R}^{m_{2}\times n} が存在する:

- ((C_{1}+_{B_{1}^{T}}D_{12}K)X - $\gamma$ ID_{11}^{$\tau$^{p_{1}}}* - $\gamma$ I_{m_{1}}**)\in \mathrm{S}_{++}^{n+p_{1}+m_{1}} . (5)

ここで (5) の * は,対応する下三角ブロックの転置を表す.

H_{\infty} 状態フィードバック制御では,定理3.1の(F2) に基づき,(5) において, Y=KX とおいて得られる線

形行列不等式問題を解く *9_{:}

\left\{\begin{array}{l}
 $\gamma$,X,Y\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{J}\mathrm{f}  $\gamma$\\
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}. \mathrm{t}\mathrm{o} - (C_{1^{Ax_{B_{1}^{T}}}}X+D_{12}Y - $\gamma$ ID_{11}^{$\tau$^{p1}}* - $\gamma$ I_{m_{1}}**)\in \mathrm{S}_{+}^{n+p_{1}+m_{1}},\\
 $\gamma$\in \mathbb{R}, X\in \mathrm{S}_{+}^{n}, Y\in \mathbb{R}^{m_{2}\times n}.
\end{array}\right. (6)

この双対問題は次のように記述できる.

\{
\displaystyle \sup_{Z} 2(B_{1}^{T}\cdot Z_{31}+D_{11}^{T}\cdot Z_{32})

sub. to I_{p1}\bullet Z_{22}+I_{m_{1}}\circ Z_{33}=1, B_{2}^{T}Z_{11}+D_{12}^{T}Z_{21}=O_{m_{2}\times n},

He (A^{T}Z_{11}+C_{1}^{T}Z_{21})\in \mathrm{S}_{+}^{n}, Z=(_{z_{31}^{21}}^{Z}z^{11} Z_{22}Z_{32}Z_{21}^{T} Z_{33}Z_{31}^{T}Z_{32}^{T})\in \mathrm{S}_{+}^{n+\mathrm{p}_{1}+m_{1}}.
(7)

ただし, Z_{ij}(1\leq i\leq i\leq 3) は(7) において変数行列である.

3.1 線形行列不等式問題 (6) に対するSlater条件

線形行列不等式問題 (6) に対して,定理2.2の(P2) を適用する.この時,(P2) は次の方程式不等式系が解

Z_{ij} を持つことと同値である:

\left\{\begin{array}{l}
2(B_{1}^{T}\circ Z_{31}+D_{11}^{T}. \mathrm{Z}32) \geq 0, I_{\mathrm{P}1}\bullet Z_{22}+I_{m_{1}}\bullet \mathrm{Z}33 =0,\\
\mathrm{H}\mathrm{e} (A^{T}Z_{11}+C_{1}^{T}Z_{21})\in \mathrm{S}_{+}^{n}, B_{2}^{T}Z_{11}+D_{12}^{T}Z_{21}=O_{m_{2}\times n},\\
(_{Z_{31}}^{Z_{11}}Z_{21} Z_{32}Z_{22}Z_{21}^{T} Z_{33}Z_{31}^{T}Z_{32}^{T})\in \mathrm{S}_{+}^{n+p_{1}+m_{1}}\backslash \{O_{(n+p_{1}+m_{1})\times(n+p_{1}+m_{1})}\}.
\end{array}\right. (S)

(8) において,  I_{p1}\bullet  Z_{22}+I_{m_{1}}\bullet  Z_{33}=0 とZ22, Z_{33} の半正定値性から,Z22 =O_{\mathrm{p}_{1}\times p_{1}} と Z_{33}=O_{m_{1}\times m_{1}} が

導ける.したがって,(8) は次のように等価に書き換えることができる:

\mathrm{H}\mathrm{e} (A^{T}Z_{11})\in \mathrm{S}_{+}^{n}, B_{2}^{T}Z_{11}=O_{m_{2}\times n} , Z_{11}\in \mathrm{S}_{+}^{n} . (9)

つまり (P2) が成り立つことと(9) が非零行列 Z_{11} を解として持つことと等価である.実は (9) は,次の定理に

あるように制御理論の言葉で記述することができる.

命題3.2. (9) が非零解を持つことの必要十分条件は,  $\lambda$\in\overline{\mathbb{C}_{+}} が存在し

rank (A- $\lambda$ I_{n}, B_{2})<n , (10)

を満たすことである.(10) は, (A, B_{2}) が可安定でないことを意味している
*10.

*9 この方法は,変数変換法と呼ばれている.変数消去法と呼ばれる手法で行列不等式問題を導くこともできる.
*10 (A, B2) が可安定であるとは,任意の  $\lambda$\in\overline{\mathbb{C}_{+}} に対して,rank (A- $\lambda$ I_{n} ,B2)=n が成り立つことを言う.これは可制御性を緩

めたものであり,制御理論においては基本的な概念性質である.
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命題3.2と定理2.2から,線形行列不等式問題 (6) とSlater条件を得ることができる.

定理3.3. 線形行列不等式問題 (6) に対して,次のうちどちらか一方は成立する:

(Sl) 線形行列不等式問題 (6) はSlater 条件を満たす.

(S2) (A, B_{2}) は可安定でない.

定理3.3は[6] でも,議論されており新しい結果ではない.実際,たいていの制御設計では, (A, B_{2}) の可安

定性は仮定されている.

3.2 双対問題 (7) とSlater条件

双対問題 (7) に対して,定理2.2の(D2) を適用する.この時,(D2) は次の等式不等式系が非零解 ( $\gamma$, X, Y)
を持つことと同値である:

\left\{\begin{array}{l}
- (C_{1}X+D_{12}YO_{m_{1}\times n} 0_{m_{1}\times p_{1}}^{- $\gamma$ I_{\mathrm{p}_{1}}}* - $\gamma$ I_{m_{1}}**)\in \mathrm{S}_{+}^{n+p_{1}+m_{1}},\\
 $\gamma$\leq 0, X\in \mathrm{S}_{+}^{n}, Y\in \mathbb{R}^{m_{2}\times n}.
\end{array}\right. (11)

 $\gamma$<0 となる解 ( $\gamma$, X, Y) は存在しないので,  $\gamma$=0 を(11) に代入すると,次の等式不等式系を得る:

\left\{\begin{array}{l}
C_{1}X+D_{12}Y=O_{p_{1}\times n}, -\mathrm{H}\mathrm{e}(AX+B_{2}Y)\in \mathrm{S}_{+}^{n},\\
 $\gamma$=0, X\in \mathrm{S}_{+}^{n}, Y\in \mathbb{R}^{m_{2}\mathrm{x}n}.
\end{array}\right. (12)

これより,次の命題を得る:

命題3.4. 行列 (B_{2}^{T}, D_{12}^{T})^{T} がフル列ランクとし,次を満たす  $\lambda$\in\overline{\mathbb{C}_{-}} が存在すると仮定する.

rank \left(\begin{array}{ll}
A- $\lambda$ I_{n} & B_{2}\\
C_{1} & D_{12}
\end{array}\right)<n+m_{2} . (13)

この時,(12) は非零解 ( $\gamma$, X, Y) を持つ.逆に, ( $\gamma$, X, Y) が(12) の非零解で, X=HH^{T}, Y=RH^{T} かつ

rank (H)=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(X) となる H\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}r} と R\in \mathbb{R}^{p_{1}\times r} が存在すると仮定する.ここで r=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(X) としてい

る.この時,(13) を満たす  $\lambda$\in\overline{\mathbb{C}_{-}} が存在する.

証明は省くが,この証明では次の補題を利用する:

補題3.5. (22, 補題2.41) F, G\in \mathbb{R}^{n\times r} に対して, F はフル列ランクと仮定する
*11. この時  FG^{T}+GF^{T}\in

\mathrm{S}_{+}^{n} に必要十分条件は  G=F $\Omega$ と  $\Omega$+$\Omega$^{T}\in \mathrm{S}_{+}^{r} を満たす  $\Omega$\in \mathbb{R}^{r\times r} が存在することである *12.

(13) を満たす  $\lambda$\in \mathbb{C} は(3) に対する不変零点と呼ばれており,特に  $\lambda$\in \mathbb{C}_{-} は(3) に対する安定な不変零点

と呼ばれている *13. 命題3.4と定理2.2から定理3.3と同様に,双対問題 (7) に対する Slater 条件を制御理論

の言葉で記述することができる:

定理3.6. D_{12} がフル列ランクでないと仮定すると,双対問題 (7) はStater 条件を満たさない.また, D_{12} が

フル列ランクと仮定すると,双対問題 (7) に対して,次のうちどちらか一方は成立する:

*11 すなわち rank(F)=r である.
*12 特に  $\Omega$+$\Omega$^{T}\in \mathrm{S}_{+}^{r} から  $\Omega$ の固有値の実部は非負であることが言える.
*13\mathbb{C}_{-} は虚軸を含まない複素平面の左半平面を意味する.すなわち実部が負の複素数の集合である.
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(丑) 双対問題 (7) はSlater 条件を満たす.

(I2) (のが安定な不変零点を持つ.

[21] によれば, H_{\infty} フィードバック制御においては,不安定な不変零点が H_{\infty} ノルム等に影響を与えること

を示唆しているが,定理3.6では,安定な不変零点が存在することで双対問題 (7) が実行可能内点解を持たな

い可能性があり,結果として (6) が最適解を持たないかもしれない,ということを示している.

4 おわりに

H_{\infty} フィードバック制御における最適化問題の数値的難しさに対して,最適化問題の悪条件性に着目した.
特に Slater 条件に着目して,線形行列不等式問題 (6) とその双対問題 (7) のそれぞれが Slater 条件を満たすた

めの必要十分条件を,制御理論の言葉で解釈することができた. H_{\infty} フィードバック制御において,制御対象
には可安定性は仮定されているが 安定な不変零点についてはあまり議論されていない.本稿では,安定な不変
零点の存在が最適化問題の数値的難しさに直結する可能性を示唆している.

ところで,実用上では制御器の設計において必ずしも線形行列不等式問題 (6) の最適値や最適解を利用しな

いこともある.しかしながら,その場合でも安定な不変零点が数値計算に悪影響を与える可能性があることを

指摘する.まず,線形行列不等式問題 (6) を次のように摂動することで精度のより高い解を探すことがある:

\left\{\begin{array}{l}
\inf_{ $\gamma$,X,Y}  $\gamma$\\
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}. \mathrm{t}\mathrm{o} - (C_{1^{Ax_{B_{1}^{T}}}}X+D_{12}Y - $\gamma$ ID_{11}^{$\tau$^{\mathrm{P}1}}* - $\gamma$ I_{m_{1}}**)- $\epsilon$ 1_{n+p_{1}+7n_{1}}\in \mathrm{S}_{+}^{n+p_{1}+m_{1}},\\
 $\gamma$\in \mathbb{R}, X- $\epsilon$ I_{n}\in \mathrm{S}_{+}^{n}, Y\in \mathbb{R}^{m_{2}\times n}.
\end{array}\right. (14)

ここで  $\epsilon$>0 は十分小さい正の実数である.この最適解 (\hat{ $\gamma$},\hat{X},\hat{Y}) において,Xは必ず正定値なので,
K=\hat{Y}\hat{X}^{-1} とおけば, (\hat{X}, K) は定理3.1の(5) を満たす.しかしながらこのような摂動で得られる (14) の双

対問題はやはり Slater 条件を満たさない.実際,摂動 - $\epsilon$ I_{n} と - $\epsilon$ I_{n+p_{1}+m_{1}} は対応する双対問題では目的関数

の係数に相当する.したがって,(14) の双対問題の実行可能領域は変化しないので,(7) がSlater条件を満た

さなければ,この双対問題も Slater 条件を満たさない.そのため,(14) は線形行列不等式問題 (6) と同様に最

適解を持たない可能性がある.

もう一つの考えられる対処法は,事前に求めた (6) の最適値 $\gamma$^{*} に対して,その  $\alpha$ 倍大きい  $\alpha \gamma$^{*} を H_{\infty} ノル

ムの値とする X, Y を探す方法である.ただし  $\alpha$>1 とする.これは次の線形行列不等式問題を解くことで求

めることができる.

\left\{\begin{array}{l}
\inf_{X,Y} 0\\
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}. \mathrm{t}\mathrm{o} - (C_{1}X_{B_{1}^{T}}+D_{12}Y -( $\alpha \gamma$_{T}^{*})I_{p_{1}}D_{11}^{*} -( $\alpha \gamma$^{*})I_{m_{1}}**)\in \mathrm{S}_{+}^{n+m_{1}+p_{1}},\\
X\in \mathrm{S}_{+}^{n}, Y\in \mathbb{R}^{m_{2}\times n}.
\end{array}\right. (15)

しかし  $\alpha \gamma$^{*} が定数なので,(15) の双対問題に対する (D2) は,(12) と等価である.したがって,この場合も安
定な不変零点による影響を排除できない.
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