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1 ランダムカ学系とランダムアトラクター

決定論的ダイナミクスと確率論的ノイズが混在する動力学で生じる非線形確率

現象 (nonlinear stochastic phenomena) は,ランダムカ学系理論 [1][2] で扱うこと

ができる.例えば勾配系の確率共鳴(stochastic resonance)[3], 振動系のノイズ同

\text{期_{}\mathrm{f}}(noise‐induced synchronization)[4], カオス的力学系の雑音誘起カオス (noise‐
induced chaos) [5][6] といったよく知られた雑音誘起現象は,ランダムカ学系の分

岐現象として解析できる[7]. 以下では,ランダムカ学系理論の中心的概念であるラ
ンダムアトラクターついて具体例に基づいて解説する.

ランダムカ学系理論では

x_{n+1}=f(x_{n})+$\omega$_{n} ( $\omega$_{n} :一様乱数列) (1)

あるいは

\mathrm{d}x=f(x)\mathrm{d}t+g(x)\mathrm{d}W_{t} ( W_{t} :Wiener 過程) (2)

といったダイナミクスを扱う.こういった系のアトラクターはランダムアトラク

ターとよばれる.駆動系(driving system) を  $\theta$ として (1) を

 x_{n+1} =  $\phi$(n, $\theta$^{n}$\omega$_{0})x_{0},

$\omega$_{n+1} =  $\theta \omega$_{n} , (3)
*
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とかきなおし,xo, $\omega$_{0} を初期値,  $\omega$=\{$\omega$_{n}\} をノイズ系列, x=\{x_{n}\} を軌道とすると,
ランダムカ学系 ( $\phi$,  $\theta$) のアトラクターは以下の2通りの方法で定義される.

forward attractor]
ランダムフォワードアトラクター A( $\omega$) は

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}( $\phi$(n, $\theta$^{n} $\omega$)B,A( $\omega$))=0 , a . s . (4)

を満たす ( $\theta$,  $\phi$) の不変集合である.

[Random pullback attractor]
ランダムプルバックアトラクター A'( $\omega$) は

\displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty} dist ( $\phi$(n, $\theta$^{-n} $\omega$)B, A'( $\omega$))=0 ,
a.s. (5)

を満たす ( $\theta$,  $\phi$) の不変集合である.

ここでdist (X, Y) はHausdorff 距離, B は状態空間内の有界集合で,初期値の集

まりと考えてもよい.決定論力学系では両者は同一であり,プルバックアトラク
ターを考える必要はない.プルバックアトラクターの定義には時間を引き戻す操

作が入っており,直観的にわかりにくいが,多くの場合スナップショットアトラク
タ - (snapshot attractor) で近似できることが明らかになってきている [8]. スナッ

プショットアトラクターは状態空間上のたくさんの 「粒子」 を同一の力学則の下で

時間発展させたときの粒子集団の分布を,ある時刻でスナップショットをとって記

述したものであり,力学系の大域的な混合性の解析に用いられてきた [9][10].

ランダムカ学系でも定常分布,Lyapunov指数,Kolmogorov‐Sinai エントロピー

といった不変量が定義でき [11][12], 性質のよい系では,乗法エルゴード定理により

Lyapunov 指数 (あるいはスペクトル) が一意に定まる.この場合 Pesin の等式も成

り立つので Kolmogorov‐Sinai エントロピーも正の Lyapunov 指数の和として同様

に定まる.とくに最大Lyapunov指数  $\lambda$ が正の場合,そのアトラクターはランダム
ストレンジアトラクター (random strange attractor)[13][14][15], その動力学は確率

カオス (stochastic chaos) とよばれる [16|[17] . 例えばOrnstein‐Uhlenbeck 過程

\mathrm{d}x=- $\mu$ x\mathrm{d}t+ $\sigma$ \mathrm{d}W_{t}( $\mu$,  $\sigma$>0) (6)

を考えると、そのアトラクターはランダムポイントアトラクター,不変分布は対
応する Fokker‐Planck 方程式の定常解で \sqrt{ $\mu$}/ $\pi \sigma$^{2}\exp(- $\mu$ x^{2}/$\sigma$^{2}) , Lyapunov 指数は
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一

 $\mu$ である.一般的なランダムカ学系ではこういった可解な例は少ないが,非線形

確率現象を理解するにあたり,非線形動力学研究でそうであったように,方程式を
解く必要がない場合も多い.最大Lyapunov指数を  $\lambda$ とすると,前述のノイズ同期
は  $\lambda$<0 のランダムポイントアトラクターであり,雑音誘起カオスは  $\lambda$>0 のラン

ダムストレンジアトラクターである.確率共鳴は非自励力学系の周期的なランダ

ムアトラクターであり,後述するサンプルメジャーの運動と外力とのタイムスケー
ル同調の問題となる [18].

2 確率 Lorenz 方程式とランダムストレンジアトラク

ター

確率カオスを示すランダムカ学系の例として,確率Lorenz方程式(stochastic
Lorenz equations) を以下であたえる [15].

\mathrm{d}x = s(x-y)\mathrm{d}t+ $\sigma$ x\mathrm{d}W_{t},

\mathrm{d}y = (rx-y-xz)\mathrm{d}t+ $\sigma$ y\mathrm{d}W_{t},

\mathrm{d}z= (-bz+\cdot xy)\mathrm{d}t+ $\sigma$ \mathrm{z}\mathrm{d}W_{t} . (7)

例えば s=10, r=28, b=8/3 , および  $\sigma$=0.3 の場合,ある時刻 t=t_{0} でのプル

バックアトラクター上のサンプルメジャーは図1のようになる.サンプルメジャー

とはあるノイズ系列を固定し,長時間平均も集団平均もとらずに,ある過去の状
態から出発した系がとりうる可能なすべての状態を時刻 t=t_{0} でサンプルしたと

きに得られる分布のサポートであり,その構成法からdisintegrated measure とも

呼ばれる [19]. 数値計算をすると,複雑な構造を持つサポートの上に時刻 t での軌

道分布 $\rho$_{t} が形成され,ある特徴的な時間スケールで変化していく様子が観察され
る.この $\rho$_{t} を長時間平均したものが不変分布であり、確率微分方程式7に対応す

るFokker‐Planck 方程式の定常解である.確率 Lorenz 系ではサンプルメジャーは

不安定多様体上につぶされて集まる.この現象はfilamentationとよばれる [15]. 一

般に最大 Lyapunov 指数が負のランダムカ学系ではサンプルメジャーは局在化す

る傾向を示す.ノイズ同期がその極端な例である ランダムカ学系では接線方

向に軌道が広がりを持って分布するため,時間連続系であっても中立方向に対応
する null‐Lyapunov 指数が存在するとは限らない.例えばランダムカ学系 (7) は
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($\lambda$_{1}, $\lambda$_{2}, $\lambda$_{3})\simeq(0.710, -0.460, -14.14) という Lyapunov スペクトラムを持つことが

数値的に確かめられる.このため緩和時間は $\lambda$_{3} でなく, $\lambda$_{2} に概ね支配され,決定論
Lorenz 系より長くなる [8].

図1: 確率 Lore 方程式のランダムアトラクター: る時刻におけるプルバック

アトラクター上のサンプルメジャー上の分布が濃淡で表されている.パラメーター

s=10 =28, b=8/3,  $\sigma$=0.3 . 各  $\tau$ はある時刻  t=t_{0} を固定したときの引き

戻し時間で $\tau$_{1}<$\tau$_{2}<$\tau$_{3}<$\tau$_{4}.

確率 Lorenz 方程式は気象の予測不可能性を考えるために考案されたモデルであ

る[15]. 時空間的に局所的な天候変動だけに興味があり,全系の予測に興味がない

場合などを考えれば,この観点の有効性が理解できる.決定論カオスの予測不能性

は,我々が現象の初期値を完全に測定できないために生じる.例えばBernoulli写

像の軌道は,初期値を任意精度で測定できるのなら,その情報が消失しない限り完

全に予測可能である.一方で実現象では系に外部から撹乱が加わることにより,と
きにその振舞いが質的に変化する.こういった非自励力学系あるいはランダムカ学

系における非線形現象の予測可能性については,
|

広範囲の応用があるにもかかわら

ず,概念的に明確化されていない.この問題の古典的な研究としては例えば [20] を

参照.流体の実験時系列からランダムストレンジアトラクターを構成し、集団運

動を確率カオスとして解析する,という研究も最近著者らによりなされている [21].
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3 結び

ランダムカ学系の理論は決定論力学系の理論を包含しているが,より弱い体系に
なっている.実際,ランダムカ学系では,非双曲性に由来する状態空間の微細構造

は破壊される,あるいは,ノイズ項の存在により不変分布が自明に存在する,とい
う形で力学系理論の典型的問題のいくつかが消滅する.この性質が利点なのか欠

点なのかは問題と立場による.例えばNewhouse現象やArnold拡散といった数学

的構造が非線形現象として実現するか,という物理的な問いに対して,ノイズある
いは系の大自由度性により微細構造が覆い隠され 統計的に支配的な構造のみが観

測される,とする立場がある.しかし微細構造がノイズによってむしろ顕在化する

こともある.例えば雑音誘起カオスは三周期窓内の測度 0 の撹搾集合が顕在化す

る非線形確率現象である.全系の決定論的記述か 適度に粗視化された確率論的記

述か,どちらかに焦点を定めた方が多くの問題で見通しがよいかもしれない..しか
し著者は実現象としてのカオスを,閉じた力学系の理論のみに頼って研究すること

にためらいを感じており,力学系に不定外力やノイズを加えたときの応答や制御と

いう視点から,時空カオスを含む非線形現象をより深く理解できる可能性がある,
と考えている.別の論点もある.例えば確率過程論で確率カオスはどう解釈され

るか.確率カオスはカオス的遍歴 [22] の下位概念と位置づけることも可能だが,一
般にランダムカ学系理論は大自由度系のメゾスケール記述としてどの程度有効か.

ランダムカ学系 非自励力学系の理論により開放系のダイナミクスの理解がどの程

度進むか.時系列埋め込み論 [23] のランダムカ学系への拡張適用 [24]は統計科学
とどのように交わるか.確率カオスの予測制御 [25] は可能か.こういった問いの妥

当性は 具体的な研究を通して今後検証されていくものであろう.

本稿ではランダムカ学系におけるランダムストレンジアトラクターと確率カオ

スについて解説した.ランダムカ学系のカオス的振る舞いや複雑性については様々

な議論がわき起こっており,その理解のためには既存の決定論力学系理論の概念を

外挿するだけではなく,新しい概念を確立していく必要があるかもしれない.近年

になって複数の分野で非自励力学系やランダムカ学系の理論の有用性が認識され

始めている [25][26][27]. 力学系理論による非線形物理学の精緻化が,力学系理論自
体の発展を促したように 本稿で考察したような非線形確率現象の現象論的研究や

概念分析 モデリングや予測制御といった研究が、ランダムカ学系 非自励力学系

の数学的理論への有意義なフィードバックを起こすことを期待したい.
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