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1序

相互作用をもつ無限粒子系の時間発展 (確率力孝) の解析は,これまでに様々な設定で盛ん
に行われてきた.相互作用を与えるポテンシャル関数が遠方で早く減衰する場合は短距離
相互作用と呼ばれ 減衰が多項式的であったり,無限遠で発散する対数ポテンシャル (2次
元クーロンポテンシャル) などは長距離相互作用と呼ばれているが,粒子系の振る舞いは
短距離作用素であるか長距離作用素であるかによって大きく異なる.この講究録では,ラ
ンダム行列に由来するモデルであるGinibre, Dyson, Airy点過程などに付随する確率力学
を含む長距離相互作用系についで扱うことにする.

相互作用をもつ無限粒子系 (干渉無限粒子系) の構成については,多数の研究が存在
する.その中で Dirichlet 形式を用いる構成が,干渉 Brown 運動に対しては,Osada.[5] に

より最初に厳密に行われ,そして [8] において,正準Gibbs測度の真の拡張である準Gibbs
測度を導入することによって,Ginibre, Dyson 点過程に付随する系に対して行われた.さ
らに [9, 2] において,同じく対数ポテンシャルで相互作用するAiry点過程,Bessel点過程
も準 Gibbs 測度であることが示され 付随する系が構成された.一方で,干渉飛躍型過程の
構成は,Kondratiev Lytvynov Röckner [3], Lytvynov‐Ohlerich [4] などで扱われているが,
対数ポテンシャルで相互作用する飛躍型無限粒子系の構成は行われていなかった.Esaki
[1] は,最近,準Gibbs 測度に付随する配置空間上の干渉飛躍型無限粒子系の構成をパラ

.メータ  $\alpha$(0< $\alpha$<2) に対する干渉  $\alpha$‐安定過程系を例として含む形で行った.
長距離干渉 Brown 粒子系の無限次元確率微分方程式 (ISDE) に関しては,長田氏らによ

り一連の研究として行われており,配置空間上の過程として得られているものに対応する
ラベル付け過程を構成 [6], 対数微分を用いることでのISDE表示 [7], ある種の近似スキー
ムを用いてのISDEの強解の存在性と一意性 [10] という順で理論は展開されている.我々
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は上述の流れに沿って,飛躍型の長距離相互作用系に対して,ISDE表示を与え,その強解
の存在性と一意性の研究を行った.本論文ではその概説を行う.

以下,講究録の構成を述べる.第2節では主結果を述べるために必要となる事柄の準備
を行う.第3節ではラベル付け過程の構成と,得られたラベル付け過程と配置空間上の過
程に関する両立性について述べる.第4節では第3節で得られたラベル付け過程を用いて,
各粒子が従うISDEを与える.第5節では第4節で与えられたISDEを含む一般のISDE
に対して強解の存在と一意性について議論し,その応用として相互作用系のISDEに対す
る強解の存在と一意性について述べる.

2 準備

以下,記号の準備を行う. S=\mathbb{R}^{d} を粒子が動く状態空間を表す.

\mathfrak{M}= {  $\xi$; $\xi$ は非負整数値 Radon 測度}

とし,配置空間とよび, \mathfrak{M} の元  $\xi$ を配置とよぶ.非負整数値 Radon 測度は一般にディラッ
クデルタ測度を用いて  $\xi$=\displaystyle \sum_{i}$\delta$_{x}i とかくことができる.従って,このデルタ測度の台1つ
1つに粒子を1つずつおくことで,  $\xi$ は  S 上の粒子の配置と自然に同一視することができ
る.このことが,上述の皿を配置空間と考える理由である. \mathfrak{M} は漠位相を導入すること
でポーランド空間であることが知られている.さらに飢の部分空間として,

\mathfrak{M}_{\mathrm{s}.\mathrm{i}}. = {  $\xi$\in \mathfrak{M}: $\xi$(\mathbb{R}^{d})=\infty , 任意の  x\in \mathbb{R}^{d} に対し  $\xi$(\{x\})\leq 1 }
を導入する. U_{r}=\{x\in S;|x|\leq r\} とし,配置に対する射影 $\pi$_{r}, $\pi$_{r}^{c} : \mathfrak{M}\rightarrow \mathfrak{M} をそれぞれ

 $\pi$r (  $\xi$ ) = $\xi$ (口  U_{r} ), $\pi$_{r}^{c}( $\xi$)= $\xi$(\cdot 口  U_{r}^{c}) と定義する. \mathfrak{D} 。 = { f:\mathfrak{M}\rightarrow \mathbb{R};f は局所的,かつ,滑らか}
とする,ただし, f\cdot. \mathfrak{M}\rightarrow \mathbb{R} が局所的であるとは,ある r\in \mathrm{N} で f が  $\sigma$ [  $\pi$r]‐可測となるもの
が存在することを,滑らかであるとは  f を粒子の位置を成分とする関数として表現したと
きにその表現が滑らかであることをいう.

以下で点過程に関する記号を導入する. \mathfrak{M} 上の確率測度  $\mu$ を  S 上の点過程とよぶ.  $\mu$

に対し \mathrm{s}_{k}=(s_{1}, \ldots, s_{k}) で条件付けた縮約 Palm 測度 $\mu$_{\mathrm{s}_{k}} を

$\mu$_{\mathrm{s}_{k}} = $\mu$(\displaystyle \cdot-\sum_{j=1}^{k}$\delta$_{s_{j}} 任意の i=1 ,
. . .

,
k に対し  $\xi$(s_{j})\geq 1)

で定義する. \mathfrak{M}\times S^{k} 上の k‐Campbell測度 $\mu$^{k} を

$\mu$^{k}(A\displaystyle \times B)=\int_{B}$\mu$_{\mathrm{s}_{k}}(A)$\rho$^{k}(\mathrm{s}_{k})d\mathrm{s}_{k}
で定義する.ここで〆は  $\mu$ の  n‐相関関数である.また, $\rho$_{\mathrm{s}_{k}}^{n}(x) で縮約 Palm 測度 $\mu$_{\mathrm{s}_{k}} のn‐

相関関数を表すものとする.次に, \dot{\mathfrak{M}}_{r}=\{ $\xi$(U_{r})=i\} とする.このとき, U_{r}^{k} 上の k‐密度関
数  $\sigma$rk を,対称関数  $\sigma$_{r}^{i} : U_{r}^{i}\rightarrow \mathbb{R}^{+} で,任意の  $\sigma$[$\pi$_{r}] ‐可測有界関数 f:\mathfrak{M}\rightarrow \mathbb{R} に対し

\displaystyle \frac{1}{i!}\int_{U_{f}^{i}}f_{r}^{i_{-}}$\sigma$_{r}^{i}dx=\int_{\mathfrak{M}_{r}^{i}}fd $\mu$
をみたすものと定義する.ただし,  f_{r}^{i} :Uri \rightarrow \mathbb{R} は対称関数で  $\xi$ 欧 \text{勇_{\dot{}r}} に対し f_{r}^{i}(x( $\xi$))=f( $\xi$)
となるもの, x は  $\xi$ の研内の粒子の位置を座標で表す表現である.

以下で我々の無限粒子系の平衡分布を記述する準ギブス測度を導入する.点過程  $\mu$ に

対して,条件付き測度  $\mu$_{r, $\eta$}^{m} を $\mu$_{r, $\eta$}^{m}(\cdot)= $\mu$($\pi$_{r}( $\xi$)\in\cdot| $\xi$(U_{r})=m, $\pi$_{r}^{\mathrm{c}}( $\xi$)=$\pi$_{r}^{c}( $\eta$)) と定義する.
 $\Psi$ :  S\rightarrow \mathbb{R}\cup\{\infty\} を相互作用ポテンシャルとし, \displaystyle \mathcal{H}_{r}=\sum_{ss_{j}\in U_{r},i<j}i, $\Psi$(s_{i}-sj) とする.
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定義2.1 (準 Gibbs 測度).  $\mu$ が  $\Psi$‐準Gibbs 測度であるとは,  r,  $\eta$, m に依存する定数 c_{r, $\eta$}^{m} が

存在し,
c_{r, $\eta$}^{m-1}e^{-\mathcal{H}_{r}}d$\Lambda$_{r}^{m}\leq$\mu$_{r, $\eta$}^{m}\leq c_{r, $\eta$}^{m}e^{-\mathcal{H}_{r}}d$\Lambda$_{r}^{m}

となることをいう.ここで, $\Lambda$_{r} を強度 1_{U_{r}}dx のPoisson 点過程に対し, $\Lambda$_{r}^{m}=$\Lambda$_{r}(\cdot| $\xi$(U_{r})=
m)とする.

注意2.2. (1) 正準 Gibbs 測度は,準Gibbs 測度である.

(2) Dyson, Ginibre, Airy, Bessel 点過程は相互作用ポテンシャルが対数ポテンシャルで与
えられることから正準Gibbs測度ではないが,準Gibbs測度である [8, 9, 2].

次に,配置空間上の過程に対応する双線形形式 (\mathfrak{E}, \mathfrak{D}_{\infty}) を定義する. f , g \in \mathfrak{D} 。に対し,
\mathrm{D}[f, g]:\mathfrak{M}\rightarrow \mathbb{R} を次のように定義する:

\displaystyle \mathrm{D}[f, g]( $\xi$)=\frac{1}{2}\sum_{i}\int_{S}(f($\xi$^{sy}i,)-f( $\xi$))(g($\xi$^{s_{i},y})-g( $\xi$))p(|s_{i}-y|)dy
ただし, Si\in S,  $\xi$=\displaystyle \sum_{i^{$\delta$_{5}}i}, $\xi$^{sy_{i}}i,= $\xi$+$\delta$_{y_{i^{-$\delta$_{\mathcal{S}}}}i} とし, p は有限または無限の測度の密度関
数であり,次の条件をみたす:
(p.1)  r\rightarrow\infty で,ある  0< $\alpha$<2 に対し p(r)=O(r^{-(d+ $\alpha$)})
(p.2) r\rightarrow+0 で,ある 0< $\gamma$<2 に対し p(r)=O(r^{-(d+ $\gamma$)})
これら (p.1) と(p.2) の条件のもとでは \displaystyle \int_{S}(1\wedge|y-x|^{2})p(|x-y|)dy<\infty がみたされるこ

とを注意する.そして, \not\subset との \infty をそれぞれ

\displaystyle \mathfrak{E}(f, g)=\int_{\mathfrak{M}}\mathrm{D}[f, g]( $\xi$)d $\mu$, f, g\in \mathfrak{D}_{\infty}
\mathfrak{D}_{\infty}= { f\in \mathfrak{D} 。 \cap L^{2}(\mathfrak{M},  $\mu$);\mathfrak{E}(f, f)<\infty}

と定義する.

以下で,いくつかの仮定を導入する.
(A. 1)  $\mu$ は上半連続な  $\Psi$ に対する  $\Psi$‐準 Gibbs 測度とする.

(A.2) 任意の  r, k\in \mathbb{N} に対し, $\sigma$_{r}^{k}\in L^{2}(U_{r}^{k}, dx) である.

(A.3) 任意の r\in \mathbb{N} に対し \displaystyle \sum_{i=1}^{\infty}i $\mu$(\mathfrak{A}\mathrm{r}_{r})<\infty である.
これら (\mathrm{A}.1)-(\mathrm{A}.3) の仮定は干渉ブラウン粒子系の構成においても仮定されていた、も

のであり,広く適用可能な緩い仮定である.干渉飛躍型過程を構成するために,さらにい
くつかの仮定を導入する.

(A.4) |x|\rightarrow\infty で,ある  0\leq $\kappa$< $\alpha$ となるに対し  $\rho$^{1}(x)=O(|x|^{ $\kappa$}) となる.

(A.5)  r\rightarrow\infty で,ある  $\delta$>0 に対し \displaystyle \frac{\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}^{ $\mu$}[ $\xi$(U_{r})]}{(\mathrm{E}^{ $\mu$}[ $\xi$(U_{f})])^{2}}=O(r^{- $\delta$}) となる.

注意2.3.  $\mu$ がPoisson 点過程,または,行列式点過程である場合には (A.5) はみたされる.

まず,次の命題を示すことができる.

命題2.4. (A.1) を仮定する.このとき, (\mathbb{C}, \mathfrak{D}_{\infty}) は L^{2}(\mathfrak{M},  $\mu$) 上で可閉である.

従って, (\mathfrak{E}, \mathfrak{D}) を ((\mathfrak{E}, \mathfrak{D}_{\infty}), L^{2}(\mathfrak{M},  $\mu$)) の閉包とおく.この閉包に対して次の定理を示
すことができる.

定理2.5 ([1]). (p.1) -(\mathrm{p}.2) と(A.1) -(\mathrm{A}.5) を仮定する.このとき, (\mathfrak{E}, \mathfrak{D}) は L^{2}(\mathfrak{M}, $\mu$) 上

の準正則ディリクレ形式となる.従って, ((\mathbb{C}, \mathfrak{D}), L^{2}(\mathfrak{M},  $\mu$)) に付随する特別標準過程

(---(t), \{\mathbb{P}_{ $\xi$}\}_{ $\xi$\in \mathfrak{M}}) が存在する.さらに,過程三(t) は不変測度  $\mu$ に対して可逆である.
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例2.6. (1)  $\mu$ がDyson 点過程,または,Ginibre 点過程とする.これらは平行移動不変な
準Gibbs 測度である ([8] を参照). 従って,仮定 (A.4) の  $\kappa$ は  $\kappa$=0 としてみたされるため,
飛躍率の指数  $\alpha$ は制限を受けない.従って,定理2.5により,  0< $\alpha$<2 に対する干渉  $\alpha$-

安定過程系を構成できる.

(2)  $\mu$ がAiry 点過程とする.これは準 Gibbs 測度であり ([9] を参照),  x\rightarrow-\infty で  $\rho$ 1(x) =

O(|x|^{1/2}) となる.従って,仮定 (A.4) の  $\kappa$ は  $\kappa$=\displaystyle \frac{1}{2} としてみたされるため,飛躍率の指数  $\alpha$

は  $\kappa$ によって制限を受ける.従って,定理2.5により, \displaystyle \frac{1}{2}< $\alpha$<2 に対する干渉  $\alpha$‐安定過程
系を構成できる.

3 ラベル付け過程と両立性

ラベル付け過程に関連する双線形形式を導入する.  k\in \mathbb{N} とする.  $\phi$,  $\psi$\in C_{0}^{\infty}(S^{k}) に対し

て,次の2次形式を定義する.

\displaystyle \nabla^{[k]}[ $\phi$,  $\psi$](x)=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{k}\int_{S}( $\phi$(x^{xy}i,)- $\phi$(x))( $\psi$(x^{x_{i},y})- $\psi$(x))p(|x_{i}-y|)dy
ここで, x=(x_{1}, \ldots, x_{k}) に対し x^{xy}i,=(x_{1}, \ldots, x_{i-1}, y, x_{i+1}, \ldots, x_{k}) とする.また, f,  g\in

\mathfrak{D} 。 \otimes C_{0}^{\infty}(S^{k}) に対して

\mathrm{D}^{k}[f, g]( $\xi$, x):=\mathrm{D}[f(\cdot, x), g x)]( $\xi$)+\nabla^{[k]}[f^{c}( $\xi$, g( $\xi$, \cdot)](x)

と定義する.この \mathrm{D}^{k} を用いて,以下のようにげと \mathfrak{D}_{\infty}^{k} をそれぞれ定義する.

\displaystyle \mathfrak{E}^{k}(f,g)=\int_{\mathfrak{M}\mathrm{x}S^{k}}\mathrm{D}^{k}[f, g]( $\xi$, x)$\mu$^{k}(d $\xi$ dx) ,

\mathfrak{D}_{\infty}^{k}= { f\in \mathfrak{D} 。 \otimes C_{0}^{\infty}(S^{k}) ロ  L^{2}(\mathfrak{M}\times S^{k}, $\mu$^{k});\mathrm{e}^{k}(f, f)<\infty}.
ここで,さらに仮定をおく.
(A.4.  k ) 任意の \mathrm{s}_{k}\in 誹に対して, |x|\rightarrow\infty で $\rho$_{\mathrm{s}_{k}}^{1}(x)=O(|x|^{ $\kappa$}) となる.

(A.5. k ) 任意の \mathrm{s}_{k}\in S^{k} に対し  r\rightarrow\infty で \displaystyle \frac{\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}^{ $\mu$ \mathrm{s}_{k}}[ $\xi$(U_{r})]}{(\mathrm{E}^{ $\mu$ \mathrm{s}}k[ $\xi$(U_{r})])^{2}}=O(r^{- $\delta$}) となる.

(A.6) ほとんど全ての \mathrm{x}_{k} とyk に対して $\mu$_{\mathrm{x}}k と $\mu$_{\mathrm{y}_{k}} は互いに絶対連続である.

注意3.1. (1)  $\mu$ がPoisson 点過程か行列式点過程である場合には (A.5.  k ) はみたされる.

(2)  $\mu$ が行列式点過程で,  x\rightarrow\infty のとき核関数  K(x, y)\rightarrow 0 となり,(A.4) がみたされる

とする.このとき,(A.4 k) もみたされる.

前述の命題2.4, 定理2.5, 系に対応する事実を (\mathfrak{E}^{k}, \mathfrak{D}_{\infty}^{k}) に対しても示すことができる.

命題3.2. (A.1), (B.5) を仮定する.このとき \rangle (\mathfrak{E}^{k}, \mathfrak{D}_{\infty}^{k}) は L^{2}(\mathfrak{M}\times S^{k},$\mu$^{k}) 上可閉である.

(\mathrm{e}^{k}, \mathfrak{D}^{k}) を ((\mathfrak{E}^{k}, \mathfrak{D}_{\infty}^{k}), L^{2}(\mathfrak{M}\times S^{k},$\mu$^{k})) の閉包とする.このとき次の定理が成立する.

定理3 \cdot 3 (E.‐Tanemura). (P.  1 ) -(\mathrm{p}.2) と (\mathrm{A}.1)-(\mathrm{A}.6) , (A.4.k), (A.5.k) を仮定する.このと
き,任意の k\in \mathrm{N} に対して, (\mathrm{C}^{k}, \mathfrak{D}^{k}) は L^{2}(\mathfrak{M}\times S^{k},  $\mu$ k) 上の準正則ディリクレ形式である.よ
って7 ((\mathrm{e}^{k}, \mathfrak{D}^{k}), L^{2}(\mathfrak{M}\times S^{k},$\mu$^{k})) に付随する特別標準過程 ((--- $\theta$ k(t), \mathrm{X}^{k}(t)), \{\mathbb{P}_{( $\xi$,\mathrm{x})}\}_{( $\xi$,\mathrm{x})\in \mathfrak{M}\mathrm{x}S^{k}})
が存在する.
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定理2.5と定理3.3によって,それぞれ \mathfrak{M} 値と \mathfrak{M}\times S^{k} 値の特別標準過程が得られた.
さらに,以下の自然な仮定を課す.
(A.7) {Xj (t)} は互いに非衝突である.
(A.8) {Xj (t)} は同時に飛躍が起きない.

(A.9) それぞれの粒子 Xj (t) は爆発しない.

定理3 \cdot 4 (E. ‐Tanemura). (P.  1 ) -(\mathrm{p}.2) と(A. 1 ) -(\mathrm{A}.9) , (\mathrm{A}.4.k) , (A.5. k ) を仮定する.特別
標準過程 ((\mathrm{E}_{k}^{\mathrm{o}}(t)^{\backslash }\mathrm{X}^{k}(t))) は両立性をもつ.つまり,任意の k\in \mathbb{N} に対し ((_{-k}^{-0}-(t), \mathrm{X}^{k}(t)))
と (($\Xi$_{k+1}^{\langle}(t)+$\delta$_{X_{k+1}^{k+1}(t)}, (X_{1}^{k+1}(t), \ldots, X_{k}^{k+1}(t))) の分布は等しい.

この両立性より, (\mathfrak{E}, \mathcal{D}) に付随する配置空間上の過程三(t) に対して,道のラベル写像
\ell_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}( $\Xi$)=(X_{j})_{j=1}^{\infty} が定義できる.そして三(t) =\displaystyle \sum_{j=1}^{\infty}$\delta$_{X_{j}(t)} が成り立つ.

注意3.5.  $\mu$ が平行移動不変であるとき(A.9) は成立する.また, \displaystyle \int_{S}|x|$\rho$^{1}(x)p(|x|)dx<\infty
が成立するとき,(A.9) が成立する.

4 確率微分方程式表現

干渉 Brown 粒子系の ISDE 表現を得るときに用いられた対数微分を基に,我々のISDE を

与えるために関数  d_{ $\phi$}^{ $\mu$} を導入する.  $\phi$\in C_{0}^{\infty}(S) とし,関数 d_{ $\phi$}^{ $\mu$}( $\xi$, x):\mathfrak{M}\times S\rightarrow S を

-\displaystyle \mathfrak{E}^{1}(f,  $\phi$(x))=\int_{\mathfrak{M}\mathrm{x}S}f( $\xi$,x)d_{ $\phi$}^{ $\mu$}( $\xi$, x)$\mu$^{1}(d $\xi$ dx) .

をみたすものとする.適切な条件のもと, d_{ $\phi$}^{ $\mu$} は次のような具体形を求めることができる:

d_{ $\phi$}^{ $\mu$}( $\xi$, x)=\displaystyle \int_{S}dyp(|y-x|)( $\phi$(y)- $\phi$(x))[1+\frac{d$\mu$_{y}}{d$\mu$_{x}}( $\xi$)\frac{ $\rho$(y)}{ $\rho$(x)}]
ここで c( $\xi$, x;y)=p(|y-x|)[1+\displaystyle \frac{d$\mu$_{y}}{d$\mu$_{x}}( $\xi$)\frac{$\rho$^{1}(y)}{$\rho$^{1}(x)}] とおく.

A^{[ $\phi$]}(t)= $\phi$(X_{1}(t))- $\phi$(X_{1}(0)) とかくと, A^{[ $\phi$]}(t) は加法的汎関数であるため,福島分解
によって A^{[ $\phi$]}(t)=N^{[ $\phi$]}(t)+M^{[ $\phi$]}(t) と分解できる,ただし, N^{[ $\phi$]} はエネルギー零項, M^{[ $\phi$]}
はマルチンゲール項である. \mathfrak{E}^{1} により, N^{[ $\phi$]} は計算できる.実際, $\Xi$^{(1)}(t) =\displaystyle \sum界2 $\delta$_{X_{j}(t)} ,

a(u, r, X_{j}(s), ---(1)(s))=1(0\leq r\leq c(--(s), X_{1}(s), X_{1}(s)+u)) とかくと,

N^{[ $\phi$]}(t)=\displaystyle \int_{0}^{t}-
=\displaystyle \int_{0}^{t}ds\int_{S}du\int_{0}^{\infty}dr\{ $\phi$(X_{1}(s-)+u)- $\phi$(X_{1}(s-))\}a(u, r, X_{j}(s-), ---(1)(S-))

となる.従って,このことから,

M^{[ $\phi$]}(t)=\displaystyle \int_{0}^{t}\int_{S}\int_{0}^{\infty}M_{1}( dsdudr) \{ $\phi$(X_{1}(s-)+u)- $\phi$(X_{1}(s-))\}a(u, r, X_{j}(s-), $\Xi$^{(1)}(s-)) ,

A^{[ $\phi$]}(t)=\displaystyle \int_{0}^{t}\int_{S}\int_{0}^{\infty}N_{1}( dsdudr) \{ $\phi$(X_{1}(s-)+u)- $\phi$(X_{1}(s-))\}a(u,r, X_{j}(s-),---(1)(S-))
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となる.ここで, N_{1} (dsdudr) は [0, \infty ) \times S\times[0, \infty ) 上の強度 dsdudr のPoisson 点過程
とし,  M_{1}(dsdudr) =N_{1}(dsdudr) - dsdudr とする. L>0 とする. $\phi$_{L}^{j}\in C_{0}^{\infty}(S) を

x^{j}\in[-L, L] に対して姥 (x)=x^{j} となるものとする,ただし x=(x^{1}, \ldots, x^{d}) とする.この

$\phi$_{L}^{j} に対して上述の議論を考えると, $\tau$_{L}=\displaystyle \inf_{t>0}\{X_{t}>L\} に対して, $\tau$_{L} までの A^{[x_{j}]} の分解

A_{ $\tau$}^{[x_{j}]}L=N_{L}^{[x_{j}]} $\tau$+M_{ $\tau$}^{[x_{j}]}L を与えることができる.この後  L\rightarrow\infty という極限を考えることで次
の結果が得られる. \mathrm{u}:S^{\mathrm{N}}\rightarrow \mathfrak{M} は \displaystyle \mathrm{u}((s_{j}))=\sum_{j}$\delta$_{Sj} となるものとする.

定理4.1 (E. ‐Tanemura). (\mathrm{p}.1)-(\mathrm{p}.2) と(A. 1 ) -(\mathrm{A}.9) , 任意の k\in \mathbb{N} に対し (A.4.k), (A.5.k )
がみたされていると仮定する.このとき,ある \mathfrak{M}0 \subset \mathfrak{M} で,次のことが成り立つものが存
在する:  $\mu$(\mathfrak{M}_{0})=1 をみたし,任意の x\in \mathrm{u}^{-1}(\mathfrak{M}_{0}) に対し,

dX_{j}(t)=\displaystyle \int_{S\times[0,\infty)}N_{j}(dtdudr)ua(u, r, X_{j}(s-), ---(1)(S-)) , (X_{j}(0))_{j\in \mathrm{N}}=x,

任意の t に対し X(t)\in \mathrm{u}^{-1}(\mathfrak{M}_{0}) となる解 X(t)=(X_{j}(t)) が存在する.ここで, N=

(N_{j})_{j\in \mathrm{N}} は独立な強度 dsdudr のPoisson 点過程である.

5 ISDE の強解

T\in \mathbb{N}, S=S^{\mathrm{N}} とし, W=D([0,T];S) , W^{\mathrm{s}\mathrm{o}1} を W のBorel 部分集合とする.関数
a : \mathbb{R}^{d}\times[0, \infty)\times W^{\mathrm{s}\mathrm{o}1}\rightarrow D([0, \infty);S) を a(u, r, ) がpredictable となるものとする.この

とき,次の一般的なISDEを考える.

dX_{j}(t)=\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{d}\times[0,\infty)}a(u, r, X)_{t}N_{j,-}(dudrdt), X\in W_{X}^{\mathrm{s}\mathrm{o}1}=\{X\in W^{\mathrm{s}\mathrm{o}1} : X_{0}=x\} (5.1)

まず,次のことを仮定する.
(B.1) (5.1) は解 X をもつ.

X\in W と m\in \mathbb{N} に対して, X^{m}=(X_{1}, X_{2}, \ldots, X_{m}) , X^{m*}=(X_{m+1}, X_{m+2}, \ldots) と

する.与えられた X\in W_{X}^{\mathrm{s}\circ 1} に対して (\mathbb{R}^{d})^{m} 上の Y^{m}=(Y_{\mathrm{i}}^{m}, Y_{2}^{m}, \ldots, Y_{m}^{m}) に関する次の
SDE を考える:

dY_{j}^{m}(t)=\displaystyle \int_{\mathbb{R}^{d}\times[0,\infty)}a(u, r, (Y^{m}, X^{m*}))N_{j} (dudrdt), (Y^{m}, X^{m*})\in W_{x}^{\mathrm{s}\mathrm{o}1} (5.2)

以下,列 (Y^{m})_{m\in \mathrm{N}} をISDE (5.1) に付随する有限次元 SDE の無限系という.この系に関し
て次のことを仮定する.

(B.2) 任意の X\in W_{x}^{\mathrm{s}\mathrm{o}1} について,それぞれの m\in \mathrm{N} に対し SDE (5.2) が強解 Y^{m} をも

ち,道ごとの一意性が成立する.
このとき F_{x}^{m}(X, N)=(Y^{m}, X^{m*})=(Y_{1}^{m}, \ldots, Y_{m}^{m}, X_{m+1}, \ldots) とおく.

定義5.1 (IFC 解). W\times W_{0} 上の確率測度 \overline{P}_{X} がISDE (5.1) に対する IFC 解であるとは
\overline{P}_{X} が次のことをみたすときにいう:

\overline{P}_{X}(W_{x}^{\mathrm{s}\mathrm{o}1}\times W_{0})=1, \overline{P}_{X}(N\in\cdot)=P_{\mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{F}}^{\infty}
\bullet  W^{\mathrm{s}\mathrm{o}1} の中で \overline{P}_{X} のもと F_{X}^{\infty}(X, N)=\displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}F_{x}^{m}(X, N)
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ここで, W^{\mathrm{s}\mathrm{o}1} の中で \overline{P}_{X} のもと F_{x}^{\infty}(X, N)=\displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}F_{x}^{m}(X, N) であるとは,任意の i\in \mathbb{N}

とPx‐as. (X, N) に対して,  m\rightarrow\infty で  F_{x}^{m,i}(X, N)\rightarrow F_{x}^{\infty,i}(X, N) , かつ, D([0, T],\mathbb{R}^{d})
内で \displaystyle \int_{0}a(F_{x}^{m}(X, N))dN_{i}\rightarrow\int_{0}a(F_{x}^{\infty}(X, N))d瓦となることをいう.

命題5.2. (B.1) と但.2) を仮定し, \overline{P}_{X} をISDE (5.1) の解の分布とする.

(1) 任意の m\in \mathbb{N}, i=1
, 2, . . .

, m に対し, F_{x}^{m,i}(X, N)=F_{x}^{m+1,i}(X, N) となる.

(2) Px はISDE (5.1) のIFC解となる.
(3) \overline{P}_{X}-a.s. (X, N) に対して, (F_{x}^{\infty}(X, N), N)=(X, N) となる.

(B.2) を仮定し, \overline{P}_{X} をISDE (5.1) のIFC解とする.

(4) F_{x}^{\infty}(X,.N) は \overline{P}_{X} のもと N に対して ISDE (5.1) の解となる.

(5) 写像 F_{x}^{\infty} は T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S)\times \mathcal{B}(W_{0}) 可測である,ただし T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S) は W 上の末尾  $\sigma$ ‐加法族,
つまり,  T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S)=\displaystyle \bigcap_{m=1}^{\infty} $\sigma$(X^{m*}) .

T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S) が自明となる確率測度 P
, つまり,任意の A\in T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S) に対して P(A)\in\{0 ,

1 \}
となる P に対して, T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{[1]}(S;P)=\{A\in T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S);P(A)=1\} と定義する.また, \overline{P}_{x,N}(\cdot)
を \overline{P}_{X}(\cdot|N) で与えられる正則条件付き確率とする.以下の条件を考える.
(B.3) T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}(S) は P_{\mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{F}}^{\infty}-\mathrm{a}.\mathrm{s}. N に対して, \overline{P}_{x,N}‐自明である.

(B.4) P_{\mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{F}}^{\infty}-\mathrm{a}.\mathrm{s}. N に対して T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{[1]}(S;\overline{P}_{x,N})=T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{[1]}(S;\overline{P}_{x,N}') である.

(B.5) T_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{[1]}(S;\overline{P}_{x,N}) は P_{\mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{F}}^{\infty}-\mathrm{a}.\mathrm{s}. N に対して \overline{P}_{X} に依存しない.

このとき,それぞれの条件に応じて次の事実を示せる.

定理5.3 (第1末尾定理). (1) (\mathrm{B}.1)-(\mathrm{B}.3) が成立するとき,ISDE (5.1) は強解をもつ.
(2) (\mathrm{B}.1)-(\mathrm{B}.4) が成立するとき,2つの強解 X と X' は X=X'a.s . となる.

(3) (\mathrm{B}.1)-(\mathrm{B}.5) が成立するとき,ISDE (5.1) に対して強一意性が成り立つ.

以下で,ラベル付けに対する末尾自明性は,ある意味で,配置空間の末尾自明性から従
うことを述べる. \mathfrak{M} 上の末尾  $\sigma$‐加法族  T(\mathfrak{M}) を T(\displaystyle \mathfrak{M})=\bigcap_{r=1}^{\infty} $\sigma$($\pi$_{r}^{c}) で定義する.ラベル
写像 P に対して道のラベル写像 \ell_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}} : D([0, T], \mathfrak{M}_{\mathrm{s}.\mathrm{i}}.)\rightarrow D([0, T], S) を =\displaystyle \sum_{j=1}^{\infty}$\delta$_{X^{m}}\in
 D([0, T], \mathfrak{M}_{\mathrm{s}.\mathrm{i}}.) に対して \ell(\mathfrak{M})_{0}=X_{0}=(X_{0}^{j})_{j\in \mathrm{N}} となるものとする. D([0, T],\mathfrak{M}) 上の確
率測度 P_{ $\mu$} で  P_{ $\mu$}\mathrm{o}\text{三_{}0}^{-1}= $\mu$ となるものに対し,  $\mu$^{\ell}= $\mu$ 0\ell^{-1}, \mathbb{P}_{$\mu$^{\ell}}=P_{ $\mu$}\mathrm{o}\ell_{\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}}^{-1} とおく.以下
を仮定する.

(C. 1) T(\mathfrak{M}) は  $\mu$‐ 自明である.

(C.2) 任意の  t\in[0, T] に対して  P_{ $\mu$}\mathrm{o}-t-\prec $\mu$ となる.

(C.3)  P_{ $\mu$}(D([0, T], \mathfrak{M}_{\mathrm{s}.\mathrm{i}}.))=1
(C.4) 任意の r>0 に対し, P_{ $\mu$}(\displaystyle \inf_{m\in \mathrm{N}}\{X_{t}^{n}\in U_{r}^{c}, \forall t\in[0, T], \forall n>m\}<\infty)=1
定理5.4 (第2末尾定理). (B.2) を仮定する.さらに,(C. 1 ) -(\mathrm{C}.4) をみたす P_{ $\mu$} で

\mathbb{P}_{$\mu$^{\ell}}(F_{x}^{\infty}(X, N)=X)=1 となるものが存在することを仮定する.このとき, $\mu$^{\ell}-a.s. x に

対し (B. 1) と (\mathrm{B}.3)-(\mathrm{B}.5) が成り立つ.

以上の議論を基に ISDE (5.1) の解に対する結果として整理する.以下を仮定とする.

(D.1) ISDE (5.1) は  $\mu$p‐a.s.  x に対して解 X_{t}=(X_{t}^{i})_{i\in \mathrm{N}} をもつ.

(D.2) (X, N) の分布 -x は  $\mu$\ell‐a.s.  x に対して ISDE (5.1) のIFC 解である.
(D.3) 任意の t>0 に対し,  P_{ $\mu$}\mathrm{o}--t\prec $\mu$ (  $\mu$‐絶対連続条件).
(D.4) 末尾  $\sigma$‐加法族  T(\mathfrak{M}) は  $\mu$‐自明である.

(D.5) 任意の  r>0 と T\in \mathrm{N} に対し, P_{ $\mu$}(\displaystyle \lim_{i\rightarrow}\sup_{\infty}\{\inf_{t\in[0,T]}|X_{t}^{i}|\leq r\})=0 となる.
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定理5.5. (D. 1 ) -(\mathrm{D}.5) を仮定する.このとき, $\mu$^{p}-a.s. x に対して,ISDE (5.1) は  $\mu$ ‐絶対連

続条件をみたす強解をもち,その解に対し強一意性が成立する.

注意5.6. 任意の  x とqe.  $\xi$ に対して, \displaystyle \int_{U_{1^{\mathrm{C}}}}c( $\xi$, x, x+u)du<\infty , かつ,qe.  $\xi$ に対して

\displaystyle \int_{U_{1}}c( $\xi$, x, x+u)u^{2}du が x について Lipschitz 連続であるとき(D.2) は成立する.

 $\mu$ が末尾自明でない場合は,  $\mu$ = 翫 $\mu$_{\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{i}1}^{ $\eta$}(\cdot) $\mu$(d $\eta$) と分解する.ここで $\mu$_{\mathrm{T}_{\partial}\mathrm{j}1}^{ $\eta$} を末尾  $\sigma$-

加法族による正則条件付き確率測度である.このとき, $\mu$_{\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{i}1}^{ $\eta$} に対する条件 (\mathrm{D}.1)-(\mathrm{D}.3) を
それぞれ (\mathrm{D}.1- $\eta$)-(\mathrm{D}.3- $\eta$) とかく.

定理.K‐7‐ (\mathrm{D}.1- $\eta$)-(\mathrm{D}.3- $\eta$) を仮定する.このとき,  $\mu$-a.s.  $\eta$ に対して, ($\mu$_{\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{i}1}^{ $\eta$})^{p}-a.s.  $\eta$ に対

する,ISDE (5.1) は  $\mu$_{\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{i}1}^{ $\eta$} ‐絶対連続条件をみたす強解をもち,その解に対して強一意性が成
立する.
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