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\mathbb{R}^{d} におけるー(1/2)  $\Delta$ の基本解の  $\sigma$(d) 倍を d 次元 Coulomb ポテンシャルと呼び $\Psi$_{d} と表

す。ここで  $\sigma$(d)=2$\pi$^{d/2}/ $\Gamma$(d/2) は (d-1) 次元単位球面の面積であり、 \nabla $\Psi$(x)=-x/|x|^{d}
となる。 d 次元ユークリッド空間内を Coulomb ポテンシャル $\Psi$_{d} で相互作用しながら運動
する無限個のブラウン運動を考える。逆温度を  $\beta$ とする。この確率力学が平行移動不変な

ときには、次の無限次元確率微分方程式で記述される [5].

 dX_{t}^{i}=dB_{t}^{i}+\displaystyle \frac{ $\beta$}{2}\lim_{r\rightarrow\infty}j\neq i, |X_{t}^{i}-X_{t}^{j}|<r\frac{X_{t}^{i}-X_{t}^{j}}{|X_{t}^{i}-X_{t}^{j}|^{d}}dt (i\in \mathbb{N})\displaystyle \sum (1)

現在、  d=2 かつ  $\beta$=2 の時だけ、この確率力学およびその平衡分布は構成されており、
それぞれ 「Ginibre 干渉ブラウン運動」、「Ginibre 点過程」 と呼ばれる。尚、この点過程
は、非エルミートGaussian ランダム行列の固有値の分布の極限である。 \mathbb{R}^{d} において d 次

元Coulomb ポテンシャルは、Ruelle クラスのポテンシャルではない。従って、DLR 方程

式に基づく、従来の Gibbs 測度の理論をそのまま適用できない。Gibbs 測度は、Poisson

点過程に近いクラスである。一方、Coulombポテンシ
\grave{}

ヤルは、その遠方での相互作用の

強烈さのために、付随する無限粒子系は異なる様相を見せる。

次式で与えられる \mathbb{R}^{d} 上の平行移動不変かつ回転不変な点過程 $\mu$_{d, $\beta$} が存在するとする。

$\mu$_{d, $\beta$}(d\displaystyle \mathrm{x})=\frac{1}{Z}\exp\{- $\beta$\sum_{i<j}^{\infty}$\Psi$_{d}(x_{i}-x_{j})\}\prod_{k}^{\infty}dx_{k}. (2)

表示式 (2) は、形式的だが、対数微分の概念を用いて、定義は厳密化できる ([6] のAppendix

参照)。 (d,  $\beta$)=(2 ,
2 ) 以外は、点過程 $\mu$_{d, $\beta$} の存在は未解決である。

この講演では、Ginibre 干渉ブラウン運動の劣拡散性を示す。さらに、 d=2 のとき、一

般の逆温度  $\beta$ に対して、(2) の形の \mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{e}_{ $\beta$} 点過程が存在するという仮定のもとで、自
己拡散行列に対する相転移が起こることを示す。実際、周期的クーロン媒質のホモジナ
イゼーション、つまり結晶格子の各点が電荷を持つとし、それからクーロンカを受ける

ブラウン運動粒子のホモジナイゼーションに対する有効伝導率  $\gamma$ の関数によって、臨界

点を下から評価する、このように、臨界点が正かつ有限の値を持つことを示す。この結果

は、Alder 型相転移 (後述) を2次元クーロンポテンシャルに対して証明したものと解釈

できる。

\mathbb{R}^{2} ( \mathbb{C} とも見なす) の配置空間を \mathrm{S} とおく。  $\mu$ をGinibre 点過程とする。つまり、行列式

点過程でガウス分布  g(dx)=(1/ $\pi$)e^{-|x|^{2}}dx を基礎の測度としたとき、核関数 K(x, y) 次式

で与えられるものである。

K(x, y)=e^{x\overline{y}}
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P=(P_{i})_{i\in \mathrm{N}} をラベル、 \ell(\mathrm{s}) を出発する SDE(I) の解 \mathrm{X}=(X^{i})_{i\in \mathrm{N}} の分布を P_{l(\mathrm{s})\text{、}} 平均を

E_{1(\mathrm{s})} と表す。

Theorem 1 ([7]). P_{\ell(\mathrm{s})} の下で、すべての i\in \mathbb{N} に対して、 \forall F\in C_{b}(C([0, \mathrm{o}\mathrm{o});\mathbb{R}^{2}))

\displaystyle \lim_{ $\epsilon$\rightarrow 0} $\mu$(\{\mathrm{s};|E_{\ell(\mathrm{s})}[F( $\epsilon$ x_{/$\epsilon$^{2}}^{i})]-F(0)|\geq $\delta$\})=0 for all  $\delta$>0 . (3)

Tagged 粒子の極限の係数行列の初期条件についての平均を自己拡散行列と $\alpha$_{d, $\beta$} いう。 こ

こで、  $\beta$ は逆温度、  d は空間の次元である。もし、逆温度  $\beta$ をもつ  d 次元厳密クーロン点過

程が存在すれば、一般論から、自己拡散行列が存在し更に、変分表現を持つ [3]。Theorem
1は、  $\alpha$2,2

= 0、つまり、 ( $\beta$, d)=(2,2) の場合に、下記の関数 $\chi$_{r,R} を用いて、この変分表

現が消滅することを示したものである。

$\chi$_{ $\epsilon$,R}(x)=\left\{\begin{array}{ll}
-$\epsilon$^{-2}r\cos $\theta$ & (r\leq $\epsilon$)\\
-$\epsilon$^{-1}\{\frac{ $\epsilon$+R-r}{R}\}\cos $\theta$ & ( $\epsilon$\leq r\leq $\epsilon$.+R)\\
0 & ( $\epsilon$+R\leq r)
\end{array}\right.
ただし、 x= (x_{1} , x_{2})\in \mathbb{R}^{2} 、また、 (r,  $\theta$) は極座標、 r=|x|, \cos $\theta$=x_{1}/|x|.

\bullet \mathrm{L}=\mathrm{L}(d) を d 次元格子 (結晶) とする。簡単のため格子は原点を含むとし \mathrm{L}_{0}=\mathrm{L}\backslash \{0\} す

る。立方格子以外に、例えば2次元では、3角格子も考える。格子 \mathrm{L} が与えられたとき、

周期関数 b とbo を次で定義する。

b(x)=\displaystyle \lim_{r\rightarrow\infty}c_{d}\sum_{j\in \mathrm{L};|x-j|<r}\frac{x-j}{|x-j|^{d}}, b_{0}(x)=b(x)-c_{d}\frac{x}{|x|^{d}}
逆温度  $\beta$ を含む形で、それぞれに対応する SDE を、次で与える。

 dY_{t}=dB_{t}+\displaystyle \frac{ $\beta$}{2}b(Y_{t})dt, dZ_{t}=dB_{t}+\frac{ $\beta$}{2}b_{0}(Z_{t})dt
拡散的スケ ー リング Y_{t}^{ $\epsilon$}= $\epsilon$ Y_{t/$\epsilon$^{2}} と Z_{t}^{ $\epsilon$}= $\epsilon$ Z_{t/$\epsilon$^{2}} を取ると、これらは次式を満たす。

dY_{t}^{ $\epsilon$}=dB_{t}+\displaystyle \frac{ $\beta$}{2}\frac{1}{ $\epsilon$}b(\frac{1}{ $\epsilon$}Y_{t}^{ $\epsilon$})dt\prime, dZ_{t}^{ $\epsilon$}=dB_{\mathrm{t}}+\frac{ $\beta$}{2}\frac{1}{ $\epsilon$}b(\frac{1}{ $\epsilon$}Z_{t}^{ $\epsilon$})dt-\frac{ $\beta$}{2}c_{d}$\epsilon$^{d-2}\frac{Z_{t}^{ $\epsilon$}}{|Z_{t}^{ $\epsilon$}|^{d}}dt
Lemma 1. 有効伝導率とよばれる定数  $\gamma$=$\gamma$_{d, $\beta$} が存在し、次のホモジナイゼーションが

成立する。

\displaystyle \lim_{ $\epsilon$\rightarrow 0} $\epsilon$ Y_{/$\epsilon$^{2}}=\sqrt{ $\gamma$}B_{t}

Proof. 退化はするが、周期的ホモジナイゼーションである。非退化性は、反射壁ブラウ

ン運動のホモジナイゼーションと比べることにより示され、 0< $\gamma$<1 となる。 \square 

2次元の場合は、 Z^{ $\epsilon$} に対して、次の収束定理と相転移が成立する。
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Theorem 2 ([8]). d=2 とする。初期条件が \displaystyle \lim_{ $\epsilon$}x_{ $\epsilon$}=x を満たすとする。このとき
\displaystyle \overline{Z}=\lim Z^{ $\epsilon$} が存在し、

d\displaystyle \overline{Z}_{t}=\sqrt{ $\gamma$}dB_{t}-\frac{ $\beta$}{2}\frac{\overline{Z}_{t}}{|\overline{Z}_{t}|^{2}}dt (0< $\beta$< $\gamma$+1) (4)

を満たす。更に、  $\gamma$+1\leq $\beta$<\infty では、原点が流出境界となり、 \overline{Z}_{t}=0 for $\sigma$_{0}\leq t . とく

に Z が、原点 (の近傍) から出発するときには、劣拡散的である。特に、  $\beta$< $\gamma$+1 で拡

散的、  $\beta$\geq $\gamma$+1 で劣拡散的である。つまり、  $\beta$_{\mathrm{c}}^{\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}}=1_{-}+ $\gamma$ を臨界点とする、拡散/劣拡
散に対する相転移が起こる。

Proof Chen‐Croydon‐Kumagai [1] の定理と Saloff‐Coste その他による熱核の評価 [9] を

用いる。更に、Girsanov の公式、Mosco 収束や [2] のDirichlet 形式の収束を使う。 \square 

以上の二つの定理を組み合わせると、拡散行列の非退化性についての臨界点 $\beta$_{c} に対し

て、2次元では、次の評価が得られる。Ginibre 点過程の分布が、格子構造で十分近似で

きるという仮説の下で、次の定理が成立する。尚、  $\beta$=\infty の極限では、Ginibre点過程の

分布は、三角格子に収束する。又、格子が満たすべきパラメーターの条件として、粒子の
密度 (1相関関数の定数値) が入ることに注意する。

Theorem 3 ([7, 8  d=2 のとき、  $\gamma$+ 1 \leq $\beta$c \leq 2。特に、  1\leq $\beta$。 \leq 2。

Remark - 通常の Ruelle クラスの干渉ポテンシャルの場合は、2次元以上では常に拡散的

になり、退化しないこと[4] が知られている。[4] では凸のハードコアの存在を仮定したが、
事実としては2次元以上ではRuelleクラスの干渉ポテンシャルの場合は、常に拡散的ス
ケーリングで非退化と思われている。また対応する格子モデルでは、単純排他過程につい

ては、Kipnis‐Varadhan、また、一般の排他過程については、Spohn によって非退化が示

されている。従って、今回の結果は、これらの従来の結果とは、対照的である。このよう
な現象が生じる理由は、Coulombポテンシャルがもつ、無限大での効果の強烈さに起因
する。干渉ポテンシャルが遠距離の強い相互作用をもっため、この平衡分布に付随する確
率力学の tagged 粒子絃、通常のブラウン運動とは違う種類の、漸近挙動をすることが分
かる。

\bullet $\gamma$ の値は、格子の構造に依存する。Theorem 3の下からのバウンドは、適切な  $\gamma$ につい

ての \displaystyle \sup と取ることが出来る。ただし、何が適切な格子かはまだ、observation である。
\bullet Alder 転移とは、1957年に発表された剛体球系の固相‐流動相の相転移である。これは

有界領域でニュートンカ学に従う剛体球系の運動が、境界の影響で密度について相転移を
起すことを、計算機シミュレーションによって示したものである。ハードコアポテンシャ

ルという非常に単純かつ斥力しか持たない場合に示された相転移で有り、その後、リース
ポテンシャル、あるいは、確率力学といった枠組みでも研究された。

・ある時期、ハードコアブラウン運動からなる無限粒子系が、劣拡散的挙動を示すという
形で定式化された、無限領域の Alder 転移が予想された。[4] の結果はそれを否定するも

65



のだった。尚、[4] は「ガラス転移」 を研究する上で、Mode Coupling Theory (MCT) と

呼ばれる手法が、低次元の空間では成立しないことを厳密に証明するものとして引用さ
れている。MCT は、空間の次元が無限次元にちかずく時に正しく機能すると言われてい
る。ガラス転移は、液相とガラス相をいかにみわけるかというテーマをあつかい、今も盛
んに研究されているが、理論的にはなかなか進展しない。実験にかかるような、時間のス
ケールで見ると、ガラスと液体は区別できて、その力学的挙動も、スローダウンし液体と

は異なっている、ということを示したいのだが、理論的に捉えるのが難しい。hopping、
caging、iamming など、様々な現象が取り上げられている。これらは、[4] を引用する文

献を Google Scholar で調べると検索できる。文末に [4] を引用した論文で数学以外のもの
を挙げる。
・今回の Theorem 3は、昔、[4] で否定された上述の予想が、クーロンポテンシャルに話
を移せば成立 (復活) することを示している。元々のAlder転移を 「境界の影響のために
生じた相転移だ」 と解釈すれば、今回の相転移は、クーロンポテンシャルの遠距離強相互
作用によって無限遠点を境界として認識した結果、生じたものであり、これをAlder型転
移というのは、話が整合すると思われる。
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